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YORREDE. 


Die  iiachfolgeiifleu  syntiietisclien  Uutersuchiiiigen  über 
Flächen  dritter  Ordnimg  sind  die  Resultate  mehrjähriger  Be- 
schäftigung mit  diesen  Flächen  und  werden  nun  als  ein  Ver- 
such einer  umfangreicheren  Behandlung  dieses  seit  kaum 
zwei  Decennien  bearl)eiteten  Theils  der  Geometrie  veröffent- 
licht. Für  die  mannigfachen  Mängel ,  die  dieser  Arbeit  wohl 
noch  anhaften  mögen ,  wolle  der  nachsichtige  Leser  die  Ent- 
schuldigung darin  finden,  dass  dem  Verfasser  schon  für  wis- 
senschaftliche Beschäftigung  überhaupt  nicht  gerade  sehr  viel 
Zeit  zu  Gebote  steht ,  noch  viel  weniger  aber  für  wiederholte 
Umarbeitungen  behufs  immer  sorgfältigerer  und  gescliickterer 
Darstellung. 

Den  Anstoss  zu  meiner  ersten  Beschäftigung  mit  deji  Flä- 
chen 3.  Ordnmig  und  dann  zu  einer  späteren  Wiederaufnahme 
derselben  hat  die  kurze,  aber  inhaltreiche  Abhandlung  über 
Flächen  3.  Grades  gegeben,  welche  von  Steiner  in  der  Gesammt- 
sitzung  der  Berliner  Akademie  am  31.  Januar  1856  vorge- 
tragen wurde,  und  durch  welche  der  Grund  zu  einer  rein  geo- 
metrischen Theorie  dieser  Flächen  gelegt  worden  ist,  während 
bekanntlich  die  ersten  analytischen  Untersuchungen  über  die- 
selben in  einer  Correspondenz  zwischen  den  Herren  Salnion 
und  Cayley  aus  dem  Jahre  1849  sich  vorfinden.  Steiners 
Abhandlung  enthält  eine  reiche  Fülle  von  Sätzen  über  die 
Flächen  3.  Ordnung,  freilich,  wie  dies  bei  dem  berühmten 
Geometer  zuletzt  Sitte  geworden  war,  ohne  jeden  Beweis 
oder  mit  nur  spärlichen  Andeutungen,  wie  zu  demselben  zu 
gelangen  sei.    Meine  Arbeit  schliesst  sich  derselben  ziemlich 
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eng  an;  sie  wurde,  nachdem  ich  allerdings  schon  einen 
grossen  Theil  der  Steinerschen  Sätze  zum  Gegenstande  meiner 
Untersuchungen  in  meiner  Inauguraldissertation  gemacht 
hatte;  durch  das  Preisausschreiben  der  Königl.  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Berlin  vom  Leibniztage  (7.  Juli)  1864 
über  die  Steinersche  Abhandlung  veranlasst.  Ich  gehe  also 
in  meinen  Untersuchungen  darauf  aus ,  die  von  Steiner  auf- 
gestellten Resultate  zu  begründen  und  die  Theorie  der  Flächen 
3.  Ordnung  weiter  auszubilden ,  besonders  die  Frage  der  Rea- 
lität der  Geraden  einer  solchen  Fläche  zu  discutiren  mid  die 
Flächen  danach  einzutheilen. 

Das  erste  Kapitel  ist  der  Betrachtung  der  verschiedenen 
Erzeugungsweisen  gewidmet.  Zu  den  vier  von  Steiner  selbst 
aufgestellten  Erzeuguugsw^eisen  nahm  ich  noch  die  schon 
vorher  von  Herrn  Grassmauu  aufgestellte  hinzu  und  habe 
auch  kurz  die  vor  einigen  Jahren  von  Herrn  F.  August  an- 
gewendete behandelt.  Die  dritte  Steinersche  und  diese  Au- 
gustsche  ergeben  sich  unmittelbar  als  specielle  Fälle  der 
zweiten  Steinerschen,  ebenso  die  vierte  Steinersche  als  spe- 
ciellen  Fall  der  Grassmannschen.  Die  Ableitung  der  Geraden 
der  erzeugten  Fläche  ist  bei  der  Augustschen  Erzeugung 
durch  Herrn  August  selbst  geschehen,  also  hier  unterlassen, 
bei  der  dritten  und  vierten  Steinerschen  hingegen  von  uns 
unternommen  Avorden,  theils  aus  Pietät  gegen  den,  der  sie 
aufgestellt  hat,  theils  aber  auch,  weil  sie  an  und  für  sich 
uns  sehr  interessant  erschien  und  manche  interessanten  Re- 
sultate dabei  zu  Tage  kamen.  Jedoch  bei  den  späteren  Unter- 
suchungen (im  7'.  Kapitel)  über  che  Reahtät  der  Geraden  der 
erzeugten  Fläche  sind  die  vierte  Steinersche  und  die  August- 
sche  unberücksichtigt  gelassen,  die  dritte  Steiners ce  aber 
ist  zu  einigen  Folgerungen  aus  den  bei  der  zweiten  Steiner- 
schen erhaltenen  Resultaten  über  die  4  Kegel  eines  reellen 
Flächenbüschels  2.  Ordnung  benutzt  worden. 

Die  erste  Steinersche  Erzeugungsart  mussten  wir,  damit 
durch  sie  alle  Gattungen  der  Flächen  3.  Ordnung  herzustel- 
len seien,  (im  7.  Kapitel)  dahin  erweitern,  dass  unter  die 
Data  der  Construetion  nicht  blos  reelle,  sondern  auch  imagi- 
näre, durch  reelle  Gebilde,  besonders  Flächen  2.  Ordnung 
zu  fixirende   Geraden   aufgenommen   werden.     Die   Construc- 
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tioneii,  die  dann  aber  zur  Herstellung  der  Fläche  auszu- 
führen sind,  erAviesen  auch  diese  Erzeugung  als  einen  spe- 
ciellen  Fall  der  zweiten  Steiuerschen. 

Es  lässt  sich  niui  zwar  auch  die  Erzeugungsweise  des 
Herrn  Grassmann  auf  die  eben  genannte  zurückführen,  aber 
nicht  jede  reelle  Erzeugung  jener  Art  auf  eine  reelle  dieser 
Art.  Es  scheint  also,  als  niüsste  man  sie  als  gleichartig 
einander  gegenüberstehende  betrachten;  ja  beim  ersten  An- 
blicke kann  man  sehr  leicht  zu  dem  Irrthume  verleitet  wer- 
den, dass  die  erstere  eiue  noch  grössere  Allgemeinheit  besitzt, 
als  die  letztere,  weil  sie  nicht,  wie  diese,  eine  Gerade  auf 
der  Fläche  voraussetzt.  Als  ich  jedoch  die  Realität  der  Ge- 
raden auf  den  nach  beiden  Erzeugungsweisen  hergestellten 
Flächen  untersuchte  und  danach  die  Flächen  eintheilte,  er- 
gal)  sich,  dass  die  zweite  Steinersche  fünf  Gattungen  liefert, 
die  fünf,  welche  auch  von  den  Analytikern  gefunden  worden 
sind,  die  Grassmannsche  hingegen  nur  vier  von  diesen  fünf. 
Obgleich  es  vielleicht  nicht  sehr  fern  lag,  habe  ich  erst  in 
der  letzten  Zeit  den  Grund  dieses  Maugels  darin  gefunden, 
dass  die  Erzeugungsart  des  Herrn  Grassmann  sich  in  eine 
andere  umgestalten  lässt,  welche  unmittelbar  als  Abart  einer 
gewiss  bekannten,  aber  noch  nirgends,  so  viel  ich  weiss, 
hervorgehobenen  Construction  der  Flächen  3.  Ordnung  zu 
erkennen  ist  (Nr.   110). 

Bei  den  Versuchen  der  Umgestaltung  stiess  ich  auch 
noch  auf  eine  andere  Herstellungsweise  unserer  Flächen, 
welche  ebenfalls  ganz  allgemein  ist. 

Dem  Umstände,  dass  ich  auf  diese  beiden  Erzeugungs- 
weisen, denen  von  den  im  ersten  Kapitel  behandelten  eben 
nur  die  zweite  der  von  Steiner  aufgestellten  an  Allgemein- 
heit ebenbüriig  ist,  erst,  als  der  Druck  nahe  bevorstand,  auf- 
merksam geworden  bin,  ist  es  auch  zuzuschreiben,  dass  die 
wenigen  Untersuchungen  über  dieselben,  welche  man  im 
ersten  Kapitel  erwarten  könnte,  am  Ende  des  siebenten  sich 
befinden,  und  auch  dass  sie  noch  nicht  weiter  fortgeführt 
worden  sind.  Vielleicht  gestattet  es  mir  die  Zeit,  dies  nun 
noch  zu  thun;  andererseits  möchte  ich  aber  auch  die  Auf- 
merksamkeit der  Synthetiker  auf  dieselben  hiermit  gelenkt 
haben. 


VIII  VORREDE. 

Nachdem  im  ersten  Kapitel  die  Existenz  von  27  Geraden 
auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  festgestellt  ist  und  ihre 
Schnittpimkte  nachgewiesen  sind,  bringt  das  zweite  weitere 
Sätze  über  das  Arrangement  dieser  Geraden  und  über  die 
Kegelschnitte  und  einige  andere  einfacheren  Curven,  welche 
sich  auf  der  Fläche  befinden. 

Nach  diesen  beiden  ersten  Kapiteln  könnte  man  dann 
ebenso  gut  gleich  zu  den  drei  letzten,  wie  ^u  den  drei  mitt- 
leren übergehen;  jene  sind  von  diesen  ganz  unabhängig.  Ja 
auch  das  dritte  und  vierte  besitzen  eine  gewisse  Unabhängig- 
keit von  den  ihnen  vorhergehenden,  indem  die  Untersuchun- 
gen über  die  Polaren  imd  die  sich  daran  schliessenden  über 
die  Kernfiäche  nicht  mit  Bezugnahme  auf  die  im  ersten  Ka- 
pitel betrachteten  Erzeugimgsweisen,  sondern  nach  emeni 
analogen  Verfahren  angestellt  worden  sind,  als  es,  so  viel  mir 
bekannt,  von  Herrn  von  Jonquieres  für  ebene  Curven  belie- 
biger Ordnung  eingeführt  und  von  Herrn  Cremona  in  seiner 
Introduzione  adoptirt  ist.  Lieber  hätte  ich  freilich  die  Theorie 
der  Polaren  und  der  Kernfläche  aus  einer  oder  der  andern 
der  behandelten  Erzeugungsweisen  aufgebaut;  aber  da  ich 
noch  nicht  die  Brücke,  welche  mich  zu  einer  derartigen  Be- 
arbeitung dieser  Theorie  überführen  konnte,  gefunden,  so 
habe  ich,  zumal  in  einem  Buche,  welches  noch  nicht  eine 
einheitliche,  streng  systematische  Theorie  der  Flächen  3.  Ord- 
nung, sondern,  wie  es  ja  auch  sein  Titel  anzeigt,  Unter- 
suchungen, ich  möchte  sagen,  Studien  über  cUeselben  bringen 
soll,  nicht  Anstand  genommen,  mich  dieses  so  bequemen  mid 
so  fruchtbaren  Jonquieresschen  Verfahrens  zu  bedienen. 

Das  fünfte  Kapitel  bringt  Untersuchungen  über  die 
Durchschnittscurven  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  einer 
der  zweiten  oder  einer  andern  der  dritten  Ordnung  und  über 
die  Partialcurven,  in  welche  dieselben  zerfallen  können,  und 
damit  vielleicht  einige  Resultate,  welche  weniger  bekannt 
sein  dürften. 

Die  drei  letzten  Kapitel,  die  sich,  wie  oben  gesagt,  un- 
mittelbar an  die  beiden  ersten,  vorzügHch  an  das  erste  an- 
schliesseu,  befinden  sich  einmal  schon  deshalb  am  Ende  des 
Buches,  weil  sie  die  letzte  Frucht  meiner  Studien  sind,  dann 
aber  und  ganz  besonders,  weil  den  sechs  ersten  das  gemein- 
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sam  ist,  dass  iu  ihnen  auf  die  Fälle  der  „Imaginarietät"  gar 
nicht  oder  nur  beiläufig  Rücksicht  genommen  wird,  während 
in  jenen  die  genauere  Erforschung  derselben,  vor  der  Hand 
an  den  Geraden^  welche  sich  auf  einer  Fläche  dritter  Ord- 
nung befinden,  in  den  Vordergrund  tritt.  Analytisch  ist 
dieser  Gegenstand,  so  viel  ich  weiss,  von  Herrn  Schläfli  im 
Quarterly  Journal  und  in  den  Philosophical  Transactions  und 
von  Herrn  F.  August  in  seiner  Inauguraldissertation  behan- 
delt worden.  Eine  genauere  Kenntnissnahme  der  in  den  eng- 
lischen Journalen  enthaltenen  Arbeiten,  wie  hier  des  Herrn 
Schläfli,  so  auch  in  andern  Fällen  der  Herren  Salmon  mid 
Cayley  ist  mir  nicht  möglich  gewesen;  Herrn  August's  Ab- 
handlung hinjjfesren  verdanke  ich  manche  Winke,  ich  kann 
wohl  sagen,  meine  ersten  klareren  Anschauungen  über  ima- 
ginäre geometrische  Gebilde. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  sich  dem  darbieten,  der  sich 
nach  synthetischer  Methode  mit  imaginären  Gebilden  be- 
schäftigt, sind  hinreichend  bekannt.  Man  hat  kein  Funda- 
ment, man  weiss  nicht  recht,  wie  man  sie  rein  geometrisch 
angreifen  soll.  Die  Idee  derselben  entstammt  der  analytischen 
Geometrie;  diese  hat  durch  sie  an  Allgemeinheit  der  Resul- 
tate gewonnen;  die  synthetische  Geometrie  naluu  das  Ge- 
schenk der  analytischen  Geometrie  an  und  erlangte  denselben 
Vortheil;  sie  wäre  auch  vollständig  gehemmt  und  einge- 
schränkt, wollte  sie  es  von  der  Hand  weisen.  Aber  vielleicht 
kann  sie  den  Gegenstand  annehmen,  das  Geschenk  zumck- 
weisen,  d.  h.  durch  sich  selber  zur  Idee  der  imaginären  Ge- 
bilde gelangen.  Zur  Zeit  scheinen  sich  mir  nun  doch  die 
meisten  Geometer  der  Ansicht  zuzuneigen,  dass  die  Idee  der 
imaginären  Gebilde  nur  durch  die  analytische  Geometrie  ge- 
schaffen werden  konnte.  Herr  Hesse  spricht  in  seinem  Nekro- 
loge auf  Jacob  Steiner  die  begründete  Vermuthung  aus,  dass 
die  zweite  Pause,  welche  Steiner  in  der  Reihe  seiner  zahl- 
reichen Veröffentlichungen  hat  eintreten  lassen,  diu'ch  den 
Kampf  mit  dem  Imaginären  in  der  Geometrie,  mit  (hesem 
Gespenste  in  der  Ebene  und  im  Räume,  wie  es  Steiner  zu 
nennen  liebte,  veranlasst  worden  ist.  Vielleicht  ist  Steiner 
als  S}Tithetiker  siegreich  aus  diesem  Kampfe  hervorgegangen ; 
irgendwie  scheint   er  für   sich   wenigstens    das    Terrain    auf 
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diesem  Gebiete  sicher  und  gangbar  gemacht  zu  haben;  glän- 
zende Entdeckungen  sind  ja  jener  zweiten  Unterbrechung 
gefolgt,  „welche  weit  über  die  Grenzen  hinaus  gehen,  die 
seine  Zeitgenossen  sich  gesteckt  haben  und  von  ihm  der  Nach- 
welt als  schwer  zu  lösende  Räthsel  hinterlassen  sind".  Aber 
zu  Tage  gekommen  ist  bis  jetzt  noch  nicht,  in  welcher  Weise 
er  den  Kampf  ausgefochten  hat;  vielleicht  ist  es  auch  ihm, 
unserm  Meister,  nicht  gelungen,  sich  auf  diesem  Gebiete  der 
Botmässigkeit  der  analytisclien  Geometrie  zu  entziehen,  und 
sein  Sieg  hat  darin  bestanden,  dieselbe  unbedingt  anzuer- 
kennen und  damit  das  Imaginäre  in  der  Geometrie  als  eine 
nur  durch  die  Analysis  zu  erlangende  mathematische  Vor- 
stellung. 

Ich  glaube  kaum,  dass  andere  Synthetiker  sich  bis  jetzt 
haben  auf  einen  unabhängigeren  Boden  steHen  können. 
Mag  es  sonst  der  synthetischen  Geometrie,  freilich  besonders 
in  der  Hand  Steiner's,  gelungen  sein,  ihrer  Rivalin  weit  vor- 
auszueilen und  ihr  die  Wege  der  Forschung  zu  weisen,  hier 
auf  dem  Gebiete  des  Imaginären  scheint  es  doch,  als  müss- 
ten  wir  uns  vor  der  letzteren  beugen  und  ,,die  grössere  All- 
gemeinheit ihrer  Grundlage"  einräumen. 

Herr  August,  welcher  seine  Arbeit  synthetisch  beginnt, 
setzt  sie  fast  ganz  analytisch  fort,  so  wie  er  sich  zu  den 
Betrachtungen  über  die  Imaginarietät  der  Geraden  der  Fläche 
dritter  Ordnung  wendet.  In  dem  Masse  mag  ich  doch  nicht 
in  das  Lager  der  analytischen  Geometrie  übergehen.  Den 
Grundstein  zu  meinen  Betrachtungen  und  freilich  auch  ein 
paar  einzelne  Sätze  will  und  muss  ich  ihr  entnehmen;  auf 
diesem  Grundsteine  suche  ich  aber  dann  ein  so  rein  synthe- 
tisches Gebäude  als  möglich  aufzuführen,  d.  h.  geometrisch 
aus  den  Sätzen,  die  das  Fundament  bilden,  eine  Reihe  von 
andern  Sätzen  abzuleiten,  welche  es  mit  bei  den  niedrigeren 
Curveu  und  Flächen  auftretenden  ,, imaginären  Erscheinimgen" 
zu  thun  haben  und  mir  für  die  an  den  Flächen  dritter  Ord- 
nung angestellten  Untersuchungen  erforderlich  sind.  Das 
geschieht  im  sechsten  Kapitel.  Manche  der  dort  behandelten 
Sätze  mögen  nicht  gerade  für  das  Folgende  unbedingt  noth- 
wendig  sein,  ergaben  sich  aber  im  Zusammenhange  und  sind 
vielleicht,    wenn   die  Darstellung  überhaupt    gefallen   sollte, 


VORREDE.  XI 

nicht  unwillkommen.  Es  kann  sein,  dass  die  von  mir  ge- 
lieferten syntlietisclien  Beweise,  da  die  Grundlage  nun  ein- 
mal doch  analytisch  ist,  nicht  grossen  Werth  haben,  dass 
die  meisten  Sätze  leichter  und  besser  durch  die  Analysis  dar- 
gethan  werden;  aber  einen  gewissen  Vorzug  scheinen  sie 
mir  doch  zu  haben,  den  wohl  jeder  rein  geometrische  Beweis 
besitzt,  dass  nämlich  im  Laufe  der  Untersuchung  selbst  manche 
interessanten  geometrischen  Wahrheiten  hervortreten,  welche 
bei  der  analytischen  Forschung  verhüllt  bleiben,  weil  nicht 
Alles  geometrisch  interpretirt  Avird.  Wenn  nichts  anderes 
erreicht  sein  sollte,  so  sind  doch  wenigstens  im  sechsten  Ka- 
pitel viele  imaginären  „Phänomene"  zusammengestellt,  welche 
man  bei  weiteren  Untersuchungen  —  mag  man  sie  nun  bes- 
ser durch  die  analytische  Geometrie  dargethan  glauben  oder 
mag  man  meinen  Gang  der  Untersuchung  und  meine  Be- 
weise adoptiren  —  jedenfalls  als  richtig  voraussetzen  und  als 
Handhaben  zur  Erschliessung  neuer  Phänomene  gebrauchen 
kann,  so  wie  sie  mir  ja  im  siebenten  und  achten  Kapitel  die 
imaginären  Eigenschaften  der  allgemeinen  Flächen  dritter 
Ordnung  und  derer  mit  Knotenpunkten  (welche  letzteren  ich 
besonders  als  Uebergangsflächen  zwischen  den  verschiedenen 
Gattungen  jener  dargestellt  habe)  hinsichtlich  ihrer  Geraden 
haben  erschliessen  helfen.  Durch  Ansammlung  vieler  solchen 
imaginären  Phänomene  wird  man  wohl  —  nach  Art  der  Na- 
turforschung —  in  die  Natur  des  Imaginären  in  der  Geo- 
metrie immer  tiefer  eindringen,  zu  allgemeineren  Anschau- 
ungen über  dasselbe  gelangen  und  sich  womöglich  doch  von 
der  Analysis  immer  freier  machen.  — 

Ich  habe  schon  oben  erwähnt,  dass  die  Wiederaufnahme 
meiner  Beschäftigung  mit  den  Flächen  dritter  Ordnung  durch 
ein  Preisausschreiben  der  Berliner  Akademie  der  Wissen- 
schaften veranlasst  worden  ist.  Der  Preis  aus  dem  Steiner- 
schen  Legate  für  synthetische  Geometrie  wurde  zum  ersten 
Male  ausgesetzt.  Meine  Untersuchungen,  wie  sie  jetzt  vor- 
liegen, sind  die  Umarbeitung  einer  Schrift,  welche  diesen 
Preis  am  Leibniztage  1866  zur  Hälfte  erhalten  hat.  Es  war 
die  Schrift  mit  dem  Motto:  Peut  donc  qui  voudra  etc.  und 
mit  demselben  Titel  wie  dieses  Buch.  (Man  sehe  den  Bericht 
über  die  öfiFentliche  Sitzung  der  Akademie  vom  5.  Juli  1866.) 
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Mit  grosser  Liberalität  hat  mir  die  Hohe  Akademie  mein 
Manuscript  wieder  aiil'  einige  Zeit  zur  Verfügung  gestellt  und 
den  Druck  gestattet.  Ich  fühle  mich  erpflichtet,  auch  an 
dieser  Stelle  ihr  meinen  Dank  dafür  aus7Aisprechen. 

Einige  Punkte  hatte  ich  aber,  als  ich  mein  Manuscript 
der  Akademie  übersandte ,  noch  unerledigt  lassen  müssen ; 
erst  als  ich  mich,  nach  längerer  Pause,  von  Neuem  in  den 
Gegenstand  vertiefte,  kam  ich  zur  grösseren  Klarheit  über 
die  conjugirten  imaginären  Geraden  auf  einer  Fläche  dritter 
Ordnung,  und  durch  Einführung  dieses  Begriffs  wurden  die 
Resultate  übersichtlicher  und  allgemeiner.  Es  musste  aber 
nun  das  erste  Kapitel  und  namentlich  der  Theil,  welcher 
über  die  zweite  Hteinersche  Erzeugungsweise  handelt,  ferner 
das  siebente  und  achte  imigearbeitet  werden;  auch  das  sechste 
hat  mehrere  Aenderungen  erfahren;  grösstentheils  dieselbe 
Gestalt  haben  die  übrigen  behalten.  Die  neuen  oder  wesent- 
lich geänderten  Nummern  habe  ich  im  luhaltsverzeichniss 
durch  ein  Sternchen  bezeichnet. 

Bromberg,  Juni  1867. 

Rudolf  Sturm. 
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Die  verschiedenen  bis  jetzt  aufgestellten  Erzeugungsweisen 

der   Flächen    dritter   Ordnung   und   der    Nachweis   der    27 

Geraden  einer  solchen  Fläche  bei  jeder  derselben. 

I. 
Die  erste  Steiuersche  Erzeiigungsart.*) 

1 .  E  s  s  e i  e  n  g  e g  e  1)  e  n  z  w  e  i  T  i' i  e  d  (; r  T'^^  u  n  d  7,03 ;  j  e d  e 
der  drei  Ebenen  des  erster en,  E^  E-  E^,  schneidet  die 
des  andern,  j&j  E.^  E.^,  in  3  Geraden,  so  dass  sicli  im 
Ganzen  9  Gerade   ergeben:  a\  a^^rtV,,  «^j  a-oU-.^,  a^^  0^,  <^^3- 

Die  beiden  Indices  zeigen   die  Ebenen  E  an,   deren  Schnitt 
die  betreffende  Gerade   ist.     Gerade   mit   demselben    untern   oder 
obern   Index   liegen    in    der   Ebene,    der    dieser    Index    zugehört. 
Folgendes  quadratis(;he  Schema  veranschaulicht  dies  am  besten: 
,1     .,1    .ii, 

(1)  a\  «3,  a\  -  E^ 


rt'j  rt'2  fl'3  —  E^ 

ö-j    «"2    '^';j  —  ^' 


xij        E^      Eo 

L  e  g  t  m  a  n  d  n  r  c  h  einen  b  e  I  i  e  b  i  g  e  n  P  u  n  k  t  P,  welcher 
a  u  f  k  e  i  n  e  r  d  e  r  9  G  e  r  a  d  e  n  liegt,  e  i  n  c  E  b  e  n  e ,  s  0  s  c  h  n  e  i  - 
det  sie  die  9  Geraden  in  9  Punkten,  durch  welche 
zuei    degenerirte   Curven   dritter    Ordnung**)   gehen. 


*)  Die  Steinersche  Abhandlung  über  Flächen  dritter  Ordnung  findet 
sich  im  Monatsbericht  der  Berliner  Academie  Jan.  1856  und  im  53.  Bande 
des  Journals  von  Crelle-Borchardt. 

**)  Curven  dritter  Ordnung,  ebene  wie  doppelt- gekrümmte, 
mögen  fernerhin  der  Kürze  halber  cubische  Curven,  sowie  die 
Flächen  dritter  Ordnung  cubische  Flächen  genannt  werden. 

Sturm,  Flachen  3.   Oicliuing-.  1 
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nämlicli  dio  hei  den  D  reis  eile,  in  denen  die  Ebene  die 
beiden  Trieder  dnrchsclineidet.  Die  9  Punkte  bestim- 
men demnach  nicht  vollständig  eine  cubische  Curve, 
sondern  durch  sie  geht  ein  Büschel  solcher  Cnrven. 
Wird  nun  P  noch  als  bestimmender  Punkt  hinzuge- 
nommen, so  wird  aus  dem  Büschel  eine  bestimmte 
Curve  ausgewählt.  Diese  Curve,  auf  allen  durch  P 
gehenden  Ebenen  c  o  n  s  1 1'  u  i  r  t ,  erzeugt  eine  Fläche 
dritter  Ordnung,  auf -der  dann  nothwendig  auch  die 
9  Geraden  und  der  Punkt  P  liegen. 

2.  Da  ist  zuerst  zu  beweisen,  dass  jede  duich  /'  gehende 
Gerade  /  von  den  erzeugenden  Curven  sämmtlicher  durch  sie  ge- 
legten Ebenen  ausser  in  P  in  denselben  zwei  Punkten  gelrofPeu 
wird.  Es  seien  L'  und  L"  zwei  durch  /  gelegte  Ebenen,  so  ist 
klar,  dass  die  Dreiseite,  welche  durch  den  Schnitt  der  beiden 
Ebenen  mit  E^  E-  E^  entstehen  und  rcsp.  zu  den  Curvonbüscheln 
dieser  beiden  Ebenen  gehören,  die  Gerade  /  in  denselben  drei 
Punkten  treden,  nämlich  in  (/,  E^),  (/,  I^),  (/,  E'^).  Dasselbe  gilt 
für  die  Dreiseite,  welche  durch  X'  und  L"  aus  E^  E.^  E.^  ausge- 
schnitten werden.  IMithin  haben  die  beiden  cubischon  Involutionen, 
in  denen  die  cubischen  Curvenbüschel  der  Ebenen  L'  und  L" 
der  Geraden  /  begegnen,  2  Punktentripel  gemein,  sind  also,  da 
jede  Involution  durch  2  Punktgruppen  bestimmt  ist,  identisch. 
Es  giebt  demnach  auf  l  nur  einmal  zwei  Punkte,  welche  mit  P 
zu  einem  Tripel  zusammengehören  und  durch  welche  die  durch 
P  gehenden  Curven  der  Büschel  auf  L'  und  L"  gehen  müssen. 
Mithin  trifft  die  Gerade  l  die  durch  P  gehende  Curve  des  Büschels 
der  Ebene  L'  in  denselben  zwei  Punkten,  in  denen  sie  die  durch 
P  gehende  Curve  des  Büschels  der  Ebene  L"  trifft.  Nun  ist  er- 
sichtlich, dass  sie  dort  auch  die  durch  P  gehende  Curve  des  Büschels 
jeder  andern  durch  sie  gelegten  Ebene  trifft.  Mithin  durchschneidet 
/  und  so  jede  andere  durch  P  gezogene  Gerade  den  durch  alle 
diese  Curven  erzeugten  Ort  in  3  Punkten. 

Eine  nicht  durch  P  gehende  Gerade  })  begegnet  offenbar  dem 
Orte  unserer  Curven  in  den  3  Punkten,  in  denen  sie  von  der 
erzeugenden  Curve  der  Ebene  [P,  p)  getroffen  wird.  Nehmen  wir 
an,  es  läge  auf  p  noch  irgend  ein  anderer  Punkt  des  betrachte- 
ten Orts,  der  von  der  erzeugenden  Curve  einer  andern  durcli  P 
gehenden  Ebene  6  herrührt,  so  müsste  er  doch  auf  der  Schnitt- 


I.  Die  erste  Steinersclie  Erzengunj^sart.  3 

geraden  X  der  El)cnen  (J-  und  (P,  p)  lieg(ui,  welche  durcli  P  geht, 
also  einer  der  drei  Punkte  sein,  in  denen  die  erzeugende  Curve 
der  Ehenc  (S  der  Geraden  l  hegegnet,  und  diese  drei  Punkte 
sind,  da  k  durch  P  geht,  mit  den  3  Punkten  identisch,  in  denen 
die  erzeugende  Curve  der  Khene  {P,  p)  die  Gerade  k  schneidet,  so 
dass  unser  auf  /)  liegender  Punkt  auch  auf  dieser  Curve  liegen, 
also  einer  der  drei  ohen  genannten  Punkte  sein  niuss.  Demnach 
muss  jede  erzeugende  Curve,  deren  Ehene  nicht  durch  p  geht, 
welche  aber  dieser  Geraden  hegegnet,  dies  in  einem  der  drei 
Punkte  thun,  in  denen  p  durch  die  erzeugende  Curve  der  Ehene 
(P,  p)  getrofl'en  wird.  Folglich  hegegnet  jede  Gerade  p  dem 
Orte  der  Curven  nur  in  3  Punkten;  dieser  Ort  ist  eine  cuhischc 
Fläche  F^. 

3.  Die  9  Geraden  a  liegen  auf  derselben;  man  kann  die- 
selhen  sechsmal  zu  je  dreien  zusammenstellen,  welche  gegen  ein- 
ander windschief  sind,  d.  h.  von  denen  keine  zwei  einander 
schneiden.  Es  sind  je  drei  solche,  von  denen  keine  zwei  in 
derselben  Horizontal-  oder  Verticalreihe  des  obigen  Schemas 
stehen;  also: 


l  a\  «'jö'l,  1  IV  rt' 


(2)  II  a\  a\  «1,  K  A  V  «1,  a\  a\  \   B. 

III  ö3j  a\,  h\  J  N\  a\  «2.,  ,,:»^  j 

Die  sechs  Tripel  zerfallen  in  zwei  Systeme  A  und  B\  kein 
Tripel  eines  Systems  hat  mit  einem  desselben  Systems  eine  Ge- 
rade gemein ,  jedoch  jedes  des  einen  Systems  mit  jedem  des 
andern.  .Jedes  Tri|)el  von  drei  gegen  einander  windschiefen  Ge- 
raden erzeugt  durch  alle  Geraden,  die  denselben  begegnen,  ein 
Hyperboloid  mit  einem  Fache*),  zu  dessen  einer  Schaar  jene  drei 
Geraden  gehören,  dessen  andere  Schaar  durch  alle  die  genannten 
schneidenden  gebildet  wird. 

Wir  haben  es  also  hier  mit  6  Hyperboloiden  zu  thim,  welche 
mit  der  Fläche  F^  je  drei  gegen  einander  windschiefe  Geraden 
/,  U  l-i  gemein  haben.  Jedes  derselben  durchschneidet  mithin  die 
Fläche  noch  in  einer  cubischen  Raumcurve  R"^.  Jede  Gerade 
des  Hyperboloids  trifft  die  cubische  Fläche  F^  und   demnach  die 


*)  Da  wir  es  iiu  Folgenden  grösstentheils  mit  solchen  Hyperboloi- 
den zu  tlum  haben,  so  mag  Hyperboloid  ohne  weitere  Benennung  stets 
ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache  bezeichnen. 

1* 
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vollständige  Schnitlcurve  dieser  und  des  Hyperboloids  dreimal. 
Jede  Gerade  der  Schaar  Zj  l,  l^  trifft  keine  dieser  drei  Geraden, 
folglich  muss  sie  R'^  dreimal  treffen.  Durch  jeden  Punkt  des 
Hyperboloids  geht  eine  solche  Gerade,  folglich  wird  von  jedem 
Punkte  des  Hyperboloids  die  Raumcurvc  R^  auf  eine  Ebene  in 
eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkte, 
d.  h.  in  ein  System  von  drei  in  einem  Punkte  zusammenlaufen- 
den Geraden  projicirt,  und  da  sie  von  jedem  Punkte  des  Hyper- 
boloids so  projicirt  wird,  muss  sie  seihst  aus  3  Geraden  m^yn^m.^ 
bestehen.  Diese  geliören  zu  der  andern  Schaar  des  Hyperboloids 
als  /j  l^^v  '•'^^  "^^  *^'^"  ^'''''''i'«^'!»  Avelcbe  allen  3  Geraden  l^  l^  l-^ 
begegnen.  Es  ist  nämlich  von  vornherein  klar,  dass  4  Gerade 
derselben  Schaar  eines  Hyperboloids  (welche  ,, die  hyper- 
boloidisclie  Lage  haben")  nicht  auf  einer  cubischen  Fläche 
liegen  können,  denn  alle  Geraden  der  andern  Schaar  träfen 
diese  4  Geraden,  schnitten  mithin  die  cubische  Fläche  viermal, 
lägen  also  auf  ihr;  das  Hyperboloid  wäre  demnach  ein  Theil  der 
cubischen  P  lache ;  doch  mit  cubischen  Flächen,  welche  in  Flächen 
niedrigerer  Ordnung  zerfallen,  wollen  wir  uns  natürlich  nicht  be- 
schäftigen. 

Also:  Das  Hyperboloid,  das  durch  drei  gegen  ein- 
ander windschiefe  G  eraden  einer  cubischen  Fläche  ge- 
legt ist,  schneidet  diese  noch  in  drei  ebenfalls  wind- 
schiefen Geraden,  welche  zur  andern  Schaar  des  Hyper- 
boloids gehören,  als  jene.    („Doppeldreihyperboloid".) 

Oder:  Von  allen  Geraden,  welche  dreien  windschie- 
fen Geraden  einer  cubischen  Fläche  begegnen  (und 
welche  auch  alle  windschief  gegen  einander  sind], 
liegen  drei  ganz  auf  der  cubischen  Fläche. 

Wir  wollen  nun  die  Geraden  einführen,  in  denen  die  aus 
den  G  Tripeln  hervorgehenden  Hyperboloide  die  cubische  Fläche 
noch  schneiden : 

I  Hyperboloid  H^  =  [a^j  ci^.y  o^ liefert  die  Geraden  g( g(' g(" 

„     g.iO-i'y-r 

-    g-i  gi'j-r 

»    gigi'fji" 

»     g-ö  9-^'  n-1" 

g^g^'gT- 

p]s  kommen    also   zu    den    9   Geraden    a  noch    18    Gerade  g,  die 


H 

H.,  =  [a^,  a\  a\-\ 

(3)  '"         • 

\^)    jy 

V 

H,  =  [aK,a\a\-] 

VI 

ff,  =  [a\a\cA^ 
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auf  der  ciibisclieii  Fläche  liegen,  hinzu,  so  dass  im  (ianzeii  jetzl 
27  Gerade  auf  dei-selhen  sich  ergeben  habeu.  Keine  der  Ge- 
raden fj  ist  mit  einer  Geraden  a  identisch,  ersichtlich  nicht  mit 
einer  der  Geraden  a,  aus  denen  sie  abgeleitet  ist,  aber  auch  mit 
keiner  andern,  weil  keine  Gerade  a  dreien  sich  nicht  schneiden- 
den Geraden  a  begegnet,  sondern  nur  zweimal  zwei  sich  schnei- 
denden. Dass  zwei  Gerade  g  mit  demselben  [ndex  zusammen- 
fallen, dass  also  eins  der  obigen  6  Hyperboloide  die  cubische 
Fläche  in  einer  einfachen  und  in  zwei  zusammenfallenden  Gera- 
den durchschneidet,  erkennt  man  leicht  als  eine  specielle  Lage, 
die  im  Allgemeinen  nicht  eintritt.  Wohl  aber  könnte  man  auch 
im  allgemeinen  Fall  es  für  möglich  halten,  dass  zwei  Gerade  g 
mit  verschiedenem  Index  identisch  sind.  Nehmen  wir  z.  B.  an, 
jr,'  und  g.^  wären  dieselbe  Gerade  g,  so  schnitte  diese  die  beiden 
sich  schneidenden  Geraden  «'j  und  a}^,  ginge  also  entweder  durch 
ihren  Schnittpunkt,  in  welchem  Falle  dieser  Punkt  ein  Knoten- 
punkt der  cubischen  Fläche  sein  niüsste,  da  drei  nicht  in  der- 
selben Ebene  liegende  Geraden  der  cubischen  Fläche  in  ihm 
zusannnenstossen,  also  nicht  blos  eine  Ebene  die  cubische  Fläche 
dort  berührt  —  doch  Flächen  mit  Knotenpunkten  betrachten 
wir  nicht  — ;  oder  die  Gerade  g  läge  in  der  Ebene  {a\  cr^), 
müssle  also,  da  mehr  als  3  Gerade  einer  Ebene  nicht  auf  einer 
cubischen  Fläche  liegen  können,  mit  «^j,  der  dritten  Geraden  der 
cubischen  Fläche  in  dieser  Ebene,  identisch  sein,  was  nach  dem 
Obigen  nicht  möglich  ist. 

Also  auf  der  allgemeinen  cubischen  Fläche  sind 
die  18  Geraden  g  von  den  Geraden  «  und  unter  ein- 
ander verschieden. 

4.  Jede  der  Geraden  g  muss  jedes  der  5  Hyperboloide,  aus 
denen  sie  nicht  hervorgegangen  ist,  in  zwei  Punkten  treuen,  d.  h. 
da  sie  eine  Gerade  der  cubischen  Fläche  ist,  sie  muss  zwei  der 
6  Geraden  treffen,  welche  das  Hyperboloid  mit  der  cubischen 
Fläche  gemein  hat. 

Betrachten  wir  die  Gerade  g^',  welche  diuch  das  Hyperboloid 
H^  geliefert  wird.  Welche  der  6  Geraden,  in  denen  das  eben- 
falls zum  Systeme  A  gehörige  Hyperboloid  H^  die  cubische  Fläche 
schneidet,  trifft  sie  ?  Diese  sechs  Geraden  sind  a^^  a\  «^3  g.y  g^'  g-^'- 
Keine  der  Geraden  «-j  a^.,  «'.^  wird  von  g{  getroffen,  denn  es  ist 
auch  wieder  leicht  einzusehen,  dass  keine  Gerade  g  eine   andere 
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Gerade  a  als  die  drei  des  Tripels  IreHeii  kaiin,  aus  dem  sie  her- 
vorgeht, ueiiii  nicht  ein  Kiiüteiipuiikt  entstehen  oder  g  mit  einer 
Geraden  a  identisch  sein  soll.  Also  nmss  g^'  zweien  der  o  Ge- 
raden j/2'  g,'  öi"  Ijegegnen.  Diese  hahen  wir  noch  nicht  von 
einander  unterschieden ;  wir  nehmen  an,  dass  sie  den  heiden  he- 
gegne,  welche  nicht  denselhen  Accent  hahen  wie  sie,  also  den 
Geraden  g.!'  g.^" .  Die  Gerade  j/,"  muss  nun  auch  zweien  der 
3  Geraden  g.,  hegegnen.  Wir  nehmen  au,  sie  trelFe  dieselhen 
heiden  Geraden  g.^'  g.l"  wie  //,';  da  nun  g^"  auch  zweien  der 
drei  Geraden  j/,,  hegcgnet,  so  muss  sie,  wenn  nicht  auch  wieder 
dieselhen  heiden,  doch  wenigstens  eine  derselhen  trellen;  et- 
wa die  g.j' .  Dann  träfen  die  drei  Geraden  g(  g^'  g^"  alle  die 
Gerade  </.,"  und  zwar,  da  sie  gegen  einander  windschief  sind,  in 
3  verschiedenen  Punkten,  also  läge  g.^'  auf  dem  Ilyperholoide  //, 
und  gehörte  zur  Schaar  a'j  a-.,  (i^.^,  folglich  hätten  die  4  Gei'aden 
der  cuhischen  Fläche  rt\  «^j  '^^  u"  ^^i''  hyperboloidische  Lage, 
was  nicht  möglich.  Wir  sehen  also,  dass  nur  folgendes  Arrange- 
ment möglich  ist:. 

g(  trifft  g.^'  und  g^"  und  ebenso  ^3"  und  g.^", 
(■i)  öi'     "     92      "     9-1"     "         "        9i      "     9i" 

tu  ff/  f  ff 

9i        "     9-2       "      9-i        "  "        J/:i       "      9s  ■ 

Wie  wir  diejenigen  beiden  Geraden  g.,,  welche  von  (/,'  ge- 
troffen werden,  mit  ^2 '  und  g^'"  bezeichnet  hahen,  so  bezeichnen 
wir  die  beiden  Geraden  g^,  die  von  ^,'  getrolfen  werden,  auch 
mit  5^;j"  und  g/".  Dann  ist  klar,  dass  g^"  die  Gerade  ^.,  trillt 
und  eine  der  beiden  Geraden  g.^"  und  g.,'" ;  wir  haben  diese  noch 
nicht  unterschieden,  wir  nennen  diejenige,  welche  von  ^j"  getrof- 
fen wird,  </./";  ebenso  trifft  ^j"  die  Gerade  g.^'  und  eine  der  Ge- 
raden g./  und  g.j"';  wir  nennen  die  getroffene  g/'.  Dass  nun 
gr/"  die  Geraden  g^'  ^9 '  93  9^  triö"t,  ist  dann  eine  nothw endige 
Folge  des  Resultats,  dass  keine  der  3  Geraden  g^  denselben  zwei 
der  Geraden  g.^  oder  r/3  begegnen  kann. 

Aus  der  Tabelle  (4)  geht  hervor,  dass  man  die  Indices  1,  2, 
3  unter  einander  vertauschen  kann,  denn  dass  z.  B.  g^  die  Ge- 
raden gfj"  und  g{"  (und  in  Folge  dessen  g{  nicht)  trifft,  zeigt 
die  Tabelle  selbst;  träfe  ^,'  die  Gerade  g^,  so  müssten  in  ihrer 
Ebene  auch  ^,"  und  g("  liegen,  da  jene  beiden  von  diesen  bei- 
den   getroflen   werden;    das   ist   aber    nicht   möglich.     Also   muss 
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g^'  die  Geraden  g-^'  und  </./"  Irellen.  Eine  ähnliche  Tabelle  lässt 
sich  für  die  Geraden  y  mit  den  Indices  4,  5,  6  aufstellen. 

Also  jede  Gerade  y,  die  einen  der  Indices  1,  2,  3 
(oder  4,  5,  6]  ha  t,  schneidet  von  den  ühi-iyen  Geraden  <j, 
die  einen  d  i  e  s  e  r  1  n  d  i  c  e  s  h  a  h  e  n ,  4  u  n  d  z  w  a  i'  d  i  e ,  ^\  e  l  c  h  e 
niit  ihr  weder  im  Accent  noch  im  Index  ühercinstini- 
m  e  n ,  und  unter  diesen  schneiden  sich  aus  d  e  m  s  e  I  h  e  n 
Grunde  zweimal  je  zwei. 

Z,  J>.  fj.^'   triirt   ij{  <j("  fj-l  (j.r ,    von   diesen    schneiden    sich 

f/(  Hi'i  9y"  9-1 '■>  *^^*^'"  U:'"  ^'''''t  0\  ö\  9fi  On''  ^o»  diesen  schneiden 
sich  g{  g^\  gl'  g^. 

Untersuchen  wir  nun,  in  welchen  2  l*unkten  die  Gerade  g^', 
die  sich  aus  dem  Hyperboloide  H^  des  Systems  A  ergiebt,  ein 
Hyperboloid  des  Systems  B  z.  B.  //,  trifft,  oder  welche  der 
6  Geraden  a^^  «^.^  ^'■^CVx  'ji'  üx"  ^on  gr/  geschnitten  wird.  Offen- 
bar wird  rt'^2  geschnitten,  denn  diese  Gerade  gehört  zu  dem  Trij)el, 
welches  uns  die  Gerade  g{  geliefert  hat;  aber  nicht  «'.j  und  «'^  ; 
also  muss  g(  noch  eine  der  3  Geraden  ^4  schneiden.  Uebcr  das 
Positionsverhältniss  der  Geraden  g^  g-^  g^.  zu  den  Geraden  g^  g^  g.^ 
ist  noch  nichts  festgestellt;  also  nehmen  wir  au,  dass  diejenige 
der  3  Geraden  g^,  welche  von  g{  getroffen  wird,  g^  sei,  die  mit 
demselben  Accent.  g^'  muss  ebenso  je  eine  der  Geraden  g.^  und 
^^  treffen;  da  nun  r/,'  die  4  Geraden  g^'  g-"'  g^'  g^"  schneidet, 
so  kaim  g^'  keine  dieser  treffen;  denn  träfe  sie  z.  B.  g^',  so  läge 
sie  mit  g{  und  g-"  in  derselben  Ebene,  wäre  also  identisch  mit 
gl".  Also  trifft  gl  die  Geraden  gl  und  gl,  folglich  ebenfalls  die 
mit  demselben  Accent. 

Kann  gl'  dieselben  Geraden  g^  ^-  ^/^  treffen,  welche  gl  trilft, 
also  z.  B.  gl''.  Die  beiden  Hyperboloide  H^  und  H^  haben  eine 
Generatrix  a"^.^  gemein,  also  noch  eine  cubische  Raumcurve,  die 
von  jeder  Generatrix  jedes  der  beiden  Hyperboloide  aus  der 
Schaar  a-^  zweimal,  von  jeder  andern,  also  auch  von  den  Geraden 
g^  und  g^  einmal  getroffen  Avird.  Träfen  gl  und  gl'  beide  gl, 
und  das  müsste,  da  gl  und  gl'  windschief  sind,  in  getrennten 
Punkten  geschehen,  so  müsste  es  doch  auf  der  Sclmittcurve  von 
/Tj  und  Hj^  geschehen,  aber  nicht  auf  a^.^  —  weil  sonst  da  je  3 
Gerade  der  cubischen  Fläche,  die  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
zusammenkämen,  also  ein  Knotenpunkt  entstände  — ,  mithin  auf 
der  cubischen  Raumcurve;  diese  würde  demnach  von ^/  zweimal 
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getroflen,  was  dem  obigen  Resultate  widerspricht;  also  kann  g^' 
iiiclit  gl,  g-'  oder  g^'  treffen,  folgPich  je  eine  der  beiden  übrigen. 
Da  wir  noch  nichts  festgesetzt  haben  über  die  Lage  der  Geraden 
ö\  üb  ffa  "i''^  ^^^^  Accenten  2  und  3  zu  den  Geraden  //,  g.,  g^  mit 
diesen  Accenten,  so  nehmen  wir  nun  an,  g^'  Irell'e  g^',  dann 
folgt  wie  oben,  dass  sie  auch  g^'  und  g^'  trilft.  Nothwendig 
muss  niHi  gi"  die  Geraden  g^",  g^",  g^"  treffen.  Ebenso  niuss 
j/j',  weil  es  g^  trilft,  auch  g.^,  g.^  treffen;  dasselbe  gilt  für  g^, 
g^.  Ferner  trilft  jede  der  3  Geraden  gl'  gl'  On" >  ^^♦^i'  ^'^  9i" 
trifft,  auch  gl'  und  gl' ,  und  endlich  niuss  jede  der  3  Geraden 
gl"  gl"  gl"  ^^'^  Geraden  g.,"',  gl"  schneiden,  weil  sie  gl"  schneidet. 

Also  jede  Gerade  g,  die  den  Index  1,  2,  3  hat,  trifft 
jede  Gerade  g,  die  den  Index  4,  5,  6  hat  und  ebenso 
accentuirt  ist  wie  jene. 

Folglich  liegen  je  die  G  Geraden  g  mit  demselben 
Accent  auf  einem  Hyperboloide;  die  drei  mit  den  In- 
dices  1,  2,  3  gehören  zu  der  einen  Scbaar,  die  mit  den 
Indices  4,  5,  6  zur  andern. 

Nun   können   wir   schon   einsehen,    dass  jede   der  gefun- 
den e  n  27  G  e  r  a  d  e  n  d  e  r  c  u  b  i  s  c  h  e  n  F 1  ä  c  h  e  v  o  n  10  a  n  d  e  r  n 
geschnitten    wird,    von    denen    fünfmal    je   zwei    sich 
wieder  schneiden,  also  mit  jener  ein  Dreieck  bilden. 
Z.  B.  die  Gerade  a^^  ^^'''^'  geschnitten  von: 

a\,  a^2>  «^1  «'2!  g-i  gG'  g-z'  g%''^  g-l"  g^  {^^^  sich  schnei- 
denden sind  zusammengestellt). 

Ebenso  gl'  wird  geschnitten  von: 

«3,  gl'\  a\gl';  a'^^gl'',  gl  gl";  gl"  gl- 

Es  giebt  nicht  mehr  als  27  Gerade  auf  der  all- 
gemeinen cubi sehen  Fläche.  Nach  den  vorhergehenden  Be- 
trachtungen sind  die  bisher  gefundenen  27  Geraden  so  arrangirl, 
dass  die  dritte  in  der  Ebene  je  zweier  sich  schneidenden  von 
ihnen  auch  zu  ihnen  gehört.  Wäre  also  Q  eine  28.  Gerade  der 
cubischen  Fläche,  so  träfe  sie  in  jedem  der  drei  Dreiecke  «\  «^2^'^3> 
rt^i  «'^2  f^^z'  «^  «^2  "^3'  ^^^  J3  ^^'^  vollständigen  Schnitt  ihrer 
Ebene  mit  der  cubischen  Fläche  bilden,  eine  Seite,  und  da  sie 
nicht  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  zweier  sich  schneidenden  von 
den  9  Seiten  sein  kann,  so  muss  sie  3  windschiefe  treffen,  also 
eins  von  den  6  Tripeln  der  Tabelle  (2),  mithin  auf  dem  betref- 
fenden  Hyperboloide    liegen,   also   eine    der  3   übrigen  Geraden 


II.    Die  zweite  Steiuersche  Erzeugungsart.  9 

sein,  lue  dieses  mit  der  cubischen  Fläche  gemein  hat,  d.  h.  eine 
der  18  Geraden  g. 

n. 

Die  zweite  Steiuersche  Erzeuguugsart. 

5.  Es  sei  gegeben  ein  Pläclienbüschel  2.  Ordnung 
B  [F')  mit  der  G  r  u  n  d  c  u  r  v  e  i? '  und  ein  Ebenen  b  ii  sehe! 
B  [E)  mit  der  Axe  A,  welche  projectivisch  aufeinan- 
der bezogen  sind.  Die  Durchschnittscurven  der  ent- 
spjech enden  Elemente  der  beiden  Büschel  erzeugen 
eine  Fläche  dritter  Ordnung  F'^.  Denn  der  Durchschnitt 
der  erzeugten  Fläche  mit  einer  beliebigen  Ebene  ^Yird  oirenbar 
das  Erzeugniss  der  Durchschnittspunkle  der  entsprechenden  JlIc- 
mente  des  Kegelschnittbiischels  und  des  Strahlbüschels  sein,  in 
denen  die  Ebene  das  Flächenbüschel  und  das  Ebenenbüschel 
durchschneidet,  also  nach  Herrn  Chasles  eine  Gurvc  3.  Ordnung, 
welche  auch  die  4  Grundpunkte  des  Kegelschnittbüschels  und  den 
des  Sirahlbüschels  enthält.  Mithin  wird  die  erzeugte  Fläche 
durch  jede  Ebene  in  einer  cubischen  Gurve  geschnitten,  folglich 
ist  sie  eine  cu bische  Fläche,  und  da  jene  5  Grundpunkte  die 
Durchschnitte  der  Transversalebene  mit  der  Grundcurve  des 
Flächenbüschels  und  der  Axe  des  Ebenenbüschels  sind,  so  liegen 
diese  beiden  auf  der  cubischen  Fläche. 

Jede  durch  die  Axe  A  gelegte  Ebene  schneidet  aus  der  cu- 
bischen Fläche  noch  einen  Kegelschnitt  aus,  nämlich  den,  in  wel- 
chem sie  als  Ebene  des  Büschels  B  {E)  ihrer  entsprechenden  Fläche 
begegnet.  Da  die  beiden  Punkte,  in  denen  ein  erzeugender  Kegel- 
schnitt der  Axe  A  begegnet,  die  Punkte  sind,  in  denen  die 
Fläche  2.  Ordnung  des  Büschels  5  [F^],  von  welcher  der  Kegel- 
schnitt herrührt,  diese  Axe  trifft,  so  bilden  alle  diese  Punkten- 
paare aufweine  Involution. 

6.  Sehr  wichtig  ist  es  nun  zu  untersuchen,  wie  viele  der 
durch  J  gehenden  Ebenen  die  cubische  P'läche  in  einem  Geraden- 
paare schneiden,  also  wie  oft  eine  Ebene  des  Büschels  B  [E) 
ihre  entsprechende  Fläche  im  Büschel  B  {F^)  berührt. 

Es  sei  7}i  ein  Punkt  der  Axe  A;  seine  Polarebenen  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  des  Büschels  B  {F"^)  bilden  um  die  conjugirtc 
Polare  tc  des  Punktes  m  ein  dem  Flächenbüschel  B  {F-)  projec- 
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tivisches  Ebenenbüschel ;  in  den  Punkten  der  Schnillcurve  einer 
solchen  Ebene  mit  der  entsprechenden  Fhiche,  d.  h.  mit  der,  in 
lieziig  aui'  \\elche  sie  I'ohirebene  von  m  ist,  wird  diese  Eläclie 
von  ihren  durch  den  Punkt  m  },^ehenden  Tangentenebenen  berührt. 
Diese  Schniltcurven,  als  Durchschnitte  der  entsprechenden  Ele- 
mente eines  Flächenbüschcls  2.  Ordnung  und  eines  Ehenen]>ü- 
scliels,  erzeugen  nach  Nr.  5  eine  cuhische  Fläche  S'^.  Diese  ist 
also  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  von  m  an  alle  Flächen 
des  Büschels  gelegten  Tangenlenebenen;  sie  enthält  auch  die  Ge- 
rade 7t,  die  Axe  des  erzeugenden  Ebenenhüschels. 

Die  reciproken  Polaren  der  Axe  Ä  in  Bezug  auf  «lie  Flächen 
des  Büschels  B  [F'')  bilden  bekaiuillich  die  (Jcraden  der  einen 
Schaar  eines  Hyperboloids,  dessen  andere  Schaar  durch  die  con- 
jugirten  Polaren  der  Punkte  von  A  in  Bezug  auf  das  Büschel  B  [F"^) 
gebildet  wird.  Dieses  Hyperboloid  H^  enthält  also  auch  die 
Gerade  n,  mithin  haben  die  beiden  Flächen  S'^  und  H,  noch 
eine  Haumcurve  5.  Ordnung  R^  gemein.  Durch  jeden  Punkt  dieser 
Curve  geht,  weil  er  aul'  H^  liegt,  die  reciproke  l*olare  der  Axe  A 
in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  F^^  des  Büschels,  also  natür- 
lich auch  die  Polarebene  von  m  in  Bezug  auf  diese  Fläche;  da 
er  aber  auch  auf  S'  liegt,  so  befindet  er  sich  auf  einer  Fläche 
des  Büschels  und  auf  der  Polarebene  von  m  in  Bezug  auf  die- 
selbe; nun  wissen  wir  schon,  dass  er  auf  der  Polarebene  von  m 
in  Bezug  auf  F^-  liegt,  also  liegt  er  auf  F^-  selbst,  ist  mithin 
einer  der  beiden  Punkte,  in  denen  Ff  von  der  reciproken  Polare 
der  Axe  .J  in  Bezug  auf  F/- getroffen  wird,  also  der  Berührungs- 
punkt einer  der  beiden  von  A  an  F,-  gelegten  Tangentenebenen. 
Umgekehrt  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  Berührungspunkt  jeder 
von  A  an  eine  Fläche  des  Büschels  gelegten  Tangentenebene  auf 
dem  Durchschnitt  von  S'^  und  H^  liegen  niuss,  freilich  nicht 
auf  n,  denn  diese  ändert  sich  mit  dem  Punkte  m,  also  auf  R^, 
welche  festbleibt,  wenn  der  Punkt  m  und  die  Fläche  S^  sich  än- 
dert, und  mit  der  Grundcurve  R^  die  Grundcurve  des  von  den 
allen  Punkten  der  Geraden  A  zugehörigen  Flächen  S^  gebildeten 
Büschels  zusammensetzt.  Auf  der  Curve  R'"  müssen  wir  also 
auch  die  Schnittpunkte  (Mittelpunkte)  der  gesuchten  Geradenpaare 
aufsuchen. 

Das  Polarebenenbüschel  eines  zweiten  Punktes  m'  auf  A  in 
Bezug   auf  die  Flächen   von  B  [F-)  —  seine  Axe  tt',    die    conju- 
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girte  Polare  von  m'  in  Bezug  auf  B  {F^),  liegt  ersichllicli  auf 
ffi  —  ist  auch  dem  Fläclienbüscliel  B  {F"^)  und  mithin  auch  dem 
Ehenenbüschel  B  [E]  projectivisch.  Die  beiden  Ehenenbüschei 
erzeugen  ein  Hyperboloid  H.,,  welches  die  Axen  n'  und  A  der 
erzeugenden  Büschel  enthalt,  so  dass  die  beiden  Hyperboloide 
H^  und  //.,  ausser  der  tieraden  n'  noch  eine  cubische  Baum- 
curve  R^  gemein  haben.  Diese  Baumcurve  R'^  ist  der  Ort 
der  Puidite,  hi  deren  jedem  die  reciprnke  Polare  der  Geraden  A 
in  Bezug  auf  eine  Fläche  aus  B  {F')  von  der  dieser  Fläche  ent- 
sprechenden Ebene  aus  B  [E]  getroffen  wird.  Schneidet  nun  eine 
Ebene  E^  aus  B  [E)  ihre  entsprechende  Fläche  F('  in  einem  Ge- 
radenpaare, so  berlihrt  sie  dieselbe  im  Mittelpunkte  des  Geraden- 
paares und  triirt  dorl  die  reciproke  Polare  von  A,  durch  welche 
ja  E^  geht,  in  Bezug  auf  F^-.  Also  müssen  wir  die  Mittelpunkte 
unserer  Geradenpaare  auch  auf  R'^  suchen.  Es  IVagt  sich  mm, 
in  wie  viel  Punkten  I^'  und  R^  einander  begegnen,  und  ob  alle 
diese  Begegnungspunkle  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  in  ihnen 
eine  Fläche  des  Büschels  B  [F'^)  von  der  entsprechenden  Ebene 
aus  B  [E)  berührt  wird. 

Die  drei  Flächen  S'\  /T, ,  H.,  haben  12  gemeinsame  Punkte; 
diese  werden  erstens  die  Schnittpunkte  von  n'  und  R^,  zweitens 
die  Schnittpunkte  von  n  und  R"^  und  drittens  die  von  R'''  und  R^ 
sein.  Einen  Schniüpunkt  von  n  und  n'  giebt  es  nicht,  da  diese 
beiden  Geraden  zu  derselben  Schaar  von  H^  gehören.  Alle  Ge- 
raden des  Hyperboloids  i^j ,  welche  conjugirte  Polaren  sind, 
schneiden  n  nicht;  da  sie  nun  S"^  und  damit  deren  Schniltcurve 
[n,  R^)  mit  H^  dreimal  tred'en  müssen,  so  begegnen  sie  R^  drei- 
mal, also  auch  %'  trllTt  Ä^  dreimal.  Die  Gerade  n'  bildet  mit 
i?3  den  Durchschnitt  zweier  Hyperboloide  H\  und  H.,,  also  trifft 
sie  R"^  zweimal;  mithin  trifft  auch  n,  welche  auf  H^  zu  dersel- 
ben Schaar  gehört  wie  n',  die  Curve  R^  zweimal.  Die  Anzahl 
der  Punkte  der  ersten  und  zweiten  Art  beträgt  mithin  5,  es 
müssen  demnach  7  Schnittpunkte  von  R^  und  R^  sein.  Zu 
diesen  7  Schnittpunkten  gehören  aber  auch  die  beiden  Asymptoten- 
puid\te  der  Involution,  welche  durch  das  Flächenbüschel  B  {F^) 
in  die  Axe  A  eingeschnitten  wird.  Die  beiden  Punkte  liegen  in 
der  That  auf  allen  drei  Flächen:  auf  B.y,  weil  die  ganze  Gerade  A 
auf  dieser  liegt,  auf  ff^  und  S^  oder  besser  gleich  auf  R^,  weil 
ja  offenbar  die  Tangentenebene  T^,  jedes  der  beiden  Asymptoten- 
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punkte  an  die  Fläche  F^^'^  des  Büschels,  welche  in  ihm  die  Ge- 
rade Ä  herührt,  durch  Ä  geht.  Auf  n'  liegen  ersichtlich  die 
heiden  Punkte  nicht,  also  sind  sie  Begegnungspunkle  von  R^ 
und  R^ ,  aber  keineswegs  ist  es  nothwendig,  dass  die  Tangenten- 
ebene r„  auch  die  der  Fläche  F^^'^  des  Büschels  entsprechende 
im  Büschel  B  [E]  sei. 

Folglich  bleiben  nur  5  Punkte  übrig,  für  welche  dies  der 
Fall  ist. 

Also  von  den  durch  A  gehenden  Ebenen  schneiden 
l'ünf  die  cu bische  Fläche  in  einem  Geradenpaare. 

7.  Da  nun  jede  auf  der  cubischen  Fläche  hegende  Gerade, 
die  einer  andern  solchen  Geraden  begegnet,  in  der  durch  beide 
gebildeten  Ebene  eine  dritte  nach  sich  zieht,  so  ist  klar,  dass 
keine  weitere  Gerade  der  cubischen  Fläche  als  die  10  der  fünf 
Geradenpaare  die  Gerade  A  trifft.  Da  ferner  jede  auf  der  cubi- 
schen Fläche  hegende  Gerade  nothwendig  dem  vollständigen  Schnitt 
einer  Ebene  mit  der  Fläche  einmal  begegnen  muss,  so  müssen 
alle  etwa  noch  ausser  den  schon  gefundenen  11  Geraden  auf  der 
cubischen  Fläche  existirenden  Geraden  allen  erzeugenden  Kegel- 
schnitten, also  auch  jedem  der  5  Geradenpaare  einmal  begegnen. 

Es  seien  S'  S"  S"'  S^^'  4  der  erzeugenden  Kegelschnitte; 
sie  haben  im  Allgemeinen  keine  Punkte  gemein;  diese  müssten 
auf  der  allen  ihren  Ebenen  gemeinschaftlichen  Schnittlinie  A 
liegen,  und  diese  wird  ja  von  den  erzeugenden  Kegelschnitte  in 
einer  Involution  geschnitten,  deren  Punktenpaare  im  Allgemeinen 
keinen  Punkt  gemein  haben.  Giebt  es  also  Gerade,  welche  den 
4  Kegelschnitten  begegnen,  so  muss  das  in  getrennten  Punkten 
geschehen;  solche  Geraden  treffen  demnach  die  cubische  Fläche 
viermal,  liegen  mithin  auf  ihr  und  treffen  jeden  der  übrigen  erzeu- 
genden Kegelschnitte  einmal. 

Alle  Geraden,  welche  den  drei  beUebigen  Geraden  p  p"  ji ' 
begegnen,  erzeugen  ein  Hyperboloid;  dies  wird  von  dem  Kegel- 
schnitt S'  viermal  getroffen,  und  zwar  im  Allgemeinen  in  Punk- 
ten, welche  verschiedenen  Generatricen  des  Hyperboloids  ange- 
hören; also  giebt  es  4  Gerade,  welche  p'  p"  p'"  S'  treffen,  oder 
von  den  Geraden,  welche  p'  p"  S'  treffen,  begegnen  4  der  belie- 
bigen Geraden  />'",  mithin  erzeugen  die  Geraden,  welche  p' p"  S' 
treffen,  eine  Regelfläche  4.  Ordnung;  diese  wird  von  S"  in  8  Punk- 
ten getroffen,  welche  wieder  im  Allgemeinen  verschiedenen  Gene- 
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ralricen  der  Regelfläclie  angehören;  mithin  trilTt  die  Regelfläche, 
weiche  von  den  Geraden  gebildet  wird,  welche  p  S'  S"  begeg- 
nen, die  beliebige  Gerade  p"  achtmal,  also  ist  sie  8.  Ordnung 
und  wird  von  S'"  sechzehnmal  getroffen,  woraus  sich  ergiebt, 
dass  das  Erzeugniss  der  Geraden,  welche  den  3  Kegelschnitten 
S'  S"  S"'  begegnen,  eine  Regelllächc  16.  Ordnung  ist.  In  dem 
speciellen  Falle,  wie  es  der  unserige  ist,  in  dem  jeder  der  3  Ke- 
gelschnitte der  Geraden  A  zweimal  begegnet,  ist  diese  Gerade  eine 
achtfache  Generatrix  der  Regelfläche  16.  Ordnung.  Denn  es  seien 
et' ß',  a"  ß",  cc'"  ß"'  die  drei  Schnittpunkten])aare,  so  fallen  die 
8  Generatricen  «'«"«",  a'a"  ß",  a'ß"a'",  a'  ß"  ß"\  ß'  a"  a'", 
ß'tt'ß'",  ß'ß"ct"',  ß'  ß"  ß'"  alle  in  die  Gerade  A.  (Auch  die 
3  Kegelschnitte  S'  S"  S'"  sind  vierfache  Curven  auf  der  Regel- 
fläche.) .\lso  ausser  in  den  beiden  Punkten  von  S^^\  welche  auf 
A  liegen  und  deren  jeder  achtfach  zu  rechnen  ist,  wird  S^^  von 
der  Regelfläche  noch  sechzehnnial  getroflen,  oder  S^^  wird  von 
der  Curve  8.  Ordnung,  welche  die  Ebene  von  S^^'  aus  der  Regel- 
fläche ausser  der  achtfachen  Generatrix  A  ausschneidet,  sechzehn- 
mal getroflen.  Daraus  schliessen  wir,  dass  es  ausser  der  Ge- 
raden A,  die  jeden  der  4  Kegelschnitte  S'  S"  S'"  S^^' 
zweimal  trifft,  16  Geraden  giebt,  welche  jeden  ein- 
mal treffen  und  in  Folge  dessen  auf  der  cubischen 
Fläche  liegen  und  auch  jedem  andern  der  erzeugen- 
den Kegelschnitte  einmal  begegnen.  Da  wir  nun  oben 
gefunden  haben,  dass  jede  Gerade,  die  ausser  den  11  früher  ge- 
fundenen auf  der  cubischen  Fläche  liegt,  jedem  der  erzeugenden 
Kegelschnitte  begegnen  muss,  so  leuchtet  ein,  dass  es  ausser 
den  bis  jetzt  gefundenen  27  Geraden  keine  andern 
auf  der  Fläche  3.  Ordnung  geben  kann. 

8.  Jede  der  in  der  vorigen  Nummer  gefundenen  16  Geraden 
trifft  nun  auch  jedes  der  5  Geradenpaare,  welche  A  begegnen, 
einmal,  also  aus  jedem  Geradenpaare  je  eine  Gerade.  Die  5  ge- 
trolTenen  Geraden  sind  oflenbar  windschief  gegen  einander. 

Die  5  Geradenpaare  seien  a  a",  h'h",  c'  c",  d' d",  e'  e". 
Schon  4  der  Geradenpaare  werden  uns  das  Arrangement  der  Ge- 
raden geben ;  wir  nehmen  dazu  die  4  ersten  a  a  ,  h'  b",  c'c",  d'  d". 
Aus  diesen  8  Geraden  können  Avir  16  Gruppen  von  je  4  sich  nicht 
schneidenden  Geraden  bilden  (je  eine  aus  jedem  Paare),  nänilich: 
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d'        d"  d"       d'  d'        d"  d'      d" . 

Jede  Gerade,  die  die  4  Geradon  ciiicr  (inipiic  Irifll,  Irirn 
die  Oliorfläclie  3.  Ordming  viermal,  liegt  auf  ihr,  Nim  giohl  es 
al)Pr  l)oi  einer  Grnjtpc  von  4  «ind-seliiefen  Geraden  stets  2  Ge- 
rade, die  alle  vier  IrcUcn ;  bei  nnserrn  Grnppen  ist  die  eine 
stets  Ä,  also  die  16  andern  sind  imsere  16  Geraden;  wir  wollen 
diese  16  Geraden  der  Reihe  nach,  wie  sie  zn  den  ehen  aufge- 
stellten Gruppen  gehören,  d.  h.  deren  Geraden  treffen,  hezeich- 
nen  mit  ;•,'(),',  r/p./,  r./p./,  p///,  t-^'  q{,  r^'  Qo',  r.^' q^',  p/'r,". 
Da  jede  durch  2  sich  schneidende  Geraden  der  cuhischen  Fläche 
gelegte  Ebene  noch  eine  dritte  Gerade  aus  der  Fläche  ausschnei- 
det, so  werden  von  den  ><  Geraden,  welche  eine  der  10  Geraden 
o,  b,  c,  d,  e  frefTen,  viermal  je  zwei  einander  schneiden.  Da 
aber  zwei  sich  schneidende  Geraden  der  Fläche  nur  von  einer 
einzigen  Geraden  derselben  zugleich  getroflen  werden,  so  können 
die  beiden  Gruppen,  aus  denen  sie  hervorgehen,  nur  eine  ein- 
zige Gerade  gemein  haben.  Wollen  wir  also  z.  B.  die  Geraden 
haben,  welche  a  begegnen,  so  sind  es  die,  deren  Gruppen  a 
enthalten;  es  sind  ersichtlich  die  8  ersten,  die  schneidenden  un- 
ter diesen  sind  die,  deren  Gruppen  nur  d  gemein  haben  und  in 
der  Tabelle  (5)  schon  zusammengestellt  sind,  also  r^  q^,  r^  q^, 
^:}'  Q-\'  ^\  QÄ-  Ebenso  sind  sclion  erkenntlich  die  Paare  der 
Schneidenden,  welche«"  treffen;  es  sind  r^"  q/\  r.^' q",  r.^'  q.^', 
>'\"  Q\"- 

Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum,  die  Gerade  e'  oder  c", 
die  von  jeder  der  16  Geraden  (rp)  getroffen  wird,  zu  bestimmen. 
Welclie  der  beiden  Geraden  c'  oder  e"  einer  willkürlich  heraus- 
gegriffenen der  16  Geraden,  z.  D.  der  r/,  als  getrofl'ene  zuer- 
Iheilt  wird,  ist  noch  beliebig,  da  noch  bis  jetzt  kein  Unterschied 
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zwischen  ihnen  slatnirt  ist.  Nehme  icli  aher  nnn  an,  die  von  r,' 
getroffene  sei  c' ,  so  isl  jeder  der  ührigen  15  Geraden  ganz  bestimnil 
eine  der  beiden  Geraden  e'  oder  c"  zugewiesen.  Es  ist  klar, 
dass  zwei  Gerade  [rq),  deren  Gruppen  drei  Gerade  gemein  sind, 
nicht  zugleich  von  c'  oder  e"  getrofTen  werden  können,  z.  B.  i\ 
und  ?^',  welche  a  h'  cd'  resp.  d  h'  c'  d"  begegnen,  können  nicht 
zugleich  e'  begegnen,  weil  dann  a' h' c' e'  von  drei  Geraden 
J  r^' r.^  getroflen  wiirden,  also  die  hyperboloidischc  Lage  halten; 
auch  zwei  Gerade  {vq),  deren  Gruppen  nur  eine  Gerade  gemein 
haben  und  die  mithin  einander  und  diese  Gerade  schneiden,  kön- 
nen nicht  beide  dieselbe  Gerade  e  schneiden.  Also  wenn,  wie 
wir  oben  angenommen  haben,  c'von  r,'  getrolTen  wird,  so  wird 
sie  auch  von  pj  t*./ ^4  Pi  Ts  '"2  Q\'  getroflen,  c"  mithin  von 
den  8  übrigen. 

Fügen  wir  so  c'  oder  e"  zu  jeder  Gruppe  passend  hinzu 
und  setzen  unter  die  so  erhaltene  Gruppe  von  5  Geraden  jedes- 
mal die  von  allen  5  getrofTene  Gerade  (/•  q)  ,  so  erhalten  wir 
folgende  Tabelle: 

n  (i  a  ii'  a'  a'  a'  n' 

h'  b"         1/  b"         //'  b"  b"  b' 

c  c  '         c'  c"         c"         r'  c'  c" 

(6)  d'  d"         d"         d'  d'  d"         d'  d" 

e  c"         c"         c'  e"         e'  e"         e' 


r^  Q^  r..  q.^  r.j  q,,  q^  r^ 

n  u  '  a "  (I "  a "  a "  a "  a " 

b'  b"  b'  b"  b'  b"  b"  // 

c  c.  c'  c"  c"  r'  c'  c" 

d'  d"  d"  d'  d'  d"  d'  d" 

e"  e'  e  e"  e'  e"  e'  c" 


Q4  ^3  ?3  ^2  92  Q] 


Aus  dieser  Tabelle  stellen  wir  noch  eine  andere  zusammen, 
nämlich  die  Tabelle  der  Geradenpaare,  von  denen  jede  der 
10  Geraden  a,  b,  c,  d,  e  getroIFen  wird.  Jede  dieser  Geraden 
wird  von  den  Geraden  getroflen,  in  deren  Gruppe  sie  sich  befin- 
det, und  diejenigen  von  diesen  Geraden,  deren  Gruppen  sonst 
keine  Gerade  gemein  haben,  schneiden  einander.  Al.so  sind  die 
Geradenpaare,  welche  trefl'en 
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Wir  könnten  leicht  noch  eine  Tahelle  aufstellen,  nämlich 
die  der  Geradenpaare,  von  denen  eine  Gerade  {r  q)  getroffen 
wird.  Jede  solche  Gerade  wird  von  denjenigen  andern  Geraden 
[r q)  geschnitten,  deren  Gruppen  mit  der  der  Geraden  zugehö- 
rigen nur  eine  Gerade  gemein  haben,  und  diese  Gerade  ist  die- 
jenige, die  sich  dann  auch  noch  in  der  gebildeten  Ebene  befin- 
det und  das  Geradenpaar  zum  Dreieck  vervollständigt.  Die  Tabelle 
würde  zu  umfangreich  werden ,  und  wir  beschränken  uns  auf 
Beispiele.     Z.  B.  r.^  wird  getroffen  von : 

Q-i    a',  r.^"b',  (»1"  c',  Qi"  d",  q"  e", 
r-l'  von : 

Q.,''a",   r.!  b' ,   q/ c',  Q\'  d"-,   Qo  e'- 

m. 

Die  dritte  Steiuersche  Erzeiigungsart. 

9.  Die  Pampolare  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf 
ein  Flächönbüschel  2.  Ordnung  5  (i^-j,  d.h.  die  Fläche, 
welche  von  den  Kegelschnitten  gebildet  wird,  in  wel- 
clien  jede  Fläche  des  Büschels  durch  die  Polarebene 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  sie  geschnitten  wird  oder 
in  denen  sie  von  dem  vom  Punkte  P  an  sie  gelegten 
Tangentialkegel  berührt  wird,  ist  eine  Fläche  3.  Ord- 
nung. Die  Polarebenen  des  Punktes  Pin  Bezug  auf  alle  Flächen 
des  Büschels  2.  Ordnung  bilden  ja  um  die  conjugirte  Polare  11 
des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Büschel  ein  diesem  projectivisches 
lübenenbüschel.  Wir  haben  es  also  mit  dem  Orte  der  Durch- 
schnittscurven  der  entsprechenden  Elemente  eines  Flächenbüschels 
2.  Ordnung  und  eines  ihm  projectivischen  Ebenenbüschels  zu  thun. 
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Folglich  ist  diese  Erzeugungsart  nur  ein  specieller  Fall 
der  vorigen.  Auf  eine  cubische  Fläche,  die  so  entstanden  ist, 
sind  wir  auch  schon  gekommen,  nämlich  die  Fläche  S^  in  Nr.  6. 
Auf  der  cuhischen  Fläche  liegen  ersichtlich  die  conjugirte  Polare  77 
und  die  Grundcurve  R^  des  Flächenhüschels.  Die  Erzeugung  ist 
aber  doch  interessant  genug,  so  dass  wir  auch  aus  ihr  unabhängig  von 
der  vorigen  die  übrigen  26  Geraden  ableiten  wollen.  Steiner  hat 
es  schon  selbst  angegeben.  Zuerst  suchen  wir  die  10  Geraden, 
welche  71  begegnen.  Die  Kegelschnitte,  in  denen  durch  77 
gehende  Ebenen  die  ['ampolare  schneiden,  sind  die  Schnitte  der 
Flächen  des  Büschels  mit  den  Polarebenen  des  Punktes  P  in  Bezug 
aid'  sie.  Die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
2.  Ordnung  kann  diese  nur  dann  in  einem  Geradenpaare  schnei- 
den, wenn  die  Fläche  ein  Kegel  ist  —  dann  geht  sie  durch 
dessen  Scheitel  — ,  oder  wenn  der  Punkt  auf  der  Fläche  liegt  — 
dann  wird  sie  Berida-iuigsebene.  Nur  4  Flächen  des  Büschels  sind 
Kegel  und  nur  eine  geht  durch  den  Punkt  P,  also  schneiden 
nur  5  Polar ebenen  ihre  Flächen  in  Gera den paaren, 
nur  5  durch  77  gehende  Ebenen  begegnen  der  Pam- 
polare  in  einem  G e r a d e n p a a r e. 

10.  Betrachten  wir  dasjenige  von  diesen  5  der  77  begegnen- 
den Geradenpaaren,  in  dem  die  durch  P  gehende  Fläche  i^'j^  des 
Büschels  durch  die  Tangentenebene  in  P,  die  ja  auch  durch  77 
geht,  geschnitten  wird;  es  heisse  G'  G".  Sein  Schnittpunkt  ist 
P.  Jede  der  beiden  Geraden  G'  und  G"  schneidet  die  Grund- 
curve R^  zweimal,  weil  sie  auf  einer  durch  dieselbe  gehenden 
Hache  2.  Ordnung  liegt.  Diese  Schnittpunkte  bei  G',  zu  der  wir 
uns  jetzt  allein  wenden  wollen,  seien  cc'  ß'. 

Von  einer  beliebigen  Geraden  L  lassen  sich  an  eine  Raum- 
curve  4.  Ordnung,  welche  den  Schnitt  zweier  Flächen  2.  Ord- 
nung bildet,  8  Tangentenebenen  legen,  oder,  was  dasselbe  ist, 
8  Tangenten  der  Raumcurve  treffen  die  Gerade  L.  Da  nämlich 
eine  Tangente  der  Raumcurve  alle  durch  dieselbe  gelegten  Flächen 
2.  Ordnung  berührt,  so  müssen  die  Polarebenen  des  Punktes,  in 
dem  eine  solche  Tangente  die  Gerade  L  trifft,  in  Bezug  auf  alle 
diese  Flächen,  mithin  die  conjugirte  Polare  des  Punktes  in  Bezug 
auf  das  Büschel  der  Flächen  durch  den  Berührungspunkt  der 
Tangente  gehen,  also  sie  muss  die  Raumcurve  schneiden,  und 
offenbar    auch    umgekehrt:    sobald    die    conjugirte    Polare    eines 

Sluini,  Flachen  3.  Ordnung-.  O 
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Punkles  von  L  die  Ranmcurve  trifll.,  gflit  die  Tangente  in  dem 
Punkte  der  Ranmcurve,  in  dem  die  Begegnung  stattfindet,  durch  den 
Punkt  der  Geraden  L.  Die  conjugirten  Polaren  der  Punkte  von 
L  in  Bezug  auf  das  durch  die  Baumcurve  gehende  Büschel  hil- 
den  ein  Ilyperholoid,  und  da  dieses  der  Ranmcurve  achtmal  he- 
gegnet,  so  gibt  es  8  conjugirte  Polaren  von  Punkten  der  Geraden  L, 
welche  der  Ranmcurve  begegnen,  und  somit  B  Tangenten  der 
Ranmcurve,  welche  die  Gerade  L  schneiden.  Trifft  aber  die  Ge- 
rade L  die  Raumcurve  zweimal,  wie  dies  die  Gerade  Q'  bei  der 
Grundcurve  unseres  Büschels  B  [F^]  thut,  so  gehören  offenbar  die 
beiden  Paare  unendlich  naher  Tangenten,  die  sich  je  in  den 
beiden  Schnittpunkten  begegnen,  mit  zu  diesen  8  Tangenten. 
Abgesehen  von  diesen,  wird  C  von  4  Tangenten  der  Grund- 
curve 7?^  getroffen,  oder  durchs'  gehen  4  Ebenen,  welche 
R^  (und  zwar  in  keinem  der  beiden  Punkte  a'  ß')  berühren. 
Betrachten  wir  eine  dieser  Berührungsebenen;  sie  heisse  T;  der 
Berührungspunkt  sei  V,  die  Tangente  an  die  Grundcurve  ß*  in 
V  sei  V.  Diese  Gerade  v  berührt  alle  Kegelschnitte,  welche  die 
Ebene  Jans  den  Flächen  des  Büschels  ausschneidet;  sie  berührt 
auch  die  Fläche  i^,-,  auf  der  Q'  liegt,  und  trifft  sie  ausserdem 
noch  in  dem  Punkte  [C,  v),  also  liegt  sie  auf  dieser  Fläche,  und 
(C,  v)  ist  das  Geradenpaar,  in  welchem  T  die  Fläche  F^'  schnei- 
det. V  berührt  alle  Flächen  des  Büschels  in  V,  T  geht  durch  ?•, 
also  muss  sie  eine  Fläche  des  Büschels  in  V  berühren,  d.  h.  in 
einem  Geradenpaare  schneiden,  dessen  Schnittpunkt  F  ist.  Diese 
Fläche  sei  F^'.  Die  Pimkte  «'  und  ß'  liegen  auf  B^ ,  also  auch 
auf  F.f ,  mithin  bilden  Va',  Vß'  das  Geradenpaar,  in  dem  F.^ 
durch  T  geschnitten  wird.  Die  Ebene  T  ist  eine  von  P  an  F.,^ 
gelegte  Berührungsebene,  also  wird  die  Polarebene  von  P  in  Be- 
zug auf  F.f  durch  den  Berührungspunkt  V  gehen.  Das  Kegel- 
schnittbüschel,  in  welchem  das  Flächenbüschel  B  [F"^)  durch  T 
geschnitten  wird,  enthält,  da  2  Grundpunkte  in  V  zusammen- 
gefallen sind,  nur  2  Geradenpaare  {G',v)  und  [Va,  Vß'].  Es 
ist  dem  Strahlbüschel  projectivisch,  in  welchem  das  Büschel  der 
Polar  ebenen  um  11  von  T  geschnitten  wird.  Es  entsprechen  sich 
darin  die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Flächen  und  Ebenen 
aus  dem  Flächen-  und  Ebenenbüschel.  Der  Grundpunkt  tt  des 
Strahlbüschels  ist  [T,  Tl);  das  muss,  da  G'  auf  T  liegt  und  der 
Geraden  77  begegnet,   der  Punkt  [G',  11)   sein.      In  den   beiden 
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ebenen  Büscheln  .sind  z.  B.  entsprechend  das  Geradenpaar  {Q',  v) 
und  die  Gerade  Q',  denn  diese  ist  der  Schnitt  von  T  mit  der 
Polarehene  von  P  in  Bezug  anf  (Tangentenehene  in  P  an)  F^-, 
welche  Fläche  dnreh  T  in  {Q',  v)  geschnitten  uird.  Der  Durch- 
schnitt dieser  beiden  entsprechenden  Elemente  beschränkt  sicli 
nicht  auf  2  Punkte,  sondern  die  ganze  Gerade  Q'  ist  ihnen  ge- 
mein, gehört  mithin  vollständig  zu  dem  Erzeugnisse  der  Durch- 
schnitte der  entsprechenden  Elemente  des  Kegelschnitt-  und  des 
Strahlbiischels,  d.  i.  der  cubischen  Curve,  in  welcher  die  Panipo- 
lare  durch  T  geschnitten  wird  und  welche  demnach  in  die  Ge- 
rade G'  und  einen  Kegelschnitt  K  zerfällt,  was  wir  übrigens  \\\\- 
millelbar  daraus  ableiten  können,  dass  Q',  wie  oben  gefunden, 
auf  der  Pampolare  liegt,  so  dass  jede  durch  G'  gelegte  Ebene 
diese  noch  in  einem  Kegelschnitte  durchschneidet.  Ferner  ent- 
.sprechen  einander  das  Geradenpaar  (For',  Vß')  und  der  Strahl 
n  V,  denn  die  Polarebene  von /*  in  Bezug  aufi^j*-  ^velche  Fläche 
durch  T  in  {Va',  Vß')  geschnitten  wird,  geht,  wie  oben  gesagt, 
durch  V,  wird  also  von  T  in  n  V  geschnitten.  Es  sei  S'  ein 
dritter  Kegelschnitt  des  Büschels  und  p'  sein  entsprechender  Strahl 
im  Büschel  rt,  ,?,'  und  ^2'  die  Schnittpunkte  von  S'  und  ;/.  Die 
Gerade  Vs^'  schneidet  alle  Kegelschnitte  des  Büschels  im  Punkte  V 
und  jeden  noch  in  einem  besonderen  zweiten.  Die  Punktreihe 
dieser  zweiten  Schnittpunkte  ist  dem  Kegelschnitlbüschel,  also 
auch  dem  Strahlbüschel  n  und  demnach  auch  der  Pnnk treibe  pro- 
jeclivisch,  welches  das  letztere  auf  der  Geraden  V  s^'  hervorruft. 
Drei  entsprechende  Pimktenpaare  dieser  beiden  projectivischen, 
auf  derselben  Geraden  liegenden  Punktreihen  sind  die  zweiten 
Punkte,  in  denen  Fs/  den  Kegelschnitten  {Va,  Vß'),  {G',v) 
und  S'  begegnet,  und  die  Punkte,  in  denen  .sie  die  Strahlen 
7t  r,  G',  p'  trifft.  Der  zweite  Punkt  aber,  in  dem  Vs(  das  Ge- 
radenpaar (Fa',  Vß')  trifft,  ist  auch  F;  also  sind  jene  drei  zwei- 
ten Punkte  F,  (Fs/,  G')  und  s^ ;  in  denselben  Punkten  wird  aber 
Fj?^' auch  von  TT  F,  G',p'  getrolTen,  also  fallen  dreimal  zwei  ent- 
sprechende Punkte  der  beiden  Punktreihen  zusammen,  mithin 
thun  dies  alle  entsprechenden  Punkte.  Also  begegnet  jeder  Kegel- 
schnitt des  Kegelschnittbüschels  dem  entsprechenden  Strahl  des 
Büschels  TT  auf  Fs/,  aber  ebenso  auch  auf  F.?.,',  folglich  besteht 
das  Erzeugniss  der  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Ele- 
mente  der   beiden   Büschel    aus   den   3    Geraden    G',    V s^   V  s^', 

2* 
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oder  der  oben  erwälinte  Kegelsclinitt  K  ist  in  das  Geradenpaar 
(F^,',    Vs.l  degenerirt.      Also  die  Ebene  T  und    ebenso   die 

3  anderen  Ebenen,  die  durcbC' geben  und  die  Grund - 
c  u  r  V  e  B^  b  e  r  i'i  h  r  e  n,  s  c  b  n  e  i  d  e  n  die  P  a  m  p  o  1  a  r  e  ausser  i  n 
G '  n 0 c b  in  einem  G e r a d e n p a a r e ,  dessen  D u i' c b s c b n i 1 1 s - 
punkt   der  Berührungspunkt   ist.      P'olglicb   haben  wir   die 

4  Geradenpaare,  die  C  ausser  [G" ,  II)  begegnen.  Ebenso  finden 
wir  die  4,  welche  Q"  ausser  [G' ,  11)  treffen.  Damit  liätlen  wir 
auch  bei  dieser  Erzeugungsart  die  Existenz  von  27  Geraden  nadi- 
gewiesen.  Wollten  wir  dieselbe  auch  noch  weiterhin  selbststän- 
dig betrachten,  so  müssten  wir  noch  zeigen,  dass  es  nicht  mehr 
giebt,  also  z.  B.  beweisen,  dass  keine  andere  durch  G'  gehende 
Ebene,  als  die  4  Berührnngsebenen  der  Grundcurve  und  die 
Ebene  {G",  77)  die  Pampolare  noch  in  einem  Geradenpaare  trifft, 
oder,  anders  gesagt,  dass  jede  durch  G'  (ebenso  G")  gehende 
Ebene,  welche  aus  der  Pampolare  noch  ein  Geradenpaar  ausschnei- 
det, die  Grundcurve  R^  berühren  nuiss,  allein  ausgenommen  die 
Ebene  [G',  G",  TT).  Doch  da  die  Erzeugungsart  nur  ein  specieller 
Fall  der  vorhergehenden  ist,  so  wollen  wir  uns  auf  weitere  Be- 
trachtungen über  dieselbe  nicht  einlassen. 

IV. 
Die  Grassmauusche  Erzeugungsart. 

11.  Ehe  wir  zu  der  vierten  Steinerseben  Erzeugungsart  über- 
geben, werden  wir  noch  eine  andere  betrachten,  unter  die  sirb 
dieselbe  als  specieller  Fall  subsumiren  lässt.  Es  ist  <lies  dii* 
wohl  zuerst  von  Herrn  Grassmann*)  mit  folgenden  Worten  aus- 
gesprochene: 

Der  Durchschnitt  dreier  einander  pr  oje  cti  vi  scheu 
E  b  e  n  e  n  b  ü  s  c  h  e  1  z  w  e  i  t  e  r  S  t  u  f  e  i  s  t  e  i  n  e  0  b  e  r  f  1  ä  c  h  e  drit- 
ter Ordnung. 

Herr  Schröter  hat  vor  einigen  .Jahren  wieder  auf  diese  Er- 
zeugungsart beiläufig  aufn?erksam  gemacht**)  und  sie  dann  auch 


*)  Crelle's  Journal,  Band  49,  Seite  62. 
**)  Am  Ende    seiner  Abhandlung:    Problematis    geometrici  ad 
super ficiem  sec.  ord.  per  data  puucta  construendam  spectan- 
tis  solutio  nova  (Vratislaviae,   1862),    auch  abgedruckt  im  62.  Band 
des  Journals  von  Grelle -Borchardf. 
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selbst  einer  ausfiihrliclicieii  Heüachlung  unterzogen.  *)  Mit  An- 
wendung der  jetzt  gebräuchlichen  Terminologie  lautet  sie:  Der 
Ort  der  D u i* c h s chn i 1 1 s p u n k t e  der  entsprechenden  Ebe- 
nen dreier  collinearen  Ebenenbündel  ist  eine  Fläche 
dri  tter  Ordnung. 

Unter  einem  Ebenenbündel  versteht  man  den  InbegrilF 
aller  durch  denselben  Punkt  gehenden  Ebenen,  also  ein  Gebilde 
von  doppelt  unendlicher  Mächligkeil.  Man  kann  leicht  zwischen 
zwei  Bündeln  eine  Beziehung  herstellen ,  so  dass  jeder  Ebene  des 
einen  Bündels  eine  Ebene  des  andern  entspricht.  Man  nennt 
diese  Beziehung  Collinearität.  Man  darf  nur  4  Ebenen  des 
einen  Bündels,  von  denen  keine  drei  durch  dieselbe  Gerade 
gehen,  also  demselben  Büschel  angehören,  4  eben  solche  des 
andern  entsprechen  lassen;  dann  ist  die  Collinearität  vollständig 
hergestellt;  jeder  fünften  Ebene  des  einen  Bündels  entspricht 
eine  fünfte  des  andern,  allen  Ebenen  eines  Büschels  des  einen 
Bündels  entsprechen  Ebenen  eines  Büschels  des  andern  Bündels. 
Mit  jedem  Ebenenbündel  ist  überhaupt  ein  Strahlenbündel  ver- 
bunden, der  Inbegriff  aller  durch  den  Grundpunkt  des  Ebenen- 
l)ündels  gehenden  Strahlen.  Sind  zwei  Ebenenbündel  collinear, 
so  sind  es  auch  die  zugehörigen  Strahlenbündel.  Es  entspricht 
der  Schniltgeraden  zweier  Ebenen  des  einen  Bündels  die  Schnill- 
gerade  der  entsprechenden  Ebenen  des  andern.  Nicht  alle 
doppelt  unendlich  vielen  entsprechenden  Strahlen 
zweier  collinearen  Bündel  treffen  einander,  sondern 
nur  einfach  unendlich  viele.  Ihre  Schnittpunkte  bil- 
den eine  durch  die  beiden  G  r  u  n  d  p  u  n  k  t  e  gehende  c  u  - 
bische  Raumcurve  nach  Seydewitz,  welcher  überhaupt  die 
Collinearität  zuerst  genauer  betrachtete.  **) 

Dass  bei  drei  collinearen  Ebenenbündeln  dieDurch- 
schnittspunkte  der  entsprechendenEbenen  eineFläche 
3.  Ordnung  erzeugen,  hat  Herr  Schröter  in  der  zweiten  oben 
erwähnten  Abhandlung  dargelhan,  auf  die  wir  mithin  verweisen. 
Auf  der  Fläche  liegen  auch  die  3  Grundpunkte  /**,  P^  P^ 
der  Bündel.  Ferner  erzeugen  je  zwei  der  zugehörigen  Sirahlen- 
bündel nach  dem  Obigen  eine  cubische  Raumcurve,  so  dass  wir 


*)  62.  Band  des  Journals  von  Crelle-Borchardt,  Seite  265. 
**)  Grunert's  Archiv  f.  Math.  u.  Phys.  Theil  VIII,  IX,  X. 
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hier  deren  drei  erhalten:  C-,  C^'\  C'^'^.  Jede  dieser  Raumcurven 
wird  gebildet  durch  Punkte,  in  denen  zwei  entsprechende  Strah- 
len zweier  der  Bündel  einander  treffen.  Es  sei  z.  B.  x^"^  ein 
Punkt  auf  C^"^,  in  dem  sich  die  Strahlen  kv^  und  Ij^  der  beiden 
Biindel  P^  und  P-  treffen;  der  entsprechende  Strahl  in  P'^  sei  Ij-. 
Allen  durch  ij"  gehenden  Ebenen  müssen  in  den  beiden  andern 
Bündeln  Ebenen  entsprechen,  welche  durch  ij^  resp.  Ij'  gehen; 
also  gehen  auch  die  der  Ebene  [ij'',  x^"^)  entsprechenden  Ebenen 
durch  ij  und  iJ-,  niithin  alle  drei  entsprechenden  Ebenen  durch 
x^"^;  d.  h.  x^-  ist  ein  Punkt  der  cubischen  Fläche.  Folglich  lie- 
gen die  Curven  C'^,  C'^,  (ß^  ganz  auf  derselben. 

Herr  Schröter  beweist  ferner,  dass  die  Punkte  der  cu- 
bischen Fläche,  die  in  derselben  E b e n e  £  l i  e g e n ,  von 
Ebenen  herrühren,  w  e  1  c  h  e  i  n  j  e  d  e  ni  d  e  r  B  ü  n  d  e  l  einen 
Kegel  3.  Klasse  umhüllen.  Eine  zweite  Ebene  E'  giebt  in 
jedem  der  Bündel  einen  zweiten  solchen  Kegel.  Den  Berühi'ungs- 
ebenen,  welche  den  beiden  Kegeln  desselben  Bündels  gemein  sind, 
entsprechen  offenbar  in  den  andern  Bündeln  die  gemeinsanuiu 
Berührungsebenen  der  Kegel  derselben.  Zwei  Kegel  3.  Klasse 
haben  9  gemeinschaftliche  Berührungsebenen.  Diese  9  Ebenen 
des  ersten  Bündels  müssen  also  mit  ihren  entsprechenden  der 
andern  sowohl  in  einem  Punkte  auf  E,  als  auch  in  einem  Punkte 
auf  E'  zusammenkommen;  es  liegen  aber  nur  3  Punkte  der  cu- 
bischen Fläche  F"^  auf  E  und  E',  nämlich  die  3  Schnittpunkte 
der  Geraden  [E,  E')  mit  F'-\  Folglich  müssen  die  6  übrigen 
Ebenen  des  ersten  Bündels  mit  ihren  entsprechenden  in  zwei 
Punkten,  also  in  einer  Geraden  zusammenkommen. 

Sechsmal  also  kommt  es  bei  drei  beliebigen  col- 
li n  e  a  r  e  n  E  b  e  n  e  n  b  ü  n  d  e  1  n  v  o  r ,  dass  drei  entsprechende 
Ebenen  in  einer  Geraden  sich  schneiden.  Diese  sechs 
Geraden  I  i  e  g  e  n  d  e  m  n  a  c  h  auf  der  cubischen  Fläche  F^. 
jm  Allgemeinen  schneiden  keine  zwei  von  ihnen  ein- 
ander, denn  in  einem  solchen  Schnittpunkte  kämen  drei  ent- 
sprechende Strahlen  der  drei  Strahlenbündel  zusammen,  was  im  All- 
gemeinen nicJit  geschieht.  Auch  werden  keine  vier  dieser 
Sechs  Geraden  zu  derselben  Schaar  eines  Hyper- 
boloids gehören. 

12.  So  weit  bin  ich  noch  Herrn  Schröter  gefolgt;  die  übrigen 
21  Geraden  will  ich  in  einer  von  der  seinen  verschiedenen  Weise 
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ableiten.  Die  6  ol)en  gefiimlencii  (Geraden  j>eieii  G^,G2,(r^,(T^,G^,G^. 
Es  seien  3(/,  5(i'-,  5(,''  die  drei  entsprechenden  Ebenen  der  Bün- 
del, welche  in  der  Geraden  Gj  zusammenkoninien,  ferner  a.,;^ 
aj,  aj  drei  entsprechende  Strahlen,  welche  in  diesen  Ebenen 
liegen.  Die  beiden  projectivischen  Ebenenbiischei  mit  den  Axen 
ö^'  und  aj^  erzeugen  ein  Hyperboloid  Hj-,  welches  die  Geraden 
«rS  «.r^.  G-i  u»tl  die  Raumcurve  C^^  enthält.  Das  letzte  wäre 
noch  zu  beweisen.  Es  seien  >/  und  //  zwei  entsprechende  Ebe- 
nen der  beiden  Büschel  aj  und  aj\  die  beiden  zu  den  Strah- 
leiibiindeln  gehörigen,  in  ihnen  befindlichen  Strahlenbüschel  sind 
projectivisch,  schneiden  also  die  Gerade  [y^,  i/]^  eine  Genoratrix 
von  HJ',.  in  zwei  projectivischen  Punktreihen;  in  diesen  fallen 
zweimal  2  entsprechende  Punkte  zusammen,  so  dass  zweimal  auf 
(//',  t/i  zwei  entsprechende  Strahlen  der  beiden  Bündel  P'  und  jP- 
einander  schneiden ;  also  {y^,  y"^),  und  ebenso  jede  andere  Gene- 
ratrix  derselben  Schaar  des  Hyperboloids  //.r^^  trifft  C'-  doppelt, 
so  dass  diese  auf  //^''-  liegen  muss.  Aehnlich  erzeugen  die  bei- 
den projectivischen  Ebenenbüschel  um  aj  und  «^^  ein  Hyper- 
boloid Hj'^,  auf  dem  aj,  aa^^  G^  und  C^^  liegen.  Die  beiden 
Hyperboloide  H^r^'-  und  /T.^^^  haben  die  beiden  Geraden  a.^-^  und 
G,  gemein,  welche  einander  schneiden,  folglich  noch  einen 
Kegelschnitt  Ä'r,  der  ganz  auf  der  Fläche  F'-^  liegt,  da 
in  jedem  seiner  Punkte  drei  entsprechende  Ebenen  der  3  Bündel 
zusammen  kommen.  Drehen  wir  die  Strahlen  a^K  aj^,  aj^  in  den 
Ebenen  5(j\  ^Ij-,  %y^  um  P',  P-,  P^  herum,  so  erbalten  wir  eine 
Reihe  von  Hyperboloidpaaren  Hj-,  Hj^.  Alle  Hyperboloide  Hj'^ 
gehen  durch  G^  und  C"-,  alle  Hyperboloide  H.v^^  durch  Gj  und 
G'"'.  Aus  jedem  Paare  resultirt  ein  Kegelschnitt  Kj.,  der  ganz 
auf  der  Fläche  F^  liegt.  Unter  diesen  Kegelschnitten  giebt  es 
5  Ger  adenpaare;  denn  da  es  ausser  G^  noch  fünf  andere  Ge- 
raden G  giebt,  so  giebt  es  5  Hyperboloidpaare,  denen  ausser 
Gj  und  «a;^  noch  eine  dritte  Gerade,  nämlich  eine  der  5  Gera- 
den G  und  folglich  auch  eine  vierte  gemein  ist.  Ist  jene  dritte 
Gerade  z.  B.  Gj  und  sind  )iU^,  Sl.,*.  ^Ij^  die  drei  entsprechenden 
Ebenen  der  Bündel,  welche  sich  in  G.,  schneiden,  so  sind  die 
Strahlen  a^\  aj,  aj  resp.  {%,',  >}U^],  {%,',  )ä.'},  {%\  5t/).  Die 
fünf  vierten  Geraden  seien  g^^,  ffi^'  0[i>  9ir>'  S'ih'  so  dass  die 
5  Kegelschnitte  Z.r,  welche  zu  Geradenpaaren  degene- 
riren,  sind  {G^.gi^).  {G^.  Qi^),  {Gi,gn),  {G-,,  g^r,),  [G^.  Qy^). 
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Die  Gerade  Gj  trifft  jeden  der  Kegelsclinitte  A'.r  in  einem  Punkte, 
da  sie  mit  ihnen  auf  denselben  2  Hyperboloiden  liegt;  weil  sie 
nun  keiner  der  Geraden  G  begegnet,  so  muss  sie  bei  diesen  5 
Geradenpaaren  die  Geraden  g  treffen.  Die  Ebene  {Q^  g^,)  muss 
die  (jubischc  Fläche  noch  in  einer  dritten  Geraden  y,.,  schneiden; 
ähnlich  ergeben  sich  '/i^,  ^,4,  y^j,  y^.. 

Die  Ebenen  der  Kegelschnitte  IC,^  treffen   F'^  noch 
in    einer    Geraden;    wir   a\ ollen   nun  nachweisen,    dass   diese 
Gerade   für   alle   Ebenen   dieselbe   ist  und  diese  demnach 
um  sie   ein   Büschel   bilden.     Es   sei  ^j  ein    beliebiger   von  den 
Kegelschnitten  ^.r,    auch  seine  Ebene   werde  mit  A\  bezeichnet. 
Dieselbe  schneidet   die   Ilyperboloidbüschel   Hj"^  und   ^^^^  je  in 
einem   Kegelschnittbnschel   ^J-   und   ^J^.      Das   Erzeugniss   der 
DurchschnilUpunkte  der  entsprechenden  Kegelschnitte  dieser  bei- 
den   Büschel    ist   die   cnbische   Curve,   in  der   die  Ebene   -fif,   die 
Fläche  F-'  flurchschneidet;    eigentlich    ist   dieses   Erzeugniss   eine 
Curve  4.  Ordnung,  aber  je  zwei  entsprechende  Hyperboloide  /?.r'- 
und  Hj^  haben  stets  eine  Gerade  «.^^    gemein,   also  haben  zwei 
entsprechende  Kegelschnitte  ^J"^  und  ^.^^^   stets   den   Punkt  ge- 
mein, in  dem  «.r^  die  Gerade  (5(l^  A',)  trifft;  mithin  gehört  diese 
ganze  Gerade  zu  der  Curve  4.  Ordnung,   und   von  ihr  wird  ja 
abstrahirt.     Der    Kegelschnitt  E^    ist    Schnitt  seiner   Ebene    und 
zweier    entsprechenden    Hyperboloide    aus    den   beiden   Büscheln, 
folglich  gehört  er  zu  beiden  Büscheln  und  entspricht  sich  selbst. 
Mithin  nimmt  er  selbst  ganz  an  der  cubischen  Curve  Theil,  diese 
zerfällt  in  ihn  und  eine  Gerade  L.     Das  mussten  wir  natürlich 
erwarten,   da  ja   Ä\   auf  F^  liegt,   aber  wir  glaubten  doch  noch 
diese  genauere   Auseinandersetzung   geben  zu  müssen,  damit  klar 
würde,  dass  die  Schnittpunkte  aller  übrigen  entsprechenden  Kegel- 
schnitte ^.^12  ^,„^1  ^^13  die  Geraden  L  und  (^/,  ^"1)  bilden.    Die 
Schnittpunkte   von   ^J-   und    ^.^^^   sind   die  4  Punkte,  in  denen 
die   Ebene   K^   die   Durchschnittscurve   der    beiden   Hyperboloide 
Hj^  und  HJ^  trifft,  welche  von  der  Ebene  £^^  in  ^J"^  und  ^J^ 
durchschnitten  werden.    Diese  Durchschnittscurve  besteht  aus  dem 
Geradenpaare  {G^,  aj)  und    dem   Kegelschnitte  Ä'^.     Die   beiden 
Schnittpunkte   von    (G, ,   «.^M   mit   der   Ebene   J^^  liegen    auf   der 
Geraden    {%^^ ,  R\] ,    weil   G^    und   aj   in  ^1^    Hegen.     Mehr  als 
2  Schnittpunkte  zweier  Kegelschnitte  können  nicht  auf  einer  Ge- 
raden liegen,    folglich   müssen   die   beiden   übrigen  Schnittpunkte 
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von  ^J-  und  ^J^,  das  sind  gerade  die  der  Ebene  A\  und  des 
Kegelschnitts  k\r,  auf  L  liegen.  Demnach  nniss  jeder  Kegelschnitt 
A\r  mit  L  zwei  Punkte  gemein  haben,  so  dass  die  Ebenen 
aller  Kegelschnitte  F.r  d u r c h  L  gehe n  und  d i e s e  G e r a d e 
alle  K,r  zu  cubi sehen  Curven  vervollständigt.  Da  die 
Kegelschnitte  K,^  auf  den  Hyperboloiden  Hj'  (oder  HJ^)  liegen, 
so  ist  das  System  der  Pnnktenpaarc,  welches  durch 
die  Ka;  auf  L  erzeugt  wird,  identisch  mit  dem  durch  das 
Büschel  der  ^.r*^  auf  Z  eingeschnittenen,  also  eine  Involution. 
Mithin  sind  auch  im  Aligemeinen  die  Schnillpunktenpaare  der 
verschiedenen  Kegelschnitte  verschieden.  Durch  die  Gerade  L 
gehen  auch  die  Ebenen  der  Geradenpaare  [G.^,  g^^,  (G3,  ^13), 
{(^vg\\)>   [G-o^  9ro)   u»^l  {Gg'Qu-^- 

13.  Die  übrigen  Geraden  G  geben  eben  solche  Geraden  L, 
wie  Gj ,  also  erhalten  wir  6  Gerade  Ly  L.^  L.^  L^  L^  Zg,  Die 
obige  war  Z(.  Die  Gerade  Co ''^^^rt  die  5  Geradenpaare  (^21' ^i)' 
(fl'23'  ^.3)'  iSw  ^4)'  (^25'  ^5)'  (;/2(i'  '^(i)'  ^'^''ß"  Ebenen  durch  Z, 
gehen.  Die  beiden  Hyperboloide,  welche  [g^^*  ^2)  ergaben,  waren 
die  Erzeugnisse  der  Büschel  (2ljS  ^tj')  ^nd  {^^^,  %<^)  und  der 
Büschel  (^1,1,  31 2')  und  (51, ^  %J)  und  hatten  gemein  die 
4  Geraden  ("iMi^  '^2')^  ^1 '  ^2'  (Iw  ^^^  Hyperboloide,  aus  denen 
(j/21,  Gy)  hervorgeht,  sind  durch  die  Büschel  {%2  ,  51/)  und 
(^lo-,  5(,'^)  und  die  Büschel  {%\  51/)  und  {%^,  31,3)  erzeugt  und 
haben  die  4  Geraden  (31./,  51]').  ^v  ^i' 9-2i  gemein.  Die  Axen 
dieser  Büschel  sind  aber  mit  denen  der  obigen  identisch,  also 
auch  die  Hyperboloide,  folglich  auch  ihre  4  Durchschnittsgera- 
den, mithin  g^i  identisch  mit  grio.  und  überhaupt  j/,/,  mit  g/d- 
Wir  haben  oben  diejenige  Gerade,  die  auf  der  cubischen  Fläche 
mit  Gi  und  gi/^  in  einer  Ebene  liegt,  mit  y,/..  bezeichnet;  wir 
wissen  aber  auch,  dass  g/^  Gi  mit  Z/-  in  einer  Ebene  liegt,  und 
dass  g/ci  mit  gi/;  identisch  ist,  also  wissen  wir,  dass  y,/-,  die  die 
dritte  Gerade  in  einer  Ebene  {G,-  gu)  ist,  identisch  mit  Lu  ist. 
Wir  könnten  jetzt  eine  Tabelle  aufstellen,  welche  uns  zeigt,  von 
welchen  Geradenpaaren  die  Geraden  Z  und  G  getroffen  werden, 
aber  das  Gesetz  ist  so  einfach,  dass  man  in  jedem  Augenblicke  die 
betreffenden  Paare  findet. 

Die  Geradenpaare,  von  denen  Gi  getroffen  wird, 
sind  gik  Lu,   wo  k  alle  Werthe  von  1  bis  6  ausser  i  an- 


26  Erstes  Kapitel. 

nimmt;  die,  von  denen  X/,  getroffen  wird,  Gig,/;,  wo  / 
alle  Wertlie  von  1  bis  6  ausser  k  annimmt. 

Wir  haben   also  jetzt  6  Gerade  G,   ß  Gerade  L  und 

6.5 
—-^—-=15   Gerade   j/,    also    im    Ganzen   27   (i  er  ade  auf 

der  cu  bis  eben  Fläcbe  erhalten.  Jede  Gerade  G  oder 
L  wird  von  5  Paaren  getroffen,  und  es  ist  auch  leicht  ein- 
zusehen, dass  keine  Gerade  L  oder  G  noch  von  einer  andern  der 

27  Geraden  gelroflen  wird,  ferner,  dass  keine  zwei  Gerade  g,  die 
in  dem  einen  Index  übereinstimmen,  einander  treffen,  weil  sonst 
3  nicht  in  derselben  Ebene  liegende  Geraden  der  cubisrhen  Flache 
durch  denselben  Punkt  gingen,  also  ein  Knotenpunkt  entstände, 
oder  4  Gerade  der  Fläche  sich  in  derselben  Ebene  befänden. 

Man  wird  leicht  erkennen,  dass  sich  bis  jetzt  30  auf 
der  cubischen  Fläche  liegende  Dreiecke  ergeben 
haben,  gebildet  je  aus  einer  Geraden  G,  einer  Gera- 
den L  und  einer  Geraden  g.  Jede  Gerade  G  oder  L  kommt 
in  5  von  diesen  Dreiecken  vor,  jede  Gerade  g  in  2,  nämlich  gn, 
in  guc  Li  Gk  und  in  gn,  Gi  Li-.  Sie  trifft  von  den  Geraden  G  und 
L  eben  nur  die  4  Geraden  Gi  Gu  LiLk\  von  den  Geraden  g  triflt 
sie  diejenigen  nicht,  deren  einer  Index  i  oder  k  ist.  Jede  Ge- 
rade der  cubischen  Fläche  trifft  aber  die  vollständige  Schnittcurve 
der  Fläche  mit  einer  Ebene  ehnnal,  also  muss  gik  je  eine  Seite 
jedes  der  28  von  den  30  Dreiecken,  in  denen  sie  nicht  vorkommt, 
treffen.  Jede  der  4  Geraden  (r,  G/,  i,  i/,  nimmt  ausser  an  einen] 
von  den  obigen  Dreiecken  noch  an  4  von  den  30  Theil,  und 
zwar  jede  an  4  andern,  so  dass  damit  16  von  den  28  Dreiecken 
absorbirt  sind.  In  den  12  übrigen  muss  gu,  eine  Gerade  g  tref- 
fen und  zwar  keine,  die  einen  der  beiden  Indices  /,  k  hat.     De- 

4  .  3 
ren  giebt  es  -j— ^  =  6,   keine   liegt  mit  einer   der  Geraden  Z, 

Lk  Gi  Gu  in  einer  Ebene ,  folglich  müssen  sie  in  den  12  übrigen 
Dreiecken  sein,  und  zwar  jede  in  zweien,  keine  zwei  in  demselben, 
da  überhaupt  in  keinem  der  30  Dreiecke,  zwei  Gerade  g  sich 
finden.  Also  ist  es  nothw endig,  dass  gik  jede  der  6  Ge- 
raden trifft,  mit  denen  sie  keinen  Index  gemein  hat. 
Unter  diesen  6  schneiden  sich  aus  demselben  Grunde 
dreimal  je  zwei,  die  keinen  Index  gemein  haben. 
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Z.  ß.  ^12  wild  ausser  von  den  beiden  Paaren  Gj  X.,  und  G.,  Z, 
noch  von  g^^  g.^^,  g^^  g^^,,  g^^  (7,5  getroffen. 

Mithin    werden    nicht    nur    die    Geraden    G    und   L, 

sondern  auch  die  Geraden  g  v  0  n  5  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  e  n  g  e  - 

27 .5 
trolfen.    Das  gieht  im  Ganzen  — ^ —  =  45  Dreiecke.   30 

o 

haben  wir  schon  oben  gefunden,  die  15  übrigen  entstehen 
durch  das  Schneiden  der  Geraden  g  unter  einander 
und  sind  nur  von  diesen  gebildet;  in  jedem  müssen 
alle  6  Indices  verlreteii  sein.  Die  bis  jetzt  gelundenen  21  Ge- 
raden haben  offenbar  keine  weiteren  Schnittpunkte  unter  einander, 
und  sie  sind  so  anangirl,  dass  die  dritte  in  der  Khenc  je  zweier 
sich  schneidenden  von  ihnen  sich  unter  den  21  befindet. 

Qn  9m  9b(i 
9ro  9 16  924 

0^46    9'25    9VA 

sind  3  Dreiecke,  welche  keine  Gerade  gernein  haben;  sie  liefern 
6  Tripel  windschiefer  Geraden: 

9n9ib  9n  '  ^1  ^1  9.ii 

9\1  92\  92Ö    '•    ^2   ^2  6^36 

9.H  9ih  9 VA  '  h  ^3  926 

9zi  92\  9m:  ■  ^4  ^4  9ih 

9bn  9-M,  r/2.-,  •  h  ^5  9u 

9a{;  9in  9i(i  '•  -^6  ^6  923 

Die  durch  den  Doppelpunkt  von  den  3  Geraden  des  Tripels 
getrennten  3  Geraden  sind  die  desselben  Doppeldreihyperboloids. 

iMan  sieht,  dass  der  Beweis  dafür,  dass  keine  weitere 
Gerade  auf  der  cubischen  Fläche  liegt,  hier  ebenso  ge- 
führt werden  kann,  wie  bei  der  ersten  Steinerschen  Erzeugungsart. 

Die  im  Vorhergehenden  behandelte  Grassmannsche  Erzeugungs- 
art hat  Herrn  Clebsch  Veranlassung  gegeben  zu  der  neuerdings 
erschienenen  Abhandlung:  Die  Geometrie  auf  den  Flächen 
dritter  Ordnung.*)  Sic  dient  ihm  als  Mittel,  die  auf  einer 
cubischen  Fläche  liegenden  Gurven  auf  einer  Ebene  abzubilden. 


Journal  von  Crelle-Borchardt,  Band  65  Seite  359. 
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y. 

Die  vierte  Steiuersche  Erzeuguiigsart. 

14.  Es  ist  zwar  sclion  oben  erwähnt  worden  luid  wird  sich 
nun  auch  bald  bestätigen,  dass  die  vierte  Steinersche  Er- 
zeugungsart der  cubischcn  Flächen  ein  specielier  Fall 
der  eben  behandelten  Grassniaunschen  ist;  aber  wir 
können  doch  nicht  umhin,  auf  dieselbe  genauer  einzugehen,  weil 
sich  inj  Verlaufe  der  Betrachtungen  über  dieselbe  eine  Menge 
von  interessanten  Sätzen  ergeben  werden,  welche  sich  auf  Polari- 
tätsverhältnisse beziehen  und  von  denen  zwar  der  grössere  Theil 
schon  bekannt  ist*),  aber  die  wohl,  so  viel  ich  weiss,  synthetisch 
noch  nicht  so  zusammenhängend  dargestellt  worden  sind. 

Steiner  hat  zwei  Ausdrucksweisen  für  seine  vierte  Erzeu- 
gungsart: 

1 )  D i e  I' 0 1  e  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  Flächenbündels  2.  Ordnung,  d.  h.  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  2.  Ordnung,  welche  durch  dieselben  7 
und  in  Folge  dessen  auch  durch  dieselben  8  Punkte 
gehen,  bilden  eine  c  u  b  i  s  c  h  e  P'  I  ä  c  h  e. 

2)  D  e  r  D  u  r  c  h  s c h  n  i  1 1  s p  u  n  k  t  d  c  r  P  o  1  a  r  e  b  e  n  e  n  s  ä  m  m  l - 
lieber  Punkte  einer  Ebene  in  Bezug  auf  drei  nicht  zu 
demselben  Büschel  gehörige  Flächen  2.  Ordnung  er- 
zeugt   eine  cu bische  Fläche. 

Drei  nicht  zu  demselben  Büschel  gehörige,  d.  h,  nicht  durch 
dieselbe  Baumcurve  4.  Ordnung  gehende  Flächen  2.  Ordnung  be- 
gegnen einander  in  8  Punkten,  von  denen  jeder  durch  die  7 
andern  bestimmt  ist,  so  dass  jede  durch  7  von  diesen  Punkten 
gelegte  Fläche  2.  Ordnung  auch  durch  den  achten  geht.  Durch 
7  Punkte  gehen  doppelt  unendlich  viele  Flächen  2.  Ordnung,  ein 
sogenanntes  Flächen  b  ündel  2.  Ordnung,  welches  offenbar 
auch  doppelt  unendlich  viele  Flächenbüschel  2.  Ordnung  enthält. 
Je  ein  solches   Büschel    wird    durch    alle  die  Flächen  zusammen- 


*)  Man  sehe  z.  B.  Herrn  Hesse's  Abhandluno::  Ueber  die  Dop- 
peltangenten der  Curven  4.  Ordnung  (Crelle's  Journal,  Band  49 
Seite  279)  und  Herrn  Geiser's  Abhandlung:  Einige  geometrische 
Betrachtungen  (Band  X  der  Vierteljahrsschrift  der  Züricher  Natur- 
forsch. Gesellschaft). 
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gesetzt,  die  ausser  durch  die  7  hestimuienden  Grundpunkte  des 
Bündels  (und  also  dnrcli  den  achten  durch  diese  geforderten) 
noch  durch  einen  hehehigen  ^veitern  Punkt  gehen.  Durch  je 
zwei  Flächen  des  Bündels  wird  ein  Büschel  hestininit;  alle  Flächen 
2.  Ordnung,  die  durch  ihre  Schnittcurve  gehen,  hilden  das  Büschel 
und  gehören  mit  zum  Bündel,  Zwei  verschiedene  Büschel  des 
Bündels  hahen  stets  eine  Fläche  gemein,  diejenige  nändich,  welche 
durch  die  7  bestimmenden  Grundpunkte  des  Bündels  und  die 
beiden  achten  weiteren  bestimmenden  Punkte  der  beiden  Büschel 
gehen.  Daraus  folgt,  dass  man  alle  Büschel  und  damit  auch  alle 
Flächen  des  Bündels  erhält,  wenn  man  jede  Fläche  eines  beliebig 
herausgegriflVnen  Büschels  des  Bündels  mit  jeder  Fläche  eines 
zweiten  beliebigen  Büs(  bels  zur  Bestimmung  eines  Büschels  zu- 
sammenstellt. 

Es  ist  bekanni,  dass  durch  jeden  Punkt,  der  den  Polarehenen 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  2  Flächen  2.  Ordnung  gemein  isl, 
auch  die  PolarebeiuMi  des  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
durch  jene  beiden  Flächen  bestimmten  Büschels  gehen.  Es  seien 
nun  F, ,  Fj,  F.^  drei  nicht  zu  demselben  Büschel  gehörige  Flächen 
des  Bündels.  Die  Polarebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  sie 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  77;  durch  diesen  müssen  also 
auch  die  Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  alle  Flächen  F'j.,  des 
Büschels  (i^i ,  F^)  und  auch  die  Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  7^-^,3  des  Büschels  {F^,  F^),  folglich  auch  die  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  der  Büschel  (T^'ij,  F■''^.^)  gehen.  Durch  diese 
Büschel  werden  aber  alle  Flächen  des  Bündels  erschöpft.  Als(4 
gehen  die  Polarebenen  jedes  Punktes  P  in  Bezug  auf 
sämmtliche  Flächen  eines  Bündels  durch  denselben 
Punkt  77,  welchen  man  den  coujugirten  Pol  jenes  Punk- 
tes in  Bezug  auf  das  Bündel  nennt.  Es  ist  einleuchtend, 
dass  der  Punkt  P  auch  der  conjugirte  Pol  von  77  ist. 
Ferner  erhellt,  dass,  wenn  in  einem  speciellen  Falle  einmal 
die  Polarebenen  eines  F'unktes  in  Bezug  auf  drei  nicht 
zu  demselben  Büschel  gehörige  Flächen  des  Bündels 
sich  nicht  blos  in  einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden 
begegnen,  dann  auch  die  Polarebenen  jenes  Punktes 
in  Bezug  auf  alle  übrigen  Flächen  des  Bündels  durch 
diese  Gerade  gehen,  so  dass  ein  solcher  Punkt  in  Bezug 
auf  das  Bündel  eine  conjugirte  Polare  hat.   Nun  ist  offen- 
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bar,  (lass  man  anstatt:  Iki rcli seh nitlsjmnkt  (in  speciellen  Fällen: 
Durchsclinittsgftrade)  der  Polaieltenen  eines  Punktes 
in  Bezug  auf  3  nicht  zu  dem  seihen  Büscliel  gehörige 
Flächen  2.  Ordnung,  sagen  kann:  conjugirter  Pol  (resp. 
in  speciellen  Fällen:  conjugirte  Polare)  des  Punktes 
in  Bezug  auf  das  durch  diese  3  Flächen  constituirte 
Flächenbündel  2.  Ordnung,  also  statt  der  obigen  Aus- 
drucksweise 2)  der  vierten  Steinerschen  Erzeugungsart  die  folgende 
anwenden  kann: 

2a)  Die  conjugirten  Pole  aller  Punkte  einer  Ebene 
in  Bezug  auf  ein  Flächenhündel  2.  Ordnung  erzeugen 
eine  cu bische  Fläche. 

Sind  nun  in  den  Ausdrucks  weisen  1)  und  2a)  das 
Flächenbündel  und  die  Ebene  identisch,  so  sind  auch 
die  betreffenden  cubischen  Flächen  identisch,  was  im 
Folgenden  bewiesen  werden  soll. 

Der  Pol  einer  Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  2.  Ordnung 
ist  der  Dnrchschnittspunkt  der  Polarebenen  dreier  beliebigen  nicht 
in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  der  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Fläche.  Conslruirt  man  so  den  Pol  der  Ebene  für  alle  Flächen 
de.-j  Bündels,  sich  stets  derselben  3  Punkte  bedienend,  so  erhält 
man  um  die  conjugirten  Pole  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  das 
Flächenhündel  drei  Ebenenbündel.  Die  Polarebenen  der  drei 
Punkte  in  Bezug  auf  die  Flächen  eines  in  dem  Flächenbündel 
enthaltenen  Flächenbüschels  bilden  um  die  conjugirten  Polaren 
der  Punkte  in  Bezug  auf  dieses  Büschel  3  Ebenenbüschel,  welche 
unter  einander  projectivisch  sind,  weil  sie  alle  drei  dein  Flächen- 
büschel projectivisch  sind.  Also  entspricht  in  den  drei  Polar- 
ebenenbündein  jedem  Büschel  des  einen  ein  projectivisches  in 
jedem  der  beiden  andern;  mithin  sind  die  drei  Ebenenbündel 
unter  einander  (und  offenbar  auch  mit  dem  Flächenbündel)  col- 
linear.  Entsprechende  Ebenen  sind  die  Polarebenen  der  3  Punkte 
in  Bezug  auf  dieselbe  Fläche  des  Flächenbündels.  Der  Pol  also 
der  Ebene  der  drei  Punkte  in  Bezug  auf  diese  Fläche  ist  Durch- 
schnittspunkt dreier  entsprechenden  Ebenen  dreier  collinearen 
Ebenenbündel,  folglich  ist  der  Ort  der  Pole  der  Ebene  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  des  Bündels  nach  der  Grassmannschen  Erzen- 
gungsweise  eine  cubische  Fläche  F"^.  Diese  Fläche  gehtauch 
durch  die  Grundpunkte  der  erzeugenden  Ebenenbündel,  d.  h.  durch 
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die  conjugirten  Pole  der  drei  beliebig  gewälilten  Punkte  der  Ebene 
in  Bezug  auf  dns  Fläclienbündel.  Jede  drei  andere  nicht  in  ge- 
rader Linie  liegenden  Punkte  »1er  Ebene  hätten  ebenso  gut  die 
Pole  derselben  für  die  verschiedenen  Flächen  geliefert;  also  er- 
giebt  sich,  dass  auf  der  cubischen  Fläche,  welche  der  Ort  dieser 
Pole  ist,  auch  die  conjugirten  Pole  sämmtlicher  Punkte  der  Ebene 
in  Bezug  auf  das  Bündel  liegen.  Mithin  haben  wir  folgenden 
Satz  erhalten: 

Der  Ort  der  Pole  eiuei-  Ebene  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  Flächen  eines  Bündels  2.  Ordnung  ist  mit 
dem  0 1'  t  e  der  conjugirten  Pole  der  e  i  n  z  e  I  n  e  u  Punkte 
der  Ebene  in  Bezug  auf  das  Bündel  identisch  und 
zwar  ist  er  eine  Fläche  3.  Ordnung. 

Wir  hätten  naiürlich  auch  umgekehrt  zuerst  beweisen  können, 
dass  der  (ht  der  conjugirten  Pole  der  einzelnen  Punkte  einer 
Ebene  in  Bezug  auf  ein  Fläclienbündel  2.  Ordnung  eine  cubis(  he 
Fläche  ist,  auf  der  dann  auch  die  Pole  der  Ebene  in  Bezug  auf 
die  einzelnen  Flächen  des  Bündels  liegen.  Jeder  conjugirle  Pol 
ist  ebenfalls  Durchschnittspunkl  dreier  entspiechenden  Ebenen 
dreier  collinearen  Ebeuenbündel,  welche  durch  die  Polarebenen 
aller  Punkte  der  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  3  conslituirende 
Flächen  des  Bündels  gebildet  werden,  (irnndpunkle  der  Ebenen- 
bündel sind  die  Pole  dei-  Ebene  in  Bezug  auf  diese  3  Flächen, 
an  deren  Stelle  man  ja  jede  beliebige  drei  andere  nicht  durch 
dieselbe  Baunicurve  4.  Ordnung  gehenden  Flächen  des  Bündels 
setzen  kann. 

Der  oben  ausgesprochene  Salz  ist  ein  Analogon  zu  den  bei- 
den folgenden  allgemein  bekannten: 

1)  Der  Ort  der  conjugirten  Pole  der  Punkte  einer 
Geraden  in  Bezug  auf  ein  (mit  der  Geraden  in  der- 
selben Ebene  liegendes)  Regelschnittbüschel  ist  mit 
dem  Orte  der  Pole  der  Geraden  in  Bezug  auf  die  ein- 
zelnen Kegelschnitte  des  Büschels  identisch,  näm- 
lich ein  Kegelschnitt:  „der  der  Geraden  in  Bezug 
auf  das  Kegelschnittbüschel  zugeordnete  Polkegel- 
schnitt." 

2)  Der  Ort  der  conjugirten  Polaren  der  Punkte 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  ein  Flächenbüschel  2.  Ord- 
nung  ist    mit    dem    Orte   der    reeiproken  Polaren   der 
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Geraden  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Flächen  des  Bü- 
schels identisch,  nämlich  ein  Ilyperholoid,  dessen 
eineSchaar  durcli  die  conjugir ten  und  dessen  andere 
Sc  haar  durch  die  reciproken  Polaren  gehildel  wird: 
„das  der  Geraden  in  Bezug  auf  das  Fläch enh  üschel 
2.  Ordnung  zugeordnete  Polarhyperholoid." 

Die  cuhische  Fläche,  mit  der  wir  es  hier  zu  thun  liahen, 
könnte  also  die  der  Ehene  in  Bezug  auf  das  Flächen- 
hündel  2.  Ordnung  zugeordnete  cuhische  Pol  fläche 
heissen. 

15.  Die  Pole  einer  Ehene  in  Bezug  auf  sämmtlirhe 
Flächen  eines  Büschels  2.  Ordnung  hilden  eine  Baum- 
curve  3.  Ordnung  Z^,  denn  sie  sind  die  Durchschnittsptuikle 
dreier  entsprechenden  Ebenen  dreier  projectivischen  Ehenenhüschel, 
welche  durch  die  Polarebenen  dreier  beliebigen  nicht  in  gerader 
Linie  liegenden  Punkte  der  Ebene  in  Bezug  auf  sämmtliche 
Flächen  des  Büschels  gebildet  werden;  diese  Curve  mag  heissen 
die  cuhische  Polen rve  der  Ebene  in  Bezug  auf  das 
Büschel. 

Ebenso  liegen  die  conjugirlen  Pole  der  Punkte 
e i n  e r  G  e r a d  e n  in  Bezug  a  u  f  e i n  F 1  ä c h e n b  ü  n  d  e  1  2.  0 r d - 
nung  auf  einer  Baum  curve  .3.  Ordnung  i¥^  denn  jeder 
solche  conjugirte  Pol  ist  Durchschnittspunkl  dreier  entsprechen- 
den Ebenen  der  drei  projectivischen  Ebenenbüschel,  welche  durch 
die  Polarebenen  der  Punkte  der  Geraden  in  Bezug  auf  drei  nicht 
zu  demselben  Büschel  gehörige  Flächen  des  Bündels  gebildet 
werden;  diese  Baumcurve  werde  cuhische  Pol  curve  des 
Flächenbündels  in  Bezug  auf  die  Gerade  genannt. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  sowohl  die  cubischen  Pol- 
en rven  der  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Büschel  des 
Flächenbündels  C,  als  auch  die  cubischen  Polen  rven 
des  Bündels  in  Bezug  auf  sämmtliche  Geraden  der 
Ebene  i?auf  der  derEhene^in  Bezug  auf  dasFlächen- 
hündel  C  zugeordneten  cubischen  Pol  fläche  liegen. 

G 0 n s t r u i r t  man  zu  zwei  Punkten  P'  und  P"  in  Be- 
zug auf  alle  Büschel  eines  Flächenbündels  2.  Ord- 
nung die  conjugirten  Polar en,  so  bilden  diese  um  die 
conjugirten  Pole  77'  und  77"  von  P'  und  P"  in  Bezug 
auf   das    Bündel    zwei    collineare    Strahlenbündel,   in 
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denen  sich  die  conjngirten  Polaren  von  P'  nnd  P"  in 
Bezng  auf  dasselbe  Biiscliel  enlspreciien.  Nur  ein- 
l'arli  iinendlicli  viele  entsprechenden  Strahlen  be- 
gegnen einander,  nnd  ihre  Begegnung spn nkte  bilden 
nach  Seydewitz  eine  cubische  Baunicurve  N'\  welche  auch 
durch  die  conjugirten  Pole  W  und  Tl",  die  Grundjuuikte  der  sie 
erzeugenden  Sirahlenbündel,  geht.  Es  mögeu  mm  P'  nnd  P" 
auf  E  liegen  und  ihre  conjugirten  Polaren  n'  nnd  n"  in  Bezug 
auf  das  Büschel  S  des  Bündels  C  einander  in  77  begegnen,  so 
gehen  doch  durch  77  die  Polarebenen  von  P'  und  P"  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  von  Z.  Da  nun  die  Polaren  eines  dritten 
Punktes  P"'  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  die  Flächen  von  Z  ein 
Büschel  bilden,  so  geht  eine  von  ihnen  —  es  sei  die  in  Bezug 
auf  die  Fläche  F'  von  E  —  durch  77,  so  dass  in  77  die  Polar- 
ebenen der  3  Punkte  P'  P'  P'"  auf  E  in  Bezug  auf  F'  zu- 
samnienslossen,  also  77  der  Pol  von  E  in  Bezug  auf  F'  d.  i.  in 
B«'ziig  auf  eine  Fläche  des  Bündels  C  ist;  also  ist  77,  ein  IMuikt 
von  iV'^,  ein  Punkt  der  Polfläche;  folglich  liegt  die  ganze 
Cur  VC  iV^  auf  der  Pol  fläche. 

Da  durch  77  die  Polarebenen  von  P'  und  P"  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  des  Büschels  Z  gehen,  so  müssen  auch  die  Polar- 
ebenen von  77  in  Bezug  auf  dieselben  durch  P'  nnd  P'\  also 
durch  die  ganze  Gerade  P'  P" ,  mithin  auch  wiederum  die  Polar- 
ebenen aller  Punkte  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  die  Flächen 
des  Büschels  Z  und  demnach  auch  die  conjugirten  Polaren  die- 
ser Punkte  in  Bezug  auf  das  Büschel  Z  durch  77  gehen. 

Treffen  sich  mithin  die  conjugirten  Polaren  zweier 
Punkte  in  Bezng  auf  ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung 
in  einem  Punkte,  so  gehen  durch  diesen  auch  die 
conjugirten  Polaren  aller  andern  Punkte  der  Verbin- 
dungsgeraden jener  beiden  Punkte.  Im  Allgemeinen  bil- 
den nun  die  conjugirten  Polaren  aller  Punkte  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung  die  Geraden  der  einen 
Schaar  eines  Hyperboloids,  des  der  Geraden  in  Bezug  auf  das 
Büschel  zugeordneten  Polarhyperboloids,  dessen  andere  Schaar 
durch  die  reciproken  Polaren  der  Geraden  in  Bezug  auf  die  ein- 
zelnen Flächen  des  Büschels  gebildet  wird.  Dieses  Hyperboloid 
ist  mithin  in  unserm  Falle  in  einen  Kegel  2.  Ordnung  dege- 
nerirt;  beide  Schaaren  haben  sich  untereinander  vermengt,  d.  h. 

Sturm.  Flächen  3.  Ordnung-.  3  ' 
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jede  Kante  des  Kegels  ist  sowohl  eine  conjugirte,  als  auch  eine 
reciproke  Polare,  und  alle  conjugirten  und  reciproken  Polaren 
gehen  durch  den  Scheitel  des  Kegels. 

Also:  Unter  den  doppelt  unendlich  vielen  Polar- 
hype i"  b  o  1  o  i  d  e  n  einer  G  e  r  a  d  e  ii  i  n  Bezug  a  u  f  a  1 1  e  Büschel 
eines  Flächenbündels  2.  Ordnung  befinden  sich  ein- 
fach unendlich  viele  Kegel  2.  Ordnung;  ihre  Scheitel 
erzeugen  eine  c  u  b  i  s  c  h  e  R  a  u  m  c  u  r  v  e  N^,  die  \\  ir  d  i  e 
cu bische  Polar curve  der  Geraden  in  Bezug  auf  das 
Bündel  nennen  können.  Da  jedenfalls  die  conjugirte  Polare 
eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  Büschel  des  Bündels  durch  den 
conjugirten  Pol  des  Punktes  in  Bezug  auf  das  Bündel  geht,  so 
geht  auch  das  Polarhyperboloid  einer  Geraden  in  Bezug  auf  ein 
Büschel  des  Bündels  durch  die  cubische  Poicurve  3P  des  Bündels 
in  Bezug  auf  die  Gerade;  also  die  Polarhyperboloide  einer  Ge- 
raden in  Bezug  auf  sämmtliche  Büschel  des  Bündels  haben  diese 
cubische  Raumcurve  -1/-^  gemein.  Betrachten  wir  blos  diejenigen 
Büschel  des  Bündels,  welche  eine  Fläche  F^  gemein  haben,  so 
ist  den  Polarhyperboloiden  der  Geraden  in  Bezug  auf  diese  Büschel 
noch  die  reciproke  Polare  der  Geraden  in  Bezug  auf  F^  gemein, 
also  bilden  die  sämmtlichen  solchen  Polarhyperboloide  einBüschel, 
dessen  Grundcurve  aus  einer  Geraden  und  einer  cubischen  Raum- 
curve besteht.  Ein  solches  Büschel  enthält  2  Kegel.  Also  sind 
die  Büschel,  in  Bezug  auf  welche  die  Polarhyperbo- 
loide einer  G e i" a d  e  n  in  Kegel  ausarten,  im  Bündel  so 
V e r t h e i 1 1,  d a s s  j e d  e  Fläche  an  zwei  derartigen  Büscheln 
participirt. 

Es  fand  sich  oben,  dass  die  Curve  N^  durch  die  conjugirten 
Pole  TL'  und  77"  der  Punkte  P'  und  P"  in  Bezug  auf  das  Bün- 
del geht.  Aus  dem  Vorhergehenden  ist  klar,  dass,  wenn  die  con- 
jugirten Polaren  von  P'  und  P"  in  Bezug  auf  ein  Büschel  sich 
schneiden,  dann  in  demselben  Punkte  auch  die  conjugirten  Polaren 
aller  andern  Punkte  der  Geraden  P'  P"  zusammenkommen,  dass  also 
zur  Construction  der  Curve  A^  statt  der  Punkte  P',  P"  jede  zwei 
andere  Punkte  ihrer  Verbindungsgeraden  gewählt  werden  können, 
woraus  wir  dann  folgern,  dass  auf  N'^  die  conjugirten  Pole  aller 
Punkte  von  P'  P"  in  Bezug  auf  das  Bündel  liegen,  also  ^V^  ist 
mit  M^ ,  die  cubische  Poicurve  einer  Geraden  in  Be- 
zug a  uf  ein  Bündel  ist  mit  der cubischen  Poicurve  des 
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Bündels  in  Bezug  auf  die  Gerade  identisch.  Wir  ziehen 
für  ihre  Benennung  die  erstere  vor.  Diese  Curve  wird  ersicht- 
lich von  der  reciproken  Polaren  der  Geraden  in  Bezug  auf  jede 
Fläche  des  Bündels  in  2  Punkten  getroffen.  Ist  ein  Büschel  ein 
solches,  in  Bezug  auf  welches  das  Polarhyperboloid  der  Geraden 
in  einen  Kegel  degenerirt  ist,  .so  trifft  die  conjugirte  Polare  dieses 
Punktes  der  Geraden  in  Bezug  auf  dasselbe  die  Raumcurve  auch 
in  zwei  Punkten,  in  dem  Scheitel  dieses  Kegels  und  in  dem  con- 
[ugirten  Pole  des  Punktes  der  Geraden  in  Bezug  auf  das  Bündel. 
.4lle  diese  degenerirten  Polarhyperboloide  sind  also  die  Kegel, 
welche  die  cubische  Polcurve  der  Geraden  in  Bezug  auf  das 
Bündel  von  einem  ihrer  Punkte  projiciren, 

Suchen  wir  nun  zu  allen  Geraden  einer  Ebene  in 
Bezug  auf  dieselben  zwei  Flächen  2.  Ordnung  F'  und 
F"  die  reciproken  Polaren,  so  erhalten  wir  um  die  Pole 
;/ u  nd>"  d  er  Ebene  in  Bezug  auf  diese  beiden  F' lachen 
zwei  c 0 1 1  i n  e a r  e  S t r a  h  1  e n  b ü s c h  e  1 ,  in  denen  die  reci- 
proken Polaren  derselben  Geraden  einander  entspre- 
chen. Nur  einfach  unendlich  viele  entsprechenden 
Strahlen  schneiden  einander;  ihre  Schnittpunkte  bil- 
den eine  Raumcurve  3.  Ordnung  Q'^ ,  auf  der  auch  //  und 
p"  liegen,  die  Grundpunkte  der  erzeugenden  Strahlenbündel.  Es 
sei  die  Ebene  unsere  zur  Construction  der  cubischen  Polfläche 
verwandte  Ebene  E  und  die  beiden  Flächen  F'  und  F"  gehören 
zum  Bündel  C.  Es  sei  /  eine  Gerade  der  Ebene  E,  deren  reci- 
proke  Polaren  in  Bezug  auf  F'  und  F"  einander  treffen  und  zwar 
im  Punkte  p;  durch  p  gehen  mithin  die  Polarebenen  aller  Punkte 
von  l  in  Bezug  auf  F'  und  F" ;  die  Polarebenen  dieser  Punkte 
in  Bezug  auf  eine  dritte  Fläche  F'"  des  Bündels  C,  die  nicht 
ins  Büschel  {F\  F")  gehört,  bilden  um  die  reciproke  Polare  von 
/  in  Bezug  auf  F'"  ein  Ebenenbüschel,  mithin  geht  eine  dieser 
Polarebenen  —  es  sei  die  des  Punktes  a  auf  l  —  durch  p,  also 
gehen  durch  p  die  Polarebenen  von  a  in  Bezug  auf  F',  F" ,  F'", 
d.  h.  p  ist  conjugirter  Pol  von  a  in  Bezug  auf  das  Bündel  C, 
also  Punkt  der  cubischen  PolQäche  und  somit  gehört  die  ganze 
Curve  Q'^  der  Polfläche  an.  Wenn  aber  die  reciproken  Po- 
laren von  l  in  Bezug  auf  F'  und  F"  sich  begegnen,  so  kommen 
auch  mit  ihnen  in  denselben  Punkt  die  reciproken  Polaren  von 
/  in  Bezug  auf  die  übrigen  Flächen    des   Büschels  {F',  F")   zu- 

3* 
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sammen,  das  der  Geraden  /  in  Bezug  auf  dieses  Büscliel  ronju- 
girte  Polarliyperholoid  ist  Kegel  geworden.  Die  recipioke  Polare 
einer  Geraden  l  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  eine  Fläche  geht 
durch  den  Pol  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  dieselbe;  also  gehen 
die  Polarhyperboloide  aller  Geraden  der  Ebene  E  in 
Bezug  auf  das  Büschel  {F\  F")  durch  die  cu bische 
Pol  cur  ve  der  Ebene  in  Bezug  auf  dieses  Büschel,  und 
die  derjenigen  Geraden  der  Ebene,  welche  durch  denselben  Punkt 
gehen,  haben  noch  die  conjugirte  Polare  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  das  Büschel  gemein,  bilden  also  selbst  ein  Büschel,  dessen 
Grundcurve  aus  einer  Geraden  und  einer  cubischen  Baumcurve 
besteht  und  in  dem  es  mithin  2  Kegel  giebt. 

Also:  In  einer  Ebene  giebt  es  einfach  nn endlich 
viele  Geraden,  deren  co njugirte  Polar hy per boloide  in 
Bezug  auf  ein  F I ä c h e n b ü s c h e I  zweiter  Ordnung  in 
Kegel  ausarten.  Von  diesen  Geraden  gehen  je  zwei 
d u I' c h  einen  F^ u  n  k  t ,  so  d a s s  sie  einen  Kegelschnitt 
einhüllen.  Die  Spitzen  der  Kegel  bilden  eine  cubische 
Baumcurve  Q"^,  welche  man  die  dem  Büschel  zugeord- 
nete cubische  Polen  rve  in  Bezug  auf  die  Ebene  nennen 
kann.  NVir  fanden,  dass  auf  ihr  die  Pole  //  und  ;/'  der  Ebene 
E  in  Bezug  auf  F'  und  F"  liegen;  wenn  aber  die  reciproken 
Polaren  einer  Geraden  /  in  Bezug  auf  F'  und  F"  einander  in 
einem  Punkte  begegnen,  so  gehen  durch  denselben  auch,  wie 
schon  oben  gesagt,  die  reciproken  Polaren  von  l  in  Bezug  auf 
alle  andern  Flachen  des  Büschels  (F',  F");  also  statt  F'  und  F" 
können  wii'  zur  Consiruction  von  Q'^  jede  zwei  andere  Flächen 
von  [F',  F")  nehmen,  woraus  wir  schliessen,  dass  auch  die  Pole 
der  Ebene  E  in  Bezug  auf  alle  andern  Flächen  von  {F',  F")  auf 
Q'-^  liegen,  mithin  ist  Q'^  mit  L^,  die  cubische  Polen  rve 
eines  Büschels  in  Bezug  auf  eine  Ebene  mit  der  cubi- 
schen Pol  cur  ve  der  Ebene  in  Bezug  auf  das  Büschel 
identisch;  wir  behalten  den  letzteren  Namen  bei. 

Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  geht  also  auch  her- 
vor, dass  auf  der  einer  Ebene  E  in  Bezug  auf  ein  Flächenbündel 
2.  Ordnnn!^  C  zugeordneten  cubischen  Polfläche  zwei  Systeme  von 
doppell  unendlich  vielen  cubischen  Baumcurven  liegen,  nämlich 
die  cubischen  Polcurven  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  alle  Büschel 
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des  Bümlels  C  iiml   die   cubischeii    I'uicurveii   aller    Geraden  von 
E  in  Bezug  auf  das  Bündel  C. 

16.  Es  seien  F"^  und  F  ^^  die  den  Ebenen  E  und  E^  in  Be- 
zug auf  dasselbe  Elätlienbiindel  C  zugeordneten  cubisclien  Pol- 
fläclien.  Sie  durciisehneiden  sieb  in  einer  Baunicurve  9.  Ord- 
nung, von  der  ersichtlich  die  cubische  Polcurve  M^  der  Geraden 
[E,  Ej)  in  Bezug  auf  das  Bündel  C  ein  Tbeil  ist,  so  dass  sie  in 
diese  und  eine  Baumcurve  6.  Ordnung  Z"  zerfällt.  Fassen  uir 
beide  Flächen  als  Oerter  der  Pole  der  Ebene  E  resp.  E^  in  Be- 
zug auf  alle  Flächen  des  Bündels  auf,  so  ist  ein  Punkt  Ä  auf 
M^  oder  L'^  Pol  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  eine  Fläche  0  und 
Pol  der  Ebene  E^  in  Bezug  entweder  auf  eine  andere  Fläche  0^ 
oder  auf  dieselbe  Fläche  (P.  Findet  das  erstere  statt,  dann  geben 
die  Polarebenen  aller  Punkte  der  Geraden  {E,  E^)  sowohl  hi  Bezug 
auf  <2>,  als  in  Bezug  auf  (Pj,  als  auch  in  Folge  dessen  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  des  Büschels  (0,  0j)  durch  Z,  mithin  kommen 
auch  die  conjugirten  Polaren  aller  Punkte  von  [E,  Ey  in  Bezug 
auf  dieses  Büschel  in  X  zusammen.  Das  Polarhyperboloid  von 
{E,  £■,)  in  Bezug  auf  dieses  Büschel  ist  ein  Kegel  geworden,  des- 
sen Spitze  X  ist;  also,  da  das  Büschel  (0,  0^^)  zum  Bündel  C 
gehört,  liegt  der  Punkt  X  auf  der  cubischen  Polcurve  IIP  von 
{E,  El)  in  Bezug  auf  das  Bündel  C.  Folglich  müssen  alle  Punkte 
von  L''  die  Eigenschaft  haben,  Pole  von  E  und  Ej^  in  Bezug  auf 
dieselbe  Fläche  <5  zu  sein.  Es  giebt  aber  nur  eine  einzige  Art 
Flächen  2.  Ordnung,  welche  in  Bezug  auf  zwei  Ebenen  denselben 
Pol  haben.  Das  sind  die  Kegel  2.  Ordnung;  die  Spitze  eines 
Kegels  ist  Pol  aller  möglichen  Ebenen  in  Bezug  auf  ihren  Kegel 
(ausgenommen  derjenigen,  welche  durch  die  Spitze  selbst  gehen 
und  welche,  wie  wir  bald  sehen  werden,  in  Bezug  auf  den  Kegel 
nicht  blos  einen  Pol,  sondern  eine  Polare  haben).  Demnach  wird 
die  Curve  L^'  durch  die  Spitzen  der  Kegel  gebildet,  welche  sich 
im  Bündel  vorfinden.     Also: 

Die  Spitzen  der  Kegel,  die  in  einem  Bündel  2.  Ord- 
nung sich  befinden,  bilden  eine  Baumcurve  6.  Ord- 
nung. 

Da  diese  Curve  mit  einer  cubischen  Baumcurve  die  Durch- 
dringuugscurve  zweier  cubischen  Flächen  bildet,  so  ist,  wie  sich 
später  ergeben  wird,  ihre  Tangen  teuf  lache  16.  Ordnung 
und  30.  Klasse,   oder  nach   Herrn    Salmon's  Ausdrucksweise, 
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die  Curve  ist  von  der  6.  Ordnung,  vom   16.  Range  und  von 
der  30.  Klasse. 

Die  allen  möglichen  Ebenen  in  Bezug  auf  dasselbe 
Flächenbiindel  2.  Ordnung  zugehörigen  cu  bischen 
Polflächen  haben  alle  die  Kegelspitzencurve  des  Bün- 
dels gemein,  während  sonst  noch  je  zwei  solche  Pol- 
flächen sich  in  der  der  Schnittgeraden  der  Ebenen, 
denen  sie  zugehören,  in  Bezug  auf  das  Bündel  zuge- 
ordneten c  u  b  i  s  c  h  e  n  P  o  1  c  u  r  V  e  durchschneiden,  va  e  I  c  h  e 
Polcurve  sich  offenbar  mit  dieser  Schnitlger  ad  en 
ändert. 

Fassen  wir  nun  die  den  beiden  Ebenen  E  und  E^^  zugehö- 
rigen Polflächen  F"^  und  F^^  als  Oerter  der  conjugirlen  Pole  aller 
Punkte  der  Ebene  E  resp.  £",  in  Bezug  auf  das  Bündel  auf,  so 
ist  ein  beiden  Flächen  gemeinsamer  F'unkt  X  entweder  conjugir- 
ter  Pol  desselben  Punktes  auf  E  und  E^,  also  auf  [E,  E^),  oder 
conjugirler  Pol  eines  Piniktes  a  auf  E  und  eines  Punktes  a^  auf 
Ey.  Im  ersteren  Falle  liegt  er  auf  der  cubischen  Polcurve  der 
Geraden  [E,  E^  in  Bezug  auf  das  Bündel,  welche  wir  hier  in 
ihrer  anderen  Bedeutung  auffassen. 

Ein  Punkt  X  also  auf  Z*"  muss  sowohl  conjugirter  Pol  von 
a,  als  von  üy  sein,  folglich  müssen  die  Polarebenen  eines  solchen 
Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Bündels  durch  a  und  öj, 
also  durch  die  Gerade  aa^  gehen.  Ein  Punkt  X  auf  L^  hat 
mithin  in  Bezug  auf  das  Bündel  nicht  blos  einen  con- 
jugirten  Pol,  sondern  eine  conjugirte  Polare.  Die  Po- 
larebenen von  X  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Bündels,  die  durch 
X  selbst  gehen  und  ein  Büschel  bilden,  sind  die  Tangentenebenen 
an  dieselben  in  X ,  müssen  also,  da  sie  alle  durch  X  und  die 
conjugirte  Polare  von  X  gehen,  identisch  sein,  so  dass  sich  diese 
Flächen  alle  in  X  berühren,  die  Grundcurve  ihres  Büschels  dort 
einen  Doppelpunkt  hat,  mithin  in  denselben  die  Spitze  eines  zum 
Büschel  gehörigen  Kegels  fällt.  Wir  kommen  auch  hier  zu  dem 
Resultat:  Die  Curve  L^  enthält  die  Spitzen  der  Kegel 
des  Bündels,  und  diese  Spitzen  sind  zugleich  die- 
jenigen Punkte,  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  alle. 
Flächen  des  Bündels  durch  eine  Gerade  gehen.  Die 
conjugirte  Polare  einer  solchen  Kegelspitze  in  Bezug 
auf  ein  Büschel,  an  de m  ihr  Kegel  p a r t i c i p i i' t ,  e r w e i - 
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tert  sicli  zu  einer  Ebene,  denn  die  Spitzen  der  4  Kegel 
eines  Biiscliels  liaben  je  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  "Büschels 
dieselbe  Polaiebene.  Alle  diese  Ebenen  für  die  verschie- 
denen Büschel  des  Bündels,  zu  denen  der  Kegel  ge- 
hört, drehen  sich  um  die  conjugirte  Polare  der  Spitze 
in  Bezug  auf  das  Bündel,  [liese  Gerade  ist  für  alle 
Büschel  des  Bündels,  zu  denen  der  Kegel  nicht  ge- 
hört, die  conjugirte   Polare  von   dessen  Spitze. 

17.  Die  Baum  cur  ve  Z**,  also  die  Curve  der  Spitzen  der 
im  Bündel  C  vorkommenden  Kegel  oder  die  Curve  der  Punkte, 
welche  in  Bezug  auf  das  Bündel  eine  conjugirte  Polare  haben, 
schneidet  die  Ebene  E,  deren  cubische  F'olfläche  F"^  in  Be- 
zug auf  C  wir  von  nun  allein  betrachten,  in  6  Punkten  T\, 
^2'  ^3'  ^4'  ^5'  ^i)'  vv eiche  die  Spitzen  von  6  Kegeln  k\, 
K.^,  K^,  K^,  K^,  A\-  des  Bündels  sind.  Diese  6  Punkte 
haben  conjugirte  Polaren  d.  h.  zu  Geraden  erweiterte 
Pole  in  Bezug  auf  das  Bündel,  und  da  die  Punkte  V  auf 
jE  liegen,  so  müssen  diese  6  Geraden  li,  1-2,  I3,  l.i,  l^,,  Iq  auf 
F^  liegen.  Wir  fragen  uns  nun,  nachdem  wir  Punkte  auf  E 
gefunden  haben,  deren  conjugirte  Pole  sich  zu  conjugirten  Po- 
laren erweitert  haben,  ob  es  nicht  im  Bündel  ebenso 
Flächen  giebt,  in  Bezug  auf  welche  die  Pole  der  Ebene 
E  sich  zu  Geraden  (Polaren)  erweitern,  welche  dann 
auch  auf  F^  liegen. 

Unter  der  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  einen 
Kegel  2.  Ordnung  muss  man  doch  die  Ebene  verstehen,  welche 
durch  die  beiden  Kanten  geht,  in  denen  der  Kegel  durch  die 
beiden  von  dem  Punkte  an  ihn  gelegten  Tangentenebenen  be- 
rührt wird.  Darausist  klar,  dass  alle  Punkte  einer  von  der 
Spitze  des  Kegels  ausgehenden  Geraden  dieselbe  Po- 
lar ebene  in  Bezug  auf  den  Kegel  haben,  so  dass  wir  von 
der  Polarebene  einer  solchen  Geraden  sprechen  können, 
der  Erweiterung  der  gewöhnlichen  reciproken  Polare.  Wollen 
wir  nun  den  Pol  einer  durch  die  Spitze  des  Kegels  gehenden 
Ebene  E  in  Bezug  auf  den  Kegel  haben,  so  suchen  wir  den 
Durchschnitt  der  Polarebenen  dreier  nicht  in  gerader  Linie  liegen- 
den Punkte  von  E  in  Bezug  auf  den  Kegel.  Zwei  von  diesen 
Punkten  lassen  wir  mit  der  Spitze  in  gerader  Linie  liegen,  so 
dass    sie    dieselbe    Polarebene    haben;    weil    also  zwei   von    den 
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3  Polarebeiien  identisch  sind,  ist  ihr  Durchschnitl  eine  durch  die 
Spitze  gehende  Gerade  p,  welche  mithin  der  zu  einer  Gera- 
den erweiterte  Pol  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  den 
Kegel  ist.  Offenbar  ist  E  die  (zur  Ebene  erweiterte  recii)roke 
Polare)  Polarebene  von  p.  Also  jj  und  E  können  in  Bezug  auf 
den  Kegel  reciprok  genannt  werden.  Die  Gerade  p  ist  übrigens 
auch  die  reciproke  Polare  aller  Geraden  der  Ebene  E,  die  nicht 
durch  die  Spitze  des  Kegels  gehen. 

Die  reciproken  Polaren  nun  der  Ebene  E  in  Bezug 
auf  die  6  Kegel  A',  die  ihre  Spitzen  aufi^  haben,  seien 
P\>  P-2'  P^y  Pi'Ph'Piy  ^^^  sind  als  erweiterte  Pole  der 
Ebene  ^  in  Bezug  auf  6  Flächen  des  Bündels  6  neue 
Geraden  der  cubischen  Polflüche  F'K 

Betrachten  wir  nun  noch  die  cubischen  Pole  urven  der 
Ebene  E  in  Bezug  auf  gewisse   Büschel  des  Bündels  C,  Curven, 
welche  auf  F^  hegen,  also  z.   B.  in   Bezug   auf  ein  Büschel 
By"^,  an  dem  der  Kegel  K^  p a r t i c i p i r t.     hn  Allgemeinen  ist 
diese  Curve  eine   ungetheilte   Baumcurve  3.  Ordnung;   in  diesem 
speciellen  Falle,  wo  zum  Büschel  ein  Kegel  gehört,  dessen  Spitze 
auf  E  liegt,  hat  sich  einer  der  Pole,  die  die  Curve  erzeugen,  zu 
einer  Geraden   erweitert,    nändich  E  hat   in  Bezug  auf  K^   nicht 
einen  Pol,  sondern  die  Polare  p^,  also  besteht   die  cubische 
Raumcurve  aus  der  Geraden /^^  und  einem  von  ihr  ein- 
mal   getroffenen    Kegelschnitte   S{^.      \Yie   dieser   Kegel- 
schnitt entsteht,  können  wir  bald  erkennen.     Die  Pole  der  Ebene 
E  in  Bezug   auf  die  einzelnen   Flächen  von  B^^  Gnden  wir,  wie 
immer,  als  Durchschnittspunkte  der  Polarebenen  dreier  beliebigen 
nicht  in  gerader  Linie  hegenden  Punkte  von  E  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  Flächen,  oder  auch  als  Durchschniltspunkte   der  Polar- 
ebene eines  beliebigen  Punktes  auf  E  mit  der  reciproken  Polare 
einer  nicht  durch   diesen  Punkt   gehenden,    sonst   behebigen   Ge- 
raden m  in  der  Ebene  E  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Flächen  des 
Büschels  B{^.     Wir  wählen  zu   jenem  Punkte    die  Spitze    1\  des 
Kegels  ATj ;  dieser  hat  stets  dieselbe  Polarebene  JIj^  in  Bezug  auf 
alle  Flächen  von  J?^-^,  so  dass  der  gesuchte  Ort  der  Durchschnitt 
der  Ebene  i7j^  mit  dem  Orte   der  reciproken  Polaren   von  m  in 
Bezug  auf  die   einzelnen  Flächen  von  B^'^ ,   also  mit   dem  Polar- 
hyperboloide H^""   von   m  in  Bezug  auf  5f^,    folglich   ein   Kegel- 
schnitt S^"  ist.    Die  Ebene  77^^  geht  offenbar  durch  die  conjugute 
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Polare  ly  des  J'unkles  Fj  in  Bezug  auf  das  Bündel ;  also 
trilTt  Si'^  die  Gerade  l^  zweimal,  während  er  der  Geraden  p, 
einmal  begegnet.  Die  Polarhyperboloide  J^j^  der  Geraden  m  in 
Bezug  auf  alle  Büschel  5,'^,  an  denen  Is.\  partlcipirt,  bilden,  wie 
früher  bewiesen,  selbst  ein  Büschel,  also  da  auf  ihnen  (und  auf 
den  Ebenen  TI^^,  die  sich  um  /,  drehen)  beziehlich  die  Kegel- 
schnitte Sy"^  liegen,  so  erzeugen  diese  mit  ihren  Schnittpunkten- 
paaren auf  ly  eine  Involution.  Dasselbe  gilt  für  die  anderen 
Geraden  1. 

Unter  den  Fläcbenbüscheln,  an  denen  Ii\  (ebenso  jeder  der 
5  übrigen  Kegel)  theilnimnit,  befinden  sich  5,  an  denen  noch  ein 
zweiter  der  6  Kegel  participiit  (dass  drei  der  (5  Kegel  demselben 
Büschel  angehören,  nniss  als  ein  specieller  Fall  betrachtet  wer- 
den). Suchen  wir  z.  B.  die  Polcurve  der  Ebene  E  in  Be- 
zug auf  das  Büschel  [Ky,  E^);  sie  zerfällt  offenbar  in 
die  beiden  Geraden  ^9,  und  p.^,  die  zu  Geraden  erweiterten 
Pole  von  £  in  Bezug  auf  A\  und  F.^,  und  noch  eine  dritte 
Gerade  Wj., ,  die  mit  py  und  p.^  eine  cubische  Polcurve  bilden 
soll,  also  beide  schneiden  muss.  Die  Pole  von  E  in  Bezug  auf 
die' einzelnen  Flächen  von  [K^,  K.,)  sind  die  Durchschnittspunkte 
der  Polarebenen  von  3  Punkten  der  Ebene  E :  Fj ,  V^  und  eines 
beliebigen  dritten  nicht  auf  F,  F2  liegenden  P'^  in  Bezug  auf  die 
einzelnen  Flächen.  F,  und  F^  haben  aber  als  Spitzen  von  Ke- 
geln, die  zum  Büschel  gehören,  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Büschels  dieselbe  Polarebene  resp.  IZj'^,  Tl^^ ,  so  dass  klar  ist, 
dass  die  gesuchten  l'olesämnitlich  auf  der  Geraden  w,2  =  (n,^,  77.,^) 
liegen.  3Ian  wird  leicht  erkennen,  dass  diese  Gerade  die  Ver- 
bindungsgerade der  Spitzen  der  beiden  übrigen  Kegel  ist,  die  sich 
im  Büschel  [K^,  K.^  noch  befinden,  welche  ja  die  reciproke  Po- 
lare von  F,  F.,  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  ist.  TZj- 
geht  durch  ly,  ebenso  JZ.^'  durch  Z.^,  also  trifft  /^j.,  nicht  blos  py 
und  /?2'  sondern  auch  ly  und  l^.  Ersichtlich  ist  auch,  dass  m^y 
mit  n>y2  identisch  ist,  so  dass  es  15  Gerade  w  giebt. 
n^  ist  Polarebene  von  Vy  in  Bezug  auf  alle  Flächen  von  [K^ ,  K^, 
also  auch  auf  K.,,  mithin  geht  sie  durch  die  Polare  p.,  der  Ebene 
E  in  Bezug  auf  K.,,  folglich  liegen  in  ihr  ly  und  p.^,  die  beide 
der  ^12  begegnen,  somit  ist  p.^_  Wj,  ein  Geradenpaar,  das  ly  be- 
gegnet (ein  degenerirter  Kegelschnitt  Sy"").  Also  die  5  Geraden- 
paare, die  /j  treffen,  sind: 
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P2^n>  Ps  ^'13'  Pi  ^f^w  Pb  ^^ib'  Pe  «'16- 
Aehnlich  bei  den  übrigen  Geraden  /. 

Ebenso  mögen  nun  nocb  die  cubiscben  J*olciirven  ge- 
wisser Geraden  der  Ebenem  in  Bezug  auf  das  Bündel 
belracbtel  \verden ,  Cur\  en ,  die  ebenfalls  auf  der  cubiscben  Pol- 
fläche liegen.  Die  Geraden  seien  solcbe,  die  durch  eine 
der  sechs  Kegelspitzen  in  E  gehen;  z.  ß.  sei  A,-^  eine 
Gerade  in  E,  die  durch  F,  geht.  Ihre  Polcurve  zer- 
theilt  sich  offenbar  in  die  Gerade  /, ,  die  coiijugirte  Po- 
lare vou  F,  in  Bezug  auf  das  Bündel,  und  einen  von  /,  ein- 
mal getroffenen  Kegelschnitt  iVi^  der  sich  wiederum  leicht 
als  der  Durchschnitt  der  Polarebene  R^^  von  A,^  in  Bezug  auf 
Ky  und  des  Polarhyperboloids  /,-^  der  Geraden  X^^  in  Bezug  auf 
ein  beliebiges,  jedoch  den  Kegel  A",  nicht  enthaltendes  Büschel 
M  des  Bündels  ergiebt.  Jene  Polarebenen  aller  A^-^,  die  durch 
Fj  in  E  gehen,  drehen  sich  um  die  Polare  p^  von  E  in  Bezug 
auf  K^^ ,  so  dass  alle  iV^-^  der  Geraden  p^  zweimal  begegnen,  diese 
Polarhyperboloide  der  Aj-^  in  Bezug  auf  M  bilden  ein  Büschel, 
so  dass  die  Schnittpunktenpaare  der  Kegelschnitte  Ny''  auf  pj 
eine  Involution  bilden.     Dasselbe  gilt  für  die  anderen  Geraden /?. 

Die  Polcurve  e  i  n  e  r  G  e  r  a  d  e  n  X,  welche  zwei  Kegel- 
spilzen auf  E  verbindet,  z.  B.  J'y  V.,  besteht  offenbar 
aus  den  Geraden  /|  und  /^,  den  conjugirten  Polaren  der 
Punkte  F,  und  F^,  und  einer  dritten  von  beiden  getrof- 
fenen Geraden  /^j,  welche  sich  leicht  als  die  Schnittgerade 
der  Polarebenen  R^^  und  Äj^  ^^^'  Geraden  Fj  Fj  in  Bezug  auf 
üfj  und  Ji\  ergiebt.  Die  erstere  geht  ersichtlich  durch  py ,  die 
zweite  durch  p^,  also  trifft  ty-y  nicht  nur  /j  und  l^,  sondern  auch 
/?j  und  P2-  Die  Polarebene  R{^  von  Fj  Fj  in  Bezug  A',  ist 
auch  die  von  F2  in  Bezug  auf  ^, ,  also  geht  sie  durch  die  conjugirte 
Polare  /j  ^'on  F.^,  mithin  liegen  p^  und  l^  in  ihr  und  schneiden 
einander  und  ty.^,  folglich  ist  /.^  ij.,  ein  Geradenpaar,  das /j,  triflt, 
ein  degenerirter  Kegelschnitt  iVj*.  Die  5  Geradenpaare  also,  die 
Py  treffen,  sind 

Ebenso  bei  den  übrigen  Geraden  p. 

Aber  /, ,  als  Schnittlinie  der  Polarebenen  der  Verbindungs- 
geraden zweier  Kegelspitzen  in  Bezug  auf  diese  beiden  Kegel 
liegt  nothwendig  auch  in   den  Polarebenen  aller  Punkte  der  Ge- 
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rarlen  Fj  V.,  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  (A'j.ifj'l, 
also  ist  sie  die  reciproke  Polare  der  Geraden  Fj  V.,  in  Bezug 
auf  das  Büschel  d.  h.  die  Verhindungsgerade  der  Spitzen  der  bei- 
den übrigen  Kegel  dieses  Büschels,  folglich  identisch  mit  w,,, 
was  schon  daraus  hervorgeht,  dass  sowohl  Wj,^,  als  (^^  ^^^^  hPi' 
wie  auch  mit  /,  P],  in  einer  Ebene  liegen  sollen. 

Die  27  Geraden  der  cu bischen  Polfläche  der  Ebene 
A'  in  Bezug  auf  das  Bündel  C  sind  also:  1)  die  6  Ge- 
raden /,  die  conjugirten  Polaren  der  Spitzen  der  6 
Kegel  des  Bündels,  die  in  d e r  E b e n e  £"  1  i e g c n ,  2)  die 
6  Geraden^,  die  Polaren  der  Ebene  E  in  Bezug  auf 
<liese  6  Kegel,  und  3)  die  15  Geraden  w  od(M-  /,  die  ge- 
meinsamen reclproken  Polaren  der  V' er  bindungsge- 
rade n  j  e  z  vv  c  i  e  r  d  e  r  6  S  p  i  t  z  e  n  i  n  B  e  z  u  g  auf  a  1 1  e  E 1  ä  c  h  e  n 
des  Büschels,  dem  die  beiden  zugehörigen  Kegel  an- 
gehören, oder  auch  anders  gesagt,  die  Verbindungsgera- 
den der  Spitzen  der  beiden  übrigen  Kegel  in  jedem 
der  15  Büschel,  welche  durch  Zusammenstellung  der 
6  Kegel  zu  je  zweien  entstehen. 

TVa(i  schneidet  7VyS  («orin  y,6  von  a,  |3  verschieden  sind) 
in  dem  Pole  der  Ebene  JJ  in  Bezug  auf  die  Fläche  des 
Bündels  C,  die  den  beiden  Büscheln  {K u  K ß)  yn\<\  [K y  K s) 
gemeinsam  ist;  oder  auch  laß  trifft  tyd  in  dem  conju- 
girten Pole  des  Punktes,  in  dem  sich  Va  Vß  und  Vy  Fe 
treffen,  in  Bezug  auf  das  Bündel  C. 

18.  Diejenigen  Punkte  der  cubisclien  Polfläche,  welche  in 
der  Ebene  E  selbst  liegen,  sind  olfenbar  Berührungs|tunkle  von 
Flächen  des  Bündels  als  l'ole,  welche  in  ihre  Polarcbenen  fallen; 
also :  Unendlich  viele  Flächen  des  Bündels  bei- ü h r e n  die 
Ebenem  (und  so  jede  beliebige  Ebene)  und  die  Berühr  ungs- 
punkle  bilden  eine  cubische  Curve.  Alle  die  Flächen, 
welche  berührt  werden,  werden  von  E  in  Geradenpaaren  geschnit- 
ten, folglich  ist  diese  cu  bische  Curve  der  Ort  der  Mittel- 
punkte der  Geradenpaare  des  Kegelschnittnetzes,  in 
dem  das  Flächenbündel  durch  E  geschnitten  wird, 
also  die  Tripelcurve  dieses  Netzes,  was  sich  auch  aus 
der  andern  Entstehungsweise  der  Polfläche  ergiebt.  Die  Punkte 
nämlich  derselben,  die  in  E  liegen,  sind  solche,  hi  denen  sich 
die  Polarebenen  von  Punkten   von  E  in  Bezug   auf  alle  Flächen 
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des  ßimdels,  inilliiii  aiicli  die  Polaren  von  Punkten  von  E  in 
Bezug  aul  die  Kegelsclinitle  des  Netzes  schneiden,  also  die  Tripei- 
kuive  des  Netzes  wegen  ihrer  andern  Eigenschaft,  auf  der  übri- 
gens auch  die  Punkte,  für  welche  dies  geschieht,  sich  befinden. 
In  der  That,  wenn  der  conjugirte  Pol  Tl  des  Punktes  P  der 
Ebene  E  auf  E  fällt,  so  gehört  ja  auch  P  als  conjugirter  Pol 
des  Punktes  TI  der  Ebene  auf  die  Polfläche. 

Also  je  zwei  Punkte  der  Durchsch  nittscurve  der 
Polfläche  mit  der  Ebene  E  sind  einander  als  conju- 
girte Pole  zugeordnet.  Auf  der  Curve  liegen  auch  die  6 
Kegelspitzen  V  und  ihre  conjugirten  Pole  sind  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  /  mit  E. 

VI. 
Die  August  sehe  Erzeugungsart. 

19.  Die  Erzeugungsweise  der  cubischen  Flächen,  welche  Herr 
F.  August*;  anwendet,  ist  folgende:  Es  seien  A,  B,  C,  Ä^,  Bj, 
Cj  6  Ebenenbüschel;  die  Axen  der  drei  ersteren  und 
ebenso  die  der  drei  letzteren  schneiden  sich  im  All- 
gemeinen nicht.  Zwischen  A  und  A^,  B  und  5^,  C  und 
C,  sei  eine  projectivische  Beziehung  hergestellt.  Ist 
nun  noch  ^  eine  beliebige  Ebene  und  n  ein  Punkt 
derselben,  so  erzeugt  dieser  mit  jeder  der  Axen  ^,  5, 6' 
eine  Ebene  a,  b,  c,  denen  in  ^j,  B^,  C^  resp.  die  Ebenen 
a^  fei,  Cj,  entsprechen,  die  sich  im  Punkte  ttj  begegnen. 
Durchläuft  n  die  ganze  Ebene  5J5,  so  beschreibt  jr^eine 
Oberfläche  3.  Ordnung  F^.  Der  sehr  einfache  synthetische 
Beweis,  der  sich  in  Herrn  Augusts  Abhandlung  nicht  findet,  ob- 
gleich darauf  hingewiesen  ist,  dass  er  sich  sehr  leicht  ergiebt, 
ist  dieser:  Alle  Punkte  einer  beliebigen  Geraden  L  erzeugen  mit 
den  Axen  Jp  ^],  Cj  Ebenen,  die  3  perspectivische  Büschel  bilden, 
denen  drei  projectivische  Büschel  um  A,  B,  C  entsprechen.  Die 
entsprechenden  Ebenen  der  letzteren  durchschneiden  einander  in 
den  Punkten  einer  cubischen  Baumcurve,  welche  also  die  Ebene  ^ 
dreimal  triflt.     Mithin  liegen  auf  L  drei  Punkte  von  F^.     In  Be- 


*)  Disquisitiones    de    superficiebus    tertii    ordinis.     Dissert.   inaug. 
Berolini  1862. 
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treff  der  Ableitung  der  27  Geraden  dieser  Fläelie,  zu  denen  anoli 
^i,  By,  C\  geliören,  verweisen  wir  auf  die  Abhandlung  selbst.  In 
dieser  ist  auch  sclion  (§  1 1)  auseinandergesetzt,  dass  die  Fläche 
auch  als  Ort  der  Durchschnitte  der  entsprechenden  Elenienle  eines 
Ebenenbüschels  und  eines  ihm  projectivischen  IJyperbolnidbüschels 
betrachtet  werden  kann,  dessen  Grundcurve  m\  windschiefes 
Vierseit  ist,  wie  dies  auch  schon  Herr  Schröter  am  Ende  seiner  Ab- 
handlung über  die  cubischen  Flächen  bemerkt  hat;  damit  ist  also 
diese  Erzeugungsart  auf  die  zweite  Steinersche  zurückgeführt. 


Zweites  Kapitel. 


Eigenschaften  der   cubischen    Fläche   hinsichtlich   der   auf 
ihr  befindlichen  Geraden  und  Curven. 

20.  Bei  der  ersten  Sleinerschen,  der  zweiten  Steinerschen 
und  der  Grassmannschen  Erzeugiingsweise,  die  wir  als  die  liaupt- 
sächlichsten  aus  allen  sechs  behandeilen  hervorheben,  ist  streng 
nachgewiesen,  dass  ausser  den  27  Geraden,  die  sich  bei  allen 
ergeben,  keine  weitere  Gerade  auf  der  cubischen  Fläche  exislirl. 
Also  haben  wir  das  Theorem:  Auf  jeder  cubischen  Fläche 
giebl  es  27  Gerade.  Jede  derselben  wird  von  10  an- 
dern geschnitten,  von  denen  sich  wiederum  fünfmal 
je    2    schneiden,    so    dass    auf   der    cubischen    Fläche 

27  .  5  27  .  10 

— ^ — =45  DreieckeA  liegen  und  — ^ —  =  135  Schnitt- 

punkte  ö  von  Geraden  derselben  sich  befinden. 

Die  Ebenen  dieser  45  Dreiecke  berühren  offen- 
bar in  den  Ecken  ihres  Dreiecks  die  cu  biso  he  Fläche, 
denn  bei  jeder  durch  eine  solche  Ecke  in  der  Ebene  des  Drei- 
ecks gehenden  Geraden  fallen  zwei  Schnittpunkte  mit  der  Fläche 
in  die  Ecke  zusammen.  Eine  Ebene  kann  ferner  nur  dann  eine 
cubische  Fläche  dreifach  berühren,  wenn  ihr  Schnitt  mit  der- 
selben drei  Doppelpunkte  hat,  also,  da  er  eine  cubische  Curve 
ist,  in  3  Gerade  zerfällt.  Mithin  sind  die  45  Dreieckebe- 
nen die  einzigen  Flbenen,  welche  die  cubische  Fläche 
dreifach  berühren.  In  den  Nouvelles  Annales  de  Mathema- 
tiques,  tome  XX III  pag.  5  hat  Herr  von  Jonquieres  die  Anzahl  t 
der  dreifachen  Tangentenebenen  einer  Fläche  n**^'  Ordnung  be- 
stimmt. 

-«(n-2){M7— 4n6-f7«5— 45n^-i-114«=^— lll«2-f548«— 960}.*) 


*)  Man  sehe  auch  Salmon-Fiedler;  Analytische  üeometrie  des  Rau- 
mes, Band  II,  Seite  512. 
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Das  giebt  für  ti  =  3  ^=45;  in  der  Abhandlung  des  Herrn  von  Jon- 
quieres  irrtbümlich  1  =  135. 

Jede  durch  e i n e  G e r a d e  der  c u b i s c h e n  F 1  ä c h e  ge- 
legte Ebene  schneidet  diese  noch  in  einem  Kegel- 
schnitte, welcher  die  Gerade  in  2  Funkten  trifft.  In 
diesen  beiden  Punkten  wird  die  Fläche  von  der  Ebene 
berührt.  Wenn  eine  cubische  Fläche  von  einer  Ebene  doppelt 
berührt  werden  soll,  so  muss  die  Schnittcurv(!  von  Ebene  und 
Fläche  2  Doppelpunkte  haben,  also  sich  in  eine  Gerade  und  einen 
Kegelschnitt  auflösen.  iMilhin  sind  die  durch  die  27  G  eraden 
der  cubischeu  Fläche  gelegten  Ebenen  die  einzigen, 
welche  die  cubische  Fläche  doppelt  berühren.  Also 
säuiuitliche  Do|>i)eltaugentenebenen  der  cubischeu  Fläche  bilden 
27  Ebeueubüschel,  mithin  eine  Abart  einer  abwickelbaren  Fläche 
27.  Klasse.  Allgeniein  ist  die  Klasse  der  developpableu  Fläche, 
welche  von  den  Doppeltangenlenebenen  einer  Fläche  «"'■^  Ord- 
nung eingehüllt  wird,    -ti  [n  —  1)  {n  —  2)  {71^  —  n-  -\-n—  12).  (Jon- 

(|uieres  a.  a.  0.)  Auch  Herr  Salmon  hat  diese,  wie  die  obige 
Formel  analytisch  entwickelt;  aus  der  letzteren  hat  er  im  Cam- 
bridge and  Dublin  Malhematical  Journal  vol.  IV,  da  in  jeder 
Doppellangenlenebene  der  cubischeu  Fläche  eine  Gerade  dersel- 
ben liegen  muss,  auf  die  Anzahl  der  Geraden  geschlossen. 

Die  cubische  Fläche  vierpunktig  berührende  Gerade  müssen 
offenbar  auf  der  Fläche  ganz  liegen,  da  sie  doch  eben  dieselbe 
in  4  Punkten  trelfeu;  also  wird  für  die  cubische  Fläche  die  Ord- 
lumg  der  Curve  der  Berührungspunkte  der  vierpunktig  berühren- 
den Geraden  identisch  sein  mit  der  Anzahl  der  Geraden  der  cu- 
bischeu Fläche.  Diese  Ordnung  ist  für  die  allgemeine  Fläche 
/<''■■  Ordnung  n  [yXn  —  24),  wie  dies  von  den  Analytikern  Sal- 
mon und  Clebsch  angegeben  ist,  die  auf  diese  Weise  auch  die 
Anzahl  der  Geraden  dqr  cubischeu  Fläche  berechneten. 

21.  Es  seien  /  und  m  zwei  Gerade  der  cn bischen 
Fläche,  die  einander  nicht  schneiden.  Jede  Gerade  der 
cid)ischen  Fläche  muss  in  jedem  der  Dreiecke  derselben  eine 
Gerade  treffen,  also  muss  l,  da  sie  m  nicht  trifft,  5  von  den 
Geraden,  welche  m  treffen,  und  zwar  ersichtlich  5  windschiefe 
schneiden. 

Es  giebt  also  stets  5  (windschiefe)  Gerade  auf  der 
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cubisclien  Fläche,  welche  zweien  windschiefen  l  und 
m  zugleich  begegnen.  Ausserdem  wird  jede  von  den  beiden 
Geraden  noch  von  5  geschnitten,  folglich  gieht  es  10  Gerade 
auf  der  Oberfläche  F^,  die  blos  einer  der  beiden  Ge- 
raden begegnen.  Also  bleiben  10  Gerade,  die  keiner 
von  beiden  begegnen.  Jede  (ierade  der  Fläche  wird  von 
10    andern    getroffen,    von    16   also    nicht,    mitliin    kann    man 

— - — =216nial  2  sich  nicht  schneidende  Gerade  der 

cubischen  Fläche  zusammenstellen.  Und  da  zu  je  2  sol- 
chen stets  noch  10  hinzugefügt  werden  können,   die    beide  nicht 

<v>  -1  216    .     10  i~c%r.    r^  •         O         •        1 

treffen,  so  wird  es =  <.^0  Gruppen  von  jeosicJi 

nicht  schneidenden  Geraden  der  cubischen  Fläche 
geben.  .Jede  solche  Gruppe  (Tripel)  liefert  ein  Hyperboloid,  das  die 
cubische  Fläche  in  einer  ähnlichen  Gruppe  schneidet,  die  als 
erste  betrachtet  eben  dasselbe  Hyperboloid  liefert.  (Man  sehe  Nr.  3.) 
Mithin  gieht  es  360  solcher  Doppeldreibyperboloide 
bei  jeder  cubischen  Fläche. 

Betrachten  wir  ein  Tripel  von  3  windschiefen  Geraden 
l,  m,  n  der  cubisclien  Fläche.  Da  gieht  es  eben  3  andere  eben- 
falls windschiefe  Geraden  A,  jn,  v,  deren  jede  alle  3  Geraden  /,  m,  n 
trifft,  die  andere  Gruppe  des  aus  /  m  n  hervorgegangenen  Doppel- 
dreihyperboloids. .Te  zwei  von  den  3  Geraden  l  m  ii  werden  zu- 
gleich von  5  Geraden  getroffen,  worunter  sich  natürlich  l  ^  v 
befinden;  also  bleiben  bei  einem  solchen  Dupel  fein  Dupcl  be- 
steht aus  2  sich  nicht  schneidenden  Geraden,  ein  Paar  aus  zwei 
sich  schneidenden)  blos  2  Gerade  übrig,  die  nur  die  beiden  Ge- 
raden des  Dupels  treffen,  und  da  das  Tripel  aus  3  Dupeln 
besteht,  giebt  es  also  ß  Gerade,  die  2  Gerade  des  Tripels  treffen. 
Jede  einzelne  Gerade  des  Tripels  wird  von  10  Geraden  getroffen,  zu 
denen  die  3  Geraden  A  u  i-,  die  alle  3  Geraden  des  Tripels  treffen, 
und,  da  die  Gerade  zu  2  Dupeln  des  Tripels  gehört,  auch  2  .  2=4 
Gerade  gehören,  welche  ausser  jener  Geraden  noch  eine  im  Tripel 
treffen.  Es  bleiben  also  niu-  3  Gerade,  die  blos  der  einen 
(ieraden  begegnen;  mithin  giebt  es  auf  der  Oberfläche  9  Gerade, 
welche  nur  eine  Gerade  des  Tripels  treffen.  Es  bleiben  folglich 
6  Gerade,  die  keine  Gerade  des  Tripels  treffen. 

Also  wird   ein  Tripel   von  3  windschiefen  Geraden 
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aus  den  27  herausgenommen,  so  giebt  es  unter  den  24 
übrigen  Geraden  3 ,  die  alle  3  Geraden  des  Tripels 
(das  Tripel  dreimal  oder  vollständig)  treffen,  G,  welche  nur 
2Gerade  des  Tripels  (das  Tripel  zweimal)  treffen,  9 ,  w  e  1  c  h  e 
es  nur  einmal  treffen,    6,  welche   es  gar  nicht  treffen. 

Das  letzte  Resultat  ergiebt  den  Satz: 

Von  den  27  Geraden  lassen  sich   — -^~  =  1080mal 

4 

je  4  windschiefe  zusammenstellen.  Es  seien  l  tn  ?i  p 
4  solche  Geraden.  Da  4  windschiefe  Geraden  der  cubischen  Fläche 
nicht  die  hyperboloidische  Lage  haben,  d.h.  zu  derselben  Schaar 
eines  Hyperboloids  gehören  und  also  nicht  von  unendlich  vielen 
andern  Geraden  sämmtlich  getroffen  werden  können,  so  muss 
hier  immer  der  allgemeine  Fall  eintreten:  Es  giebt  blos  2  (wind- 
schiefe) Gerade,  welche  alle  4  trelfen  und  welche,  weil  sie  eben 
die  cubische  Fläche  viermal  treffen,  auf  derselben  liegen. 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  vorher  beim  Tripel,  schliessen  wir 
auch  hier  weiter  und  finden  das  Resultat: 

Wird  eine  Gruppe  von  4  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  (ein  Quadrupel),  deren  es  bei  jeder  cubischen 
Fläche  1080  giebt,  aus  den  27  Geraden  herausgenom- 
men, so  giebt  es  unter  den  übrigen  23  G e i' a d e n  2 , 
die  das  Quadrupel  vollständig  treffen,  4  Gerade,  die 
es  dreimal  treffen,  6,  die  es  zweimal,  8,  die  es  ein- 
mal, und  3,  die  es  gar  nicht  treffen. 

.\us  dem  letzten  Resultate  schliessen  wir  wieder,  dass  jedes 

Quadrupel  3  Gruppen   von  5  zu    einander  windschiefen  Geraden 

1 080      ^ 

(Quintupel)  giebt,  so  dass  es  deren  — ^ — =  G48  giebt. 

o 

Es  sei  nun  Imnpq  ein  solches  Quintupel.  Die  beiden 
Geraden,  welche  dem  Quadrupel  l  m  n  p  vollständig  begegnen, 
seien  u' ^' \  sie  müssen  offenbar  mit  zweien  der  3  Geraden  l^v, 
welche  das  Tripel  Imn  vollständig  treffen,  identisch  sein;  z.  B. 
a'  mit  A,  |3'  mit  jtt.  Ebenso  seien  ß"|3"  die  beiden  Geraden  der 
cubischen  Fläche,  welche  das  Quadrupel  Imnq  vollständig  tref- 
fen; auch  sie  müssen  mit  zweien  der  3  Geraden  Ajitv  identisch 
sein;  also  entweder  ebenfalls  mit  l^,  oder  mit  l  v,  oder  mit  jtt  v. 
Da  nun  auch  Imnp  von  \\i  getroffen  werden,  so  wird  das  Quin- 

Stui  m,  Flächen  3.  Ordnung-.  ^ 
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tupel  Imnpq  entweder  von  beiden  Geraden  X^  vollständig  ge- 
troffen ,  oder  wenigstens  von  einer  Geraden  l  oder  a. 

Wir  iiaben  uns  nun  zu  überzeugen,  dass  wirklieb  Qnintupel 
von  beiden  Arten  sieb  auf  der  oubischen  Fläclie  vorfinden,  flass 
die  Existenz  eines  Quinlupels  der  einen  Art  auf  der  Fläcbe  die 
eines  von  der  andern  Art  nacb  sieb  zieht. 

Es  sei  Imnpq  ein  Qnintupel,  das  nur  von  einer  einzigen 
Geraden  l  vollständig  getroffen  wird.  Die  dritten  Geraden  in 
den  Ebenen  {II),  [mk),  {nX),  (pX),  {q  X)  seien  l^,  tn^,  tl^,  p^,  q^. 
Diese  bilden  offenbar  ebenfalls  ein  Qnintupel;  denn  von  den 
10  Geraden,  die  eine  Gerade  der  oubischen  Klächc  treffen,  — 
und  //,,  ?«Wj,  n??i,  ppi,  qqi  sind  die  10  Geraden,  die  X  treffen  — 
kann  jede  nur  eine  zweite  von  ihnen  treffen;  so  z.  ß.  /  nur  die 
/j,  sonst  keine.  Die  zweite  Gerade,  welche  dem  Quadrupel  Imnp 
ausser  X  begegnet  und  welche  offenbar  auf  F'-^  Hegt,  sei  ju.  Da 
f^mnpq)  nur  von  X  allein  vollsländig  gelronVu  wird,  so  trifft  ju 
nicht  q.  ft  und  X  als  2  Gerade,  die  demselben  Quadrupel  voll- 
ständig begegnen,  sind  windschief  gegen  einander;  X  kann  ja  über- 
dies von  keiner  Geradon  als  den  oben  genannten  zehn  getroffen 
werden,  also  trifft  jii  die  Gerade  q^,  da  sie  doch  eine  der  Ge- 
raden des  Dreiecks  Xqq^  treffen  muss.  Die  diitte  Gerade  in  dei 
Ebene  [^q{)  sei  ,h,.  In  jedem  der  Dreiecke  ll^X,  ?«/n,A,  nn^l, 
pp^  X  muss  jitj  eine  Seite  treffen.  X  kann  sie  aus  dem  eben  an- 
geführten Grunde  nicht  treffen.  Träfe  sie  aber  z.  B.  /,  so  würde 
/  nun  ^  und  ,«i  treffen,  also  in  der  Ebene  Uiii^)  die  dritte  Gera<le 
sein,  das  ist  aber  schon  q^.  Also  trifft  ^^  nicht  /,  folglich  /,. 
ebenso  m^,  ;«, ,  p^,  und  weil  sie  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene 
(ni^'j)  ist,  trifft  sie  auch  q^.  Mithin  trifft  ,«,  alle  5  Geraden 
/,  ?«|  «j  /)j  ^p  Diese  werden  also  von  2  Geraden  X  und  ju,^  voll- 
ständig getroffen.  Weil  fij  allen  5  Geraden  l^^m^n^p^q^^  begeg- 
net, kann  es  keiner  der  Geraden  Imnpq  begegnen,  denn  es 
giebt  eben  nur  eine  einzige  Gerade  auf  F"^,  die  z.  B.  den  beiden 
sich  schneidenden  Geraden  /  und  l^  begegnet,  das  ist  X.  Gäbe 
es  noch  eine  Gerade  Vj ,  die  keiner  der  Geraden  Imnpq  begeg- 
net, so  müsste  diese  auch,  weil  sie  X  nicht  begegnen  kann,  allen 
5  Geraden  l^  m^  n^p^  q^  begegnen,  so  dass  es  nun  3  Gerade  Aftj  v, 
gäbe,  die  dies  thäten,  was  nicht  möglich  ist,  da  5  windschiefen 
Geraden  der  cubischen  Fläche  höchstens  2  Gerade  begegnen 
können. 


Eigenschaften  der  cnbischen  Fläche  etc.  51 

Sind  dagegen  r  s  t  u  v  5  Gerade  der  Oberfläche  F^,  welche 
sämmtHch  von  2  Geraden  y  und  a  getroffen  werden  (die  natür- 
lich auch  auf  F^  liegen),  sind  ferner  r, ,  ^j,  /j,  «,,  f,  die  dritten 
Geraden  in  den  Ebenen  [rq),  [sq],  [Iq],  [uq],  [vq]  und  a^  die 
dritte  Gerade  in  der  Ebene  [av]  —  denn  a  trifft  ja  diesmal  auch 
alle  5  gegebenen  Geraden  — ,  so  lässt  sich  wieder  leicht  einsehen, 
dass  G,  die  Geraden  r^,Sj,/,,  j/j  trifft.  Also  ist  (T,  die  zweite 
Gerade  neben  q,  welche  den  4  Geraden  rj  ^j /,  »,  begegnet,  und 
wenn  irgend  eine  Gerade  ausser  q  den  5  Geraden  r,,  s^,  t^,  ?/j,  v^ 
begegnen  sollte,  so  könnte  es  eben  nur  a^  sein,  aber  ö,  trifft 
/',  also  trifft  sie  nicht  v^.  Mithin  giebt  es  ausser  q  keine  zweite 
Gerade,  die  allen  5  Geraden  r^  s^  t^  «i  r,  begegnet.  Nur  eine 
Gerade  aber,  die  dies  thun  würde,  könnte  es  sein,  welche  keiner 
der  5  Geraden  r  s  t  u  v  begegnet;  also  giebt  es  keine  Gerade, 
die  zu  r  s  t  u  V  windschief  ist.  Wohl  aber  giebt  es  eine  zn 
r,  5,  /j  u^  V,,  das  ist  g,  welche  ausser  q  alle  Geraden  r  s  l  u  r 
trifft,  jedoch  keine  zweite,  weil  es  ausser  q  und  6  nicht  noch 
eine  dritte  Gerade  geben  kann,  welche  alle  5  Geraden  rstuv 
trifft. 

Vertauschte  man  nun  q  und  g,  so  ginge  aus  dem  Quintupel 
rstuv  mit  zwei  schneidenden  Geraden  in  ähnlicher  Weise  noch 
ein  zweites  Quintupel  r,  s^  U  Uy  v.^  mit  einer  schneidenden  Ge- 
raden hervor. 

Also:  Hat  man  ein  Quintupel  auf  der  cu bischen 
Fläche,  welches  nur  von  einer  Geraden  vollständig 
getroffen  wird,  so  bilden  die  5  übrigen  Geraden,  die 
diese  Gerade  treffen,  ein  Quintupel,  welches  ausser 
von  dieser  Geraden  noch  von  einer  zweiten  Geraden 
vollständig  getroffen  wird.  Diese  zweite  Gerade  ist 
gegen  d  i  e  5  Geraden  des  ersten  Q  u  i  n  t  u  p  e  1  s  windschief, 
jedoch  nur  sie.  Es  giebt  keine  Gerade,  welche  gegen 
die  5  des  zweiten  Quintupels  windschief  ist. 

Hat  man  dagegen  ein  Quintupel  der  cubischen 
Fläche,  welches  von  2  Geraden  vollständig  getroffen 
wird,  so  bilden  je  die  5  übrigen  Geraden,  die  jeder 
von  diesen  s  c  h  n  e  i  d  e  n  d  e  n  G  e  r  a  d  e  n  noch  begegnen,  ein 
Quintupel,  das  ausser  von  der  betreffenden  Geraden 
von  keiner  zweiten  vollständig  getroffen  wird,  die 
andere  Gerade  liegt  für  die  5  Geraden  jedes  der  bei- 

4* 
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den  Quinlupel  windschief,  und  sie  ist  die  einzige,  die 
so  liegt.  Für,  das  ursprüngliche  Quintupei  gieht  es 
keine  solche  windschiefe  Gerade. 

Wir  haben  also  in  der  That  auf  der  cubischen  Fläche 
zweierlei  Quintupei  zu  unterscheiden:  solche  mit  2 
schneidenden  und  keiner  windschiefen  Geraden,  und 
solche  mit  einer  schneidenden  und  einer  ^^  i n d  s c h i e f e n. 

Ist  die  schneidende  Gerade  eines  Quintupels  mit  einer  schnei- 
denden Geraden  identisch  mit  der  einen  schneidenden  eines  Quin- 
tupels  mit  2  schneidenden  Geraden,  so  ist  die  windschiefe  des 
ersten  identisch  mit  der  zweiten  schneidenden  des  zweiten. 

Die  10  Geraden  der  cubischen  Fläche,  die  einer  Geraden 
derselben  begegnen,  können  offenbar  auf  2  .  2  .  2  .  2=  IGfachc 
Weise  zu  je  2  Quintupeln  zusammengestellt  werden  (jedes  Quin- 
tupei enthält  aus  jedem  Paar  eine).  Das  eine  Quintupei  muss 
dann  nach  dem  Vorhergehenden  stets  2  Schneidende,  das  andere 
eine  Schneidende  haben.  Es  scheint  also,  als  wenn  es  27  .  16=432 
Quintupei  von  jeder  der  beiden  Arten  gäbe.  Jedoch  jedes  Quin- 
lupel mit  2  schneidenden  Geraden  geht  bei  2  Geraden  der  cubi- 
schen Fläche  hervor,  also  gieht  es  deren  nur  die  Hälfte,  dem- 
gemäss  liegen  432  Quintupei  mit  einer  Schneidenden  und 
216  mit  2  Schneidenden  auf  der  cubischen  Fläche, 
was  auch  die  oben  angegebene  Gesammtzahl  der  Quintupei  648 
herauskommen  lässt. 

Zu  einem  Quintupei  mit  2  schneidenden  Geraden  sind  wir 
schon  früher  gekommen,  als  wir  von  den  5  Geraden  spraclien, 
die  2  windschiefen  Geraden  zugleich  begegnen. 

Nur  zu  Quinlupeln  mit  einer  schneidenden  Geraden  lässt  sich 
eine  windschiefe  fügen,  aber  nur  eine;  daraus  folgt,  dass  die 
höchste  Zahl  gegeneinander  windschiefer  Geraden 
der  cubischen  Fläche  6  ist. 

Jedes  der  432   Quintupei   mit  einer   schneidenden  Geraden 

liefert  ein  Sextupel  (Gruppe  von  6  gegen  einander  windschiefen 

432  . 1 

Geraden);   also  gieht  es — =  72  solche  Sextupel. 

6 

Wir  wollen  noch  auf  eine  andere  Art  untersuchen,  warum 
doppelt  so  viele  Quinlupel  der  einen  als  der  andern  Art  sind. 
Wir  fanden  oben,  dass  es  3  Gerade  gieht,  die  zu  einem  Qua- 
drupel Imnp   windschiefliegen;  diese   seien   r  (/s.      Ein   Dreieck 
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bilden  können  diese  3  Geraden  niclil,  denn  dann  müssle  jede  der 
Geraden  des  Oiiadrupcls  einer  von  iiuien  begegnen.  Ebenso 
wenig  ist  es  niöglicb,  dass  eine  der  drei  Geraden  z.  ß.  q  zu  den 
beiden  andern  r  und  s  (diese  mögen  aucb  windscbief  zu  einander 
sein  oder  nitlit)  windscbief  ist.  Denn  gesellen  wir  q  zu  Imnp, 
so  lial)en  Avir  ein  Quintiipel,  und  es  fände  sieb  nun,  dass  r  und  s 
zu  allen  5  Geraden  dieses  Ouinlupels  windscbief  sind.  Wir  wis- 
sen aber,  dass  es  auf  der  Oberfläcbe  F'''  keine  oder  nur  eine 
Gerade  giebt,  die  zu  5  windscbiefen  Geraden  derselben  aucb 
nocb  windscbief  ist.  Also  werden  2  der  3  Geraden,  ;•  und  s,  zu 
einander  windscbief  sein,  beide  aber  von  der  dritten  q  gcscbnil- 
ten  werden. 

Fügen  wir  also  nun  q  zu  dem  Quadrupel  Imnp  binzu,  so 
kann  docb  zu  dem  Quintupel  l  m  n  p  q  nur  eine  sobbe  Gerade 
windscbief  sein,  die  es  zu  dem  Quadrupel  ist,  also  r  und  s,  aber 
jede  dieser  beiden  Geraden  trifft«/.  Also  giebt  es  zu  diesem  Quin- 
tupel  keine  windscbiefe  Gerade,  mitbin  ist  es  eins  mit  2  scbnei- 
denden  Geraden,  und  das  sind  offenbar  die  beiden  Geraden,  welcbe 
dem  Quadrupel  Imnp  vollständig  begegnen.  Zu  dem  Quintiipel 
l  mn  p  r  ist  s  windscbief  und  zu  Imnps  ist  es  r.  Folglicb  ist 
jedes  dieser  Quintupel  eins  mit  einer  scbneidenden  Geraden.  Die 
Iteiden  eben  genannten  Schneidenden  des  Quadrupels  linnp  ver- 
tbeilen  sieb  auf  diese  beiden  Quintnpel,  denen  ja  aucb  beiden  das 
Quadrupel  gemein  ist,  weil,  wenn  dieselbe  Gerade  beide  Quinliij)el 
vollständig  schnitte,  sie  die  6  windscbiefen  Geraden  l tn  n p  r  s 
träfe.  Keine  Gerade  der  Oberfläcbe  aber  kann  6  andere  wind- 
schiefe derselben  trelTen,  denn  die  10  Geraden,  die  ihr  begegnen, 
müssen  ja  5  mal  je  2  sich  begegnen. 

Die  eine  Schneidende  von  Imnpq  und  die  von /w  «/;  r  tridt 
also  die  beiden  sich  schneidenden  q  und  r,  ist  mithin  die  drille 
Gerade  der  fläche  in  deren  Ebene.  Ebenso  ist  die  zweite 
schneidende  von  Imnpq  und  die  Schneidende  von  [Imnps]  die 
dritte  in  der  Ebene  [qs). 

Also  jedes  Quadrupel  liefert  ein  Quintupe  1  mit  2 
scbneidenden  Geraden  und  2  mit  einer,  so  dass  es  dop- 
pelt so  viel  von  der  letzteren  Art  als  von  der  ersteren  giebt. 

Leicht  ist  nun  wieder,  wie  in  der  früheren  Weise  beim 
Tripel  und  beim  Quadrupel,  auch  hier  bei  den  beiden  Quintupeln 
zu    erkennen,    wie   sie    von    den    übrigen    Geraden    der  Fläche 
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getrofl'en  werden.  Ein  Quin  tupf  1  njil  2  schneidenden  G  e- 
raden  wird  also  von  2  Geraden  fünfmal  (vollst  ändig), 
von  keiner  viermal,  von  10  Geraden  dreimal,  von 
keiner  zweimal,  von  10  einmal,  von  keiner  keinmal 
getroffen.  Ein  Ouintupel  aber  mit  einer  schneiden- 
den Geraden  wird  von  1  Geraden  fünfmal,  von  5  Ge- 
raden viermal,  von  keiner  dreimal,  von  10  Geraden 
zweimal,  von  5  einmal,  von  1  keinmal  getroffen. 

Machen  2  Quintupel  verschiedener  Art  die  10  Geraden  aus, 
die  einer  und  derselben  (Jeraden  begegnen  (so  dass  diese  Gerade 
die  einzige  Schneidende  des  einen  und  die  eine  der  beiden  schnei- 
denden Geraden  des  andern  Ouintupels  isl),  so  ist  die  zweite 
Schneidende  des  zweiten  Quintupels  die  gegen  das  erste  wind- 
schiefe; die  10  Geraden,  die  das  zweite  (das  mit  2  schneidenden 
Geraden)  dreimal  treffen,  sind  zugleich  die  10,  die  das  erste  zwei- 
mal treffen;  keine  Gerade  trifl't  das  erste  dreimal,  keine  das 
zweite  zweimal;  die  10  Geraden,  die  das  zweite  einmal  trellen, 
sind  Iheils  die  5  Geraden  des  ersten,  theils  die  5  Geradcii,  die 
das  erste  viermal  treffen;  von  5  Geraden  wird  das  erste  einmal 
-getroffen;  es  sind  die  5  Geraden  des  zweiten.  Gerade,  welche 
dieses  viermal  treffen,  müssten  auch  jenes  einmal  treffen,  aber 
deren  giebl  es  keine. 

ISoch  will  ich  erwähnen,  dass  die  2  Geraden,  die  ein  Oua- 
drupel  vollständig  treffen,  für  die  5  Quadrupel,  in  die  ein  Quintupel 
mit  2  schneidenden  Geraden  zerfällt,  immer  dieselben  sind,  näm- 
lich diese  beiden  Schneidenden ,  den  5  Quadrupeln  aber  eines 
Quintupels  mit  einer  schneidenden  Geraden  ist  nur  eine  der  bei- 
den Schneidenden  jedes  gemein. 

22.  Nur  die  Quintupel  mit  einer  Schneidenden  liefern  Sextu- 
pel,  und  daraus  geht  auch  hervor,  dass  die  6  Quintupel,  die  ein 
Sexlupel  umfasst,  je  nur  von  einer  Geraden  vollständig  geschnit- 
ten werden.  Keine  2  dieser  Quintupel  haben  die  Schneidende 
gemein,  denn  diese  müsste  allen  6  Geraden  des  Sextupels  be- 
gegnen; aber  keine  Gerade  kann  6  windschiefen  Geraden  der 
cubischen  Fläche  begegnen.  Wir  erhalten  so  in  der  That  6  Ge- 
rade, deren  jede  5  anderen  Geraden  des  Sextupels  begegnet. 
Keine  2  von  diesen  6  Geraden  können  sich  unter  einander  schnei- 
den, denn  sie  sind  ja  die  beiden  Geraden,  die  das  Quadrupel 
vollständig  treffen,  das  beiden  Quintupeln,  aus  denen  sie  stammen. 
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gemein  ist.  Wir  orhalten  so  ein  zweites  Sextu])el.  Da  jede  Ge- 
rade des  iirsprüngliclieii  Scxtupels  au  5  Oiiinlupeln  desselben 
participirf,  trifft  sie  also  die  5  Schneidenden  derselben,  demnach 
5  Gerade  des  z\veil(Mi  Sextupels,  ist  die  Schneidende  des  von 
diesen  gebildeten  Quintupcls.  Das  ei'stc  Sextupel  ist  mithin  das 
abgeleitete  seines  abgeleiteten. 

Wir  haben  demnach  2  Sextupel  so  verbunden,  dass 
jede  Gerade  des  einen  5  Gerade  des  andern,  keine  2 
des  einen  dieselben  5  des  andern  treffen.  Es  ergeben 
sich  uns  also  aus  den  72  Sexlupeln  die  36  ,,Doppelseclise" 
(double-six)  der  cubischen  Fläche,  auf  welche  Herr  Schläffli  *) 
aulnierksam  gemacht  und  welche  auch  Herr  Schröter  in  seiner 
Abhandlung  einer  genaueren  Betrachtung  unterzogen  hat. 

Stellen  wir  die  beiden  Sextupel  eines  Doppelsechses  so  unter  ein- 
amler,  dass  jede  Gerade  des  einen  Sextupels  gerade  die  über  oder 
unter  ihr  stehende  des  andern  nicht  trilTt,  die  übrigen  aber  alle;  also: 

ÖJ       a.^      «3      «J      «5      «(; 

h  h  h  h  h  W> ' 
s<t  ihiden  wir  gleich  die  Schneidende  jedes  Quinlupels  jedes  der 
beiden  S('xtu]>el:  die,  welche  unter  oder  über  keiner  des  Quin- 
tupcls steht,  z.  h.  «j  ist  die  Schneidende  zu  ftj  b^  63  65  65,  ebenso 
die  beiden  Schneidenden  jedes  Quadrupels:  die,  deren  keine  initer 
oder  über  einer  Geraden  des  Quadrupels  steht;  z.  B.  />,  />.  sind 
die  Schneidenden  zu  «3  03  a^  05,  endlich  auch  die  3  Schneiden- 
den jedes  Tripels  jedes  der  beiden  Sextupel:  die  3,  deren  keine 
unter  oder  über  einer  Geraden  des  Tripels  steht;  z.  B.  &j  b.^  6- 
sind  die  Schneidenden  zu  a^  «4  «g-  So  kann  man  nochmals  die 
Anzahl  der  Doppeldreihyi)erboloide  berechnen.  Ein  Sextujjcl  hat 
20  Ti-ipel,  ein  Doppelsechs  also  20  Doppeldreien,  mithin  ergehen 
sich  aus  den  36  Doppelsechsen  720  Doppeldreien,  jedoch  da  jede 
Doppeldrei,  wie  dies  Herr  Schröter  gezeigt  hat,  in  zwei  Doppel - 
Sechsen  vorkommt,  so  ist  die  Anzahl  der  Hyperboloide  blos  halb 
so  gross,  also  360,  was  mit  dem  P'rüheren  stimmt. 

Dass  jedes  Doppeldrei  nur  in  2  Doppelsechsen  vorkommt, 
oder  jedes  Tripel  nur  in  2  Sextupeln,  wollen  wir  uns  noch  klar 
machen.  Wir  haben  gefunden,  dass  jedes  Tripel  von  6  Geraden 
der  cubischen   Fläclie  gar  nicht    getroffen  wird.     Das  Tripel   sei 
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l  mn,  diese  6  Geraden  p  qr  s  l  u.  l  m  n  p  bilden  ein  Quadrupel, 
dieses  wird  von  3  Geraden  gar  nicht  getroll'en,  welche  sich  ofl'en- 
bar  unter  den  5  übrigen  Geraden  qrslu  befinden  müssen,  sie 
seien  qrs,  und  wir  wissen,  dass  2  davon  —  sie  seien  r  und  s  — 
windschief  gegen  einander  sind,  die  dritte  q  beide  trilVt.  Imnpq 
ist  ein  Quintupel,  gegen  das  auch  r  und  s,  die  einzigen,  die  es 
sein  könnten,  nicht  windschief  sind,  gegen  das  also  keine  Gerade 
der  Fläche  windschief  ist.  Ferner  ist  Imn  p  r  s  ein  Scxtupel, 
und  ist  dies  offenbar  das  einzige,  das  aus  dem  Quadrupel  l  mn p 
hervorgeht,  und  es  ist  klar,  dass  die  Quadrupel  l  in  n  r  um\lmns 
dasselbe  Scxtupel  liefern.  /  m  n  q  ist  auch  ein  Quadrupel,  die  3  Gera- 
den, die  dagegen  windschief  sind,  müssen  unter  den  Geraden  prstu 
sein,  da  sie  auch  schon  gegen  Unn  windschief  sein  sollen.  ?- und 
s  sind  aber  nicht  gegen  q  windschief,  folglich  bleiben  nur  plu, 
w  eiche  gegen  l  mn  q  windschief  sind.  Da  / ;«  n  q  p^=l  mn  pq, 
und  dies  ein  Quintupel  ist,  gegen  das  keine  Gerade  windschief 
ist,  so  muss  p  diejenige  Gerade  sein,  die  t  und  u  Irilft,  und  / 
und  ti  müssen  gegen  einander  windschief  sein;  das  einzige  Scx- 
tupel also,  das  aus  Imnq  hervorgeht,  ist  Imnqtii.  Dasselbe 
geht  auch  aus  l  mni  und  aus  Imnu  hervor. 

Folglich  zerfallen  die  6  Geraden,  die  gegen  ein 
Tripel  windschief  sind,  in  2  Tripel  p  r  s  und  q  t  u, 
deren  jedes  zu  jenem  Tripel  gefügt  ein  Sextupcl  giebt, 
so  dass  aus  dem  Tripel  sich  nur  2  Sextupel  ableiten 
lassen,  das  Tripel  also  in  2  Sextupeln  vorkommt, 
das  aus  dem  Tripel  hervorgehende  Doppeldrei  in  den 
beiden  aus  den  Sextupeln  hervorgehenden  Doppel- 
sechsen. 

In  der  Betrachtung  hat  sich  auch  noch  herausgestellt,  dass 
jedes  Quadrupel  sich  nur  in  einem  einzigen  Sextupel 
befindet.  Wir  wissen  schon,  dass  dies  auch  für  jedes  Quintupel 
mit  einer  schneidenden  Geraden  gilt. 

Gegen  das  Quadrupel  Imnr  müssen  offenbar  3  von  den  5 
Geraden  pqstu  windschief  sein;  alle  sind  gegen  /???«  wind- 
schief; also  kommt  es  darauf  an,  welche  noch  gegen  ?-  windschief 
sind.  Gegen  p  ist  r  windschief,  ebenso  gegen  s,  aber  nicht 
gegen  q,  also  muss  r  noch  gegen  eine  der  beiden  Geraden  t  und 
u  windschief  sein,  jedoch  nur  gegen  eine.  Sie  sei  es  gegen  /, 
also  schneidet  sie  u.    Die  3  Geraden  mithin,  welche  gegen  Imnr 
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Avindschief  siiul ,  sind  j)st,  davon  müssen  2  gegen  einander  \\ind- 
schief  sein,  beide  aber  von  der  dritten  geschnitten  uerden;  Avir 
wissen  schon,  dass  s  gegen  p  windschief  ist,  also  schneidet  / 
sowohl  s  als  p.  Wie  wir  oben  landen,  dass  /■  gegen  eine  der 
Geraden  /  nnd  u  windschief  sein  muss,  so  linden  wir  ebenso  (aus 
dem  Quadrupel  lm?is),  dass  s  gegen  eine  dieser  beiden  Geraden 
windschief  ist,  also  da  sie  es  gegen  i  nicht  ist,  gegen  ?<.  Nun 
haben  wir  das  Resultat,  dass  jede  der  6  Geraden,  welche  nach 
dem  Obigen  in  2  Tripel  zerfallen,  gegen  3  Gerade  von  ihnen 
windschief  ist,  offenbar  gegen  die  beiden  andern  desselben  Tri- 
pels und  gegen  eine  des  andern,  welche  den  beiden  crsleren  be- 
gegnet, dass  sie  2  schneidet,  die  olVenbar  dem  andern  Tripel 
angehören,  also  unter  einander  windschief  sind. 

p  ist  windschief  gegen  y,  rs;  q  gegen  p,  in;  r  gegen  ;^ 5,  i\ 
s  gegen  jyr,  u\  I  gegen  (/u,  r;  u  gegen  <//,  5.  Es  entstehen  also 
aus  unserem  Tripel  folgende  6  Quintupel  mit  einer  Windschiefen 
(also  m'ü  einer  Schneidenden):  Imtipr  (windschief  s);  Itnnps 
(windschief  ?•);  l  m  ?i  q  t  («);  l  m  n  q  u  {t);  l  m  w  ;-  s  [p);  Imnlu  {q), 
nnd  folgende  3  mit  keiner  windschiefen  (2  schneidenden)  Geraden: 
Imnpq,  Imnrt  und  linnsu.  Aus  je  dreien  der  6  ersten  geht 
dasselbe  Sextupel  hervor;  aus  dem  ersten,  zweiten  und  fünften 
das  Sextupel  Imnpt^s,  aus  den  übrigen  Imnqttt. 

!Jei  einem  Sextupel  giebt  es,  wie  schon  erwähnt,  keine 
Gerade,  die  es  vollständig  trifft;  6  Gerade,  die  es 
fünfmal  treffen,  die  6  Geraden  des  zweiten  Sextupels 
im  zugehörigen  Doppelsechs;  keine  Gerade,  die  vier- 
mal oder  dreimal  trifft;  15,  die  zw  eimal  treffen;  keine, 
die  einmal  oder  keinmal  trifft.  Da  die  Geraden  jedes  der 
beiden  Sextupel  eines  Doppelsechses  für  das  andere  die  fünfmal 
treffenden  sind,  so  bleiben  für  beide  Sextupel  dieselben  15  Ge- 
raden als  zweimal  trefl'ende  übrig.  Also  jedes  der  beiden 
Sextupel  eines  Doppelsechses  wird  von  jeder  der  15 
übrigen  Geraden  der  Fläche  doppelt  getroffen. 

In  Salmon-Fiedlei's  Analytischer  Geometrie  des  Raumes*) 
findet  sich  eine  kurze  Auseinandersetzung,  wie  man  leicht  das 
ganze  System  der  27  Geraden  einer  cubischeu  Hache  geometrisch 
construiren  könne. 


*)  Band  II.  Seite  419. 
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Ich  will  nun  diese  ConslrucUoii  hier  etwas  ausführlicher,  als 
es  dort  geschehen  ist,  hehandeh). 

Es  seien  4  gegen  einander  windschiefe  Geraden  b-^  b^  b^  feg 
gegeben,  welche  jedoch  nicht  auf  demselben  Hyperboloide  liegen ; 
dann  seien  «j  und  a.,  die  beiden  ebenfalls  gegen  einander  wind- 
schiefen Geraden,  die  jene  alle  4  treflen  und  welche  nach 
Steiner*)  sich  leicht  geometrisch  construiren  lassen;  nun  sei  b^ 
noch  eine  Gerade,  welche  nur  «,  und  nicht  «.,  begegnet  und 
welche  auch  mit  keinen  3  der  obigen  4  Geraden  b  auf  demselben 
Hyperboloide  liegt.  Jede  cubische  Fläche,  die  durch  4  Punkte 
einer  Geraden  geht,  enthält  diese  ganz.  Wii'  wählen  auf  «, 
4  beliebige  Punkte  und  auf  jeder  der  5  Geraden  b  3  beliebige 
Punkte,  welche  letzteren  jedoch  stets  von  dem  Schnittpunkt  der 
(■eradeii  mit  «j  verschieden  sein  müssen.  Die  durch  diese  19 
Punkte  bestimmte  cubische  Fläche  —  und  durch  19  Punkte  ist 
ja  bekanntlich  eine  Fläche  3.  Ordnung  bestimmt  —  geht  diuch 
ft,,  weil  sie  durch  4  Punkte  derselben  gehl,  also  enthält  sie  auch 
die  Punkte,  wo  «j  von  den  Geraden  b  getroffen  wird,  mithin  Irilft 
sie  auch  jede  dieser  Gei'aden  in  4  Punkten,  d.  h.  enthält  sie, 
wird  ferner  auch  jede  Gerade  enthalten,  die  4  von  diesen  Ge- 
raden oder  auch  4  Geraden  begegnet,  von  denen  vorher  klar 
geworden  ist,  dass  sie  auf  der  cubischen  Fläche  liegen;  z.  h. 
auch  «2-  Die  Geraden  b.,  ft.,  b^  b-^  ^g  bilden  olfenbar  ein  Quin- 
lupel  mit  einer  schneidenden  Geraden  «j,  denn  wenn  eine  zweite 
Gerade  die  5  Geraden  noch  schnitte,  so  köinite  es  doch  nur  die 
«o  sein,  welche  dem  Quadrupel  feg  b^  ö-  feg  ausser  a^  noch  be- 
gegnet, und  fe^  ist  gerade  so  gezogen  worden,  dass  sie  «2  nicht 
trifft.  Das  Quintupel  zerfällt  in  5  Quadrupel,  deren  jedes  ausser 
von  rtj  noch  von  einer  Geraden  getroffen  wird,  welche  gegen  «, 
windschief  ist  und  nach  Steiner  leicht  conslruirt  werden  kann. 
Keine  2  der  Quadrupel  können  diese  Schneidende  gemein  haben, 
denn  dann  wäre  dies  eine  Gerade,  welche  dem  ganzen  Quintupt'l 
begegnet.  Diese  5  Geraden  sind  a.,,  die  wir  für  fe^  b^  fe-  feg 
schon  haben ,  und  a^  a^  a-^  Og,  wobei  Uy,  die  Schneidende  des 
Quadrupels  ist,  in  dem  by,  fehlt.  EUese  Geraden  treffen  alle 
ollenbar  4  Gerade  der  cubischen  Fläche,  also  liegen  sie  auf  ihr; 
sie  müssen  auch  alle  gegen    einander   und   auch    gegen  a^  wind- 


*)  System.  Entw.  etc.  Seite  243. 
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schief  sein,  denn  z.  B.  «.,  imcl  «^  Ireileii  beide  die  3  Mindschieleii 
Geraden  b.^  b^  b^^,  sind  also  Gerade  derselben  Scbaar  eines  Hyper- 
boloids. Es  ist  klar,  ft^  ist  eine  Gerade,  die  die  4  Geraden  «._, 
a-,  n.  a.  trifft;  sie  ist  also  eine  von  den  beiden  Geraden,  die  dies 
tlmn;  die  andere  sei  öj.  Aus  dem  Quadrui>el  a.^  a.,  a^  a^  geht 
das  Qiiintupel  «^  ^'3  ^a  ^5  "«  hervor,  und  aus  diesem  das  Sextupel 
rt,  «2  «3  «4  «5  «0-  Folglich  ist  a.,  a.,  «4  «5  «,;  ein  Quintupel 
mit  einer  schneidenden  Geraden;  diese  eine  schneidende  Gerade 
u)us3  aber  ersichtlich  eine  von  den  beiden  schneidenden  (ieraden 
des  Quadrupels  a.,  a.^  a^  «.  sein;  also  eine  der  beiden  Geraden 
b,^  und  i,  nuiss  noch  a^^  begegnen,  b^  kann  dies  nicht,  denn 
dann  hätten  wir  3  Gerade  «i  «2  «(,,  welche  die  4  Geraden 
6.,  b^  b-^  b^■  treffen,  so  dass  die  letzteren  die  hyperboloidische  Lage 
eimu'bmen  wüi'den,  was  sie  doch  nicht  sollen.  Also  muss  b^  der 
a^^  begegnen,  so  dass  6j  den  5  Geraden  «.,  a.^  a^  a^  «e  begegnet. 
Nun  haben  wir  das  Resultat,  dass  jede  der  Geraden  b  den  5  Ge- 
raden (i  begegnet,  unter  denen  die  mit  demselben  Index  nicht 
\orkoinnit.   Die  12  Geraden  a  und  6  bilden  mithin  ein  Doppelsechs: 

«1   «2  «3  «4  «5   «6 

6j  br,  63  b^  &5  b^■. 

Jede  2  Geraden  Uy  und  bx  treffen  einander,  wenn  k  und  A 
verschieden  sind,  und  nicht,  wenn  sie  gleich  sind.  Keine  2  Ge- 
raden a  oder  2  Geraden  b  treffen  einander.  In  der  Ebene 
(««  bx),  wo  K  und  l  verschieden  sind,  liegt  noch  eine  dritte  Ge- 
rade der  cubischen  Fläche  und  auf  dieser  die  Schnittpunkte  der 
Ebene  mit  by  und  ax,  denen  keine  einer  der  beiden  Geraden 
f<x,  bi  begegnet.  Verbindet  man  diese  Schnittpunkte,  so  erhält 
man  die  dritte  Gerade  der  Fläche  in  der  Ebene.  Die  Geraden 
by.  und  fix  schneiden  sich  auch;  also  ist  die  Gerade  die  Schnitt- 
gerade der  Ebenen  [ay,  bx)  und  [ax,  bx).  Der  Ebenen  {uy,  bx)  giebt 
es  30,  aber  je  2,  nämlich  {uy,  bx)  und  (by,  ax),  erzeugen  dieselbe 
Gerade,  so  dass  wir  auf  diese  Weise  noch  die  übrigen  15  Ge- 
raden erhalten.  Am  besten  sind  die  Geraden  a  und  b  mit  den 
Geraden  G  und  L  der  Grassmannschen  Erzeugungsweise  und  die 
15  übrigen  mit  den  Geraden  y  zu  vergleichen. 

23.  Es  seien. 4  und  B  zwei  Dreiecke  der  cubischen 
Fläche,  welche  keine  Seite  gemein  haben;  «j  «2  «3  seien 
die  Seiten  von  A,  b^  b.,  b.^  die  von  B.  Die  Schnittgerade  der 
beiden  Ebenen  triflt  die  cubische  Fläche  in   3  Punkten,   welche 
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offenbar  die  Putikle  sind ,  in  denen  Ä  und  B  einander  begegnen. 
Keine  Seile  sowohl  von  A  als  von  B  kann  die  SchniUgerade 
zweimal  trellen,  was  ja  gesclielien  müsste,  wenn  eine  Seile  des 
einen  Dreiecks  2  des  andern  träfe;  also  Irifll  je  eine  des  einen 
eine  des  andern.  Es  werde  demnach  a^  von  t, ,  a^  von  b^, 
«3  von  &3  getroffen,  und  die  dritten  Geraden  in  den 
Ebenen  (a,  b^)  =  E^,  {a.^  b^)  =  E.^^  («3  ^3)  =  ^^3  seien  c^c^c^ 

c,  muss  offenbar  eine  Gerade  des  Dreiecks  «j  b^  c,  trellen;  an- 
genommen sie  träfe  «j ,  so  w  ürde  c,  den  beiden  sich  schneiden- 
den Geraden  a^  und  a.,  begegnen,  also  mit  der  dritten  Geraden 
in  deren  Ebene  «3  identisch  sein ;  mithin  a.^  die  dritte  Gerade  in 
der  Ebene  (i-/.,  b.^  oder  b.,  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  (Vr,  «3) 

d.  h.  (i\  sein.  Die  beiden  Dreiecke  A  und  B  hätten  dann  diese 
Seite  üy  =  b.y  gemeinsam,  was  gegen  die  Voraussetzung  ist.  Also 
c,  trifft  nicht  «,  ,  ebenso  auch  nicht  h^,  folglich  Cp  ähnlich  lässl 
es  sich  beweisen,  dass  sie  Cg  trilfl,  und  dass  auch  Cj  und  c^  ein- 
ander trellen.  Die  3  Geraden  Cj  Co  C3  bilden  demnach  ein 
Dreieck  C.  Die  3  Ebenen  ABC  bilden  ein  Trieder, 
und  ebenso  die  3  Ebenen  E^  E.^  E^  Die  beiden  Trieder 
durchschneiden  sich  in  den  9  Geraden.  Man  nennt  zwei  solche 
Trieder  conjugirte  Trieder  der  cubischen  Fläche.  Da 
die  Trieder  selbst  Abarten  von  cubischen  Flächen  sind,  so  sind 
die  9  Geraden  Durchschnitt  zweier  cubischen  Flächen,  liegen  also 
auf  unendlich  vielen  cubischen  Flächen,  bilden  die  Grundcuive 
eines  cubischen  Flächenbüschels.  Ein  solches  Triederpaar  haben 
wir  ja  zur  (lonstruction  der  cubischen  Fläche  bei  der  ersten 
Steinerschen  Erzeugungsart  verwandt,  mussten  aber,  um  eine  von 
den  unendlich  vielen  Flächen,  welchen  die  9  Geraden  gemeinsam 
sind,  zu  determiuiren,  noch  einen  Punkt  P  wählen,  durch  den 
die  Fläche  auch  gehen  sollte. 

Wir  schreiben  wie  oben  die  9  Geraden  zweier  conjugirten 
Trieder  in  quadratischer  Form,  die  drei  Geraden  eines  Dreiecks 
unter  oder  neben  einander. 

Bei  der  ersten  Steinerschen  Frzeugungsart  haben  wir 
ausser  dem  zur  Construction  benutzten  z.  B.  noch  folgendes 
Triederpaar: 

92"  9i"  9\' 
9 6"  9i'  «\- 


Eigenschaften  der  cubischen  Fläche  etc.  ßX' 

Für  die    zweite   Steinersdie  und   die  Grassmannsche  mögen 
folgende  als  Beispiele  dienen: 


A 

b'     h" 

9\2  9-3i  Ö'56 

(f 

H  Q  i" 

und 

^1     ^4   9n 

d" 

^:t"  Q^' 

^2     ^3    d'ii 

Je  2  Dreiecke  der  cubisclien  Fläche,  weiche  keine  Seile  ge- 
mein liahen,  bringen  ein  Paar  conjugirtcr  Trieder  hervor.  Jede 
Seite  eines  Dreiecks  wird  ausser  von  dem  der  beiden  andern 
Seiten  noch  von  4  Geradenpaaren  getroffen.  Diese  12  Geraden- 
paare sind  verschieden;  denn  es  giebt  doch  eben  nur  eine  Ge- 
rade der  cubischen  Fläche,  die  2  Seiten  eines  Dreiecks  derselben 
zugleich  begegnet;  das  ist  die  dritte  Seite.  Mithin  giebt  es  12 
Dreiecke,  die  mit  dem  vorgelegten  eine  Seite  gemein,  also  32, 
die  keine  gemein  haben.  Da  nun  ein  Dreieck  in  einem  Trieder 
gleich  mit  2  solchen  sich  zusammenfindet,  so  liefert  jedes 
Dreieck  16  Tri  eil  er,  oder  IG  Triederscheitel  sind  auf 
der  Ebene  jedes  Dreiecks  vorhanden.  Die  45  Drei- 
ecke geben,  da  jedes  Trieder  aus  jedem  seiner  3  Dreiecke  ab- 
geleitet  werden   kann,  ~ =    240    Trieder    oder     120 

ö 

Paare  conjugirter  Trieder.  Jedes  Trieder  hat  3  Kanten, 
auf  denen  offenbar  je  3  Schnittpunkte  von  Geraden  der  Ober- 
(läclie  liegen,  z.  ß.  auf  [A  B)  die  Schnittpunkte  («,  ftj),  (a.,  b.^, 
(«3  63),  auf  [E^  E.-,)  die  Schnittpunkte  («j  «.,),  (6j  b.^],  (c,  Cj).  Folg- 
lich liegen  die  135  Schnittpunkte  S  der  Geraden  der 
cubischen  Fläche  zu  je  dreien  auf  720  Geraden  /r, 
welche  wieder  zu  je  dreien  i  n  240  Pu  nkten  z  usa mm en - 
kommen.     Und  da  durch  je  drei  Punkte  ö   eine   solche  Gerade 

720     ^ 
geht,  so  ergiebt  sich,  dass  von  jedem  l'unkte  ö  — -— ? —    =   1(3 

Gerade  k  ausgehen,  die  noch  je  durch  2  Punkte  ö 
gehen. 


o 


Betrachten  wir  nochmals  das  Triederpaar: 


^1  *2  h 

je  4  Gerade,  von  denen  in  diesem  Schema  zweimal  je  2  in  der- 
selben Horizontal-  und  auch  zweimal  2  in  derselben  Verticalreihe 
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stehen,  z.  B.    -    '''  oder     '     '   bilden  2  Paare  windschiefer  Geraden 

^2  <^o  und  ig  Co,  oder  «^  c.j  und  «.j  c,,  hei  denen  beide  Gerade  des 
einen  Paars  beide  des  andern  treflen,  also  ein  sogenanntes  wind- 
schiefes Vierseit,  das  ja  aucli  (irundcurve  eines  Flächenbnschels 
2.  Ordnung  ist,  was  auch  daraus  hervorgeht,  dass  durch  die  4 
Geraden  2  Ebenenpaare  {B,Cj  und  {E^,E^  oder  {A,C)  und  [E^,  E^ 
gehen.     Suchen    wir    Gerade   auf  der   cubischon  Fläche   auf,    die 

keiner  der  4  Geraden  eines  solchen  Vierseits  z.  B.     ^     '  begegnen. 

Cj   Cg 

«2  ö;5  ^1  c,  begegnen  je  zweien  von  diesen  4  Geraden.  Jede  Ge- 
rade, die  keiner  begegnet,  uiuss,  da  sie  nicht  b.,  und  c.^  trifft, 
doch  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  a.,  b.^  c.^  treffen,  also  a^,  ebenso, 
da  sie  nicht  b.^  und  c.j  trifft,  nuiss  sie  a.^  treffen;  soll  sie  also 
rt.,  und  «3  treffen,  so  kann  sie  einzig  und  allein  «j  sein.  Also 
rt,  ist  die  einzige   Gerade   auf  der   cubischen  Fläche,    die  keiner 

der  4  Geraden  des   windschiefen    Vierseits     ^  ^  begegnet;    es   ist 

diejenige  Gerade,  die  im  Schema  des  Triederpaars  mit  keiner  der 
4  Geraden  des  Vierseits  in  derselben  Horizontalreihe  oder  Vertical- 
reihe  steht.  Wir  können  sie  die  Gegengerade  des  win- 
schiefen  Vierseits  nennen. 

Jedes  windschiefe  Vierseit  der  cubischen  Fläche 
hat  also  nur  eine  Gegengerade,  aber  jede  Gerade  der 
cubischen  Fläche  ist  für  40  windschiefe  Vierseite 
derselben  Gegengerade,  nämlich  für  so  viele,  in  wie  vielen 
Triederpaaren  sie  vorkommt,  und  das  ist  iu  40,  was  im  Folgen- 
den nachgewiesen  werden  soll.  Jedes  der  120  Triederpaare  von 
F'^  kann  zur  Construction  der  Fläche  dritter  Ordnung  F^  ver- 
wandt werden;  denn  wenn  zum  Punkte  P,  wie  er  bei  der 
ersten  Steinerschen  Erzeugungsweise  noch  nöthig  ist,  ein  Punkt 
auf  F^,  der  natürlich  auf  keiner  der  9  Geraden  des  Triederpaars 
liegt,  gewählt  wird  und  nun  nach  Anleitung  jener  Erzeugungs- 
weise aus  diesen  Daten  eine  cubische  Fläche  construirt  wird,  so 
hat  dieselbe  mit  unserer  Fläche  F^  die  9  Geraden  des  Trieder- 
paars, also  die  Grundcurve  eines  cubischen  Flächenbüschels,  und 
den  Punkt  P  gemein;  durch  die  Grundcurve  eines  cubischen 
Flächenbüschels  und  einen  Punkt  ausserhalb  derselben  lässt  sich 
nur  eine  einzige  cubische  Fläche  legen,  also  ist  in  der  That  die 
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aus  dem  beliebig  gewählten  Triederpaare  unserer  Fläcbe  F^  und 
einem  Punkte  derselben  nach  der  ersten  Steinerschen  Erzeugungs- 
weise conslruirte  cubische  Fläche  mit  unserer  identisch.  Die 
18  Geraden,  die  nach  Abzug  der  9  eines  Triederpaars  übrig  blei- 
ben, werden  sich  daher  stets  verhalten  wie.  die  Geraden  g,  auf 
die  wir  bei  jener  Erzeugungsweise  kamen.  Diese  zerfallen  aber 
in  zweimal  die;  9  Geraden  eines  Triederpaars,  nämlich: 

9i'    9i"   g-i"  Ui     9h'  9Ü" 

9i'  9i"  9i        '""<'     OiC  9i"  9h 

9i"  9:\      9\"  9:^  9i'    9\"' 

und  offenbar  nur  auf  diese  eine  \yeise;  denn  Dreiecke,  die  nur 
aus  Geraden  g  zusammengesetzt  sind,  enthalten  entweder  3 
Gerade  mit  den  Indices  1,  2,  3  oder  3  mit  den  Indices  4,  5,  6. 
In  Dreiecken,  in  denen  eine  Gerade  den  Index  1 ,  2  oder  3  und  eine 
andere  den  Index  4,  5  oder  6  hat,  ist  die  dritte  Gerade  stets 
eine  Gerade  a.  Das  ist  sehr  leicht  aus  den  am  Ende  der  Be- 
trachtung über  die  erste  Steinersche  Erzeugungsweise  aufgestell- 
ten Beispielen  einzusehen.  Ein  Triederpaar  nun,  dessen  9  Gerade 
nur  Gerade  g  sein  sollen,  kann  auch  nur  Dreiecke  enthalten, 
welche  nur  aus  Geraden  g  zusammengesetzt  sind.  Also  wird  ein 
solches  Triederpaar  entweder  nur  Gerade  g  mit  den  Indices  I,  2,  8 
oder  nur  solche  mit  den  Indices  4,  5,  6  enthalten.  Die  9  Ge- 
raden g  mit  den  Indices  1,  2,  3  können  nur  ein  Triederpaar  bil- 
den, ebenso  die  mit  den  Indices  4,  5,  0.  Also  können  in  der 
That  die  18  Geraden  g  blos  zu  den  beiden  oben  angegebenen 
Triederpaaren,  die  sie  alle  enthalten,  zusammengestellt  werden. 

P'olglich  zieht  jedes  Triederpaar  noch  2  andere 
nach  sich,  mit  denen  es  zusammen  alle  27  Geraden 
umfasst.  Also  zerfallen  die  120  Triederpaare  in  40 
Gruppen  von  3  Triederpaaren,  so  dass  die  3  Trieder- 
paare einer  Grupppe  alle  27  Geraden  enthalten.  Damit 
ist  zugleich  einzusehen,  dass  jede  Gerade,  da  sie  in  jeder  Gruppe 
vorkommt,  bei  40  Triederpaaren  sich  findet,  womit  sich  die  oben 
ausgesprochene  Behauptung  bestätigt. 

Dieselbe  lässt  sich  übrigens  noch  leicht  auf  einem  andern 
Wege  bewahrheiten.  In  einem  Triederpaare  kommt  jede  Gerade 
mit  zweien  der  Geradenpaaren  vor,  von  denen  sie  getroffen  wird, 
z.  B.  rtj  mit  b^  c^  und  a^  a.y 


64  Zweites  Kapitel. 


^1 

Durch  diese  5  Geraden  ist  das  Triederpaar  nocii  gar  nicht 
bestimmt,  sondern  wird  es  erst  dann  sein,  wenn  über  noch  eine 
von  den  4  übrigen  Geraden  verfügt  sein  wird,  z.  B.  üi»er  die, 
welche  im  Schema  unter  «.,  und  neben  b^  stehen  soll.  Für  diese 
haben  Mir  4  Gerade  zur  Auswahl,  nämiicli  die  4,  welche  ausser 
«,  den  beiden  windschiefen  Geraden  «.,  und  b^  begegnen;  es 
seien  &./  ""^^  *2  ^^^^^  ^^'^  diesen  Geraden.  Wir  wählen  h./ ; 
das  Trieder  ist  nun  beslinniit,  die  3  übrigen  Goraden  eigeben 
sich  von  selbst;  keine  von  ihnen  kann  b.,"  sein,  denn  jede  von 
ihnen  steht  entweder  mit  «3  in  derselben  Veiticalreihe  oder  mit 
Cy  in  derselben  Ilorizontalreihe;  wäre  also  b^"  eine  von  ihnen, 
so  würde  sie  «.,  und  a.^  zugleich  trelfen,  d.  h.  mit  «,  identisch 
sein,  oder  />,  und  c,  zugleich  Ireden,  d.  h.  mit  «,  ebenfalls  iden- 
tisch sein.  Mithin  giebt  jede  der  4  (ieraden  mit  den  obigen  5 
ein  besonderes  Triederpaar. 

Pa   nun   die   5   Geradenpaare,    von    denen   eine   Gerade    der 

5.4 
cubischen  Fläche  getroflen  wird,  sich  - — —=  10  mal  zu  je  zweien 
o  1.2  ^ 

zusammenstellen  lassen,  so  giebt  es  10 .  4  =  40  Triederpaare,  bei 

denen  unsere  Gerade  vorkommt. 

Schliesslich  noch  kurz  ein  Beweis,  dass  die  9  Geraden  eines 
Triederpaars  die  Bedeutung  von  18  Punkten  haben,  also  von  so- 
viel Punkten,  als  ein  cubisches  Flächenbüschel  beslimmeji.  Man 
wähle  auf  a^  4  beliebige  Punkte,  auf  a^  und  fej  je  3,  auf  03,  c,, 
60  je  2,  auf  Ö3  und  c^  je  einen  (also  im  Ganzen  18),  jedoch  diese 
beUebigen  Punkte  nie  so,  dass  einer  mit  dem  Schnittpunkte  zweier 
der  Geraden  zusammenfalle,  so  enthält  jede  durch  die  18  Punkte 
gelegte  cubische  Fläche  von  jeder  der  9  Geraden  4  Punkte,  also 
sie  ganz,  so  dass  die  9  Geraden  die  Grundcurve  des  durch  die 
18  Punkte  bestimmten  cubischen  Flächenbüschels  bilden. 

24.  Es  sei  E'  ein  Kegelschnitt  auf  der  cubischen  Fläche, 
der  auch  im  speciellen  Falle  in  2  sich  schneidende  Geraden,  ein 
Geradenpaar,  zerfallen  kann;  es  ist  klar,  dass  die  Ebene  eines 
Kegelschnitts  die  Fläche  F^  noch  in  einer  Geraden  k  trifft, 
welche  wir  die  ergänzende  Gerade  des  Kegelschnitts  ä"'- 
nennen    wollen.     Durch   Z-   werde   nun   ein  einflächiges   Ilyper- 
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lioloid  F^  gelegt;  dieses  schneidet  F'-^  noch  in  einer  Raumcuive 
4.  Ordnung  R^.  Jede  Gerade  von  F-  trifTt  offenhar  A"-,  ^velcher 
auf  F'  liegt,  einmal,  und  da  sie  F'^  dreimal,  mithin  auch  den 
Schnitt  [K'-,  R^)  von  F'^  und  F-  so  oft  tri  Hl ,  so  muss  sie  der 
Kaumcurve  R^  zweimal  begegnen.  Die  Kaumcurve  R^  hat  also 
dieselbe  Eigenschaft,  wie  diejenige  Kaumcurve  4.  Ordnung,  in  der 
F'  durch  eine  zweite  Oberfläche  2.  Ordnung  geschnitten  wird,  näm- 
lich von  jeder  Geraden  auf  F-  doppelt  getroffen  zu  werden.  Es 
seien  nun  a,  b,  c,d^.e,f,gji  8  beliebige  Punkte  auf  R^ ,  k  ein  belie- 
biger neunter  ausserhalb  F'-;  die  durch  diese  9  Punkte  bestimmte 
Oberfläche  2.  Ordnung  F,'-  hat  mit  F-  eine  Kaumcurve  [F-,  F,') 
von  der  4.  Ordnung  gemein,  die  ersichtlich  m\i  R^  die  8  Punkte 
«,  b^  c,  d,  e,  f,  g,  h  gemeinschaflüch  hat.  Jede  Kaumcurve  4.  Ord- 
nung wird  von  einem  ihrer  Punkte  auf  eine  Ebene  als  ebene. 
Curve  3.  Ordnung  projicirt.  Projiciren  wir  nun  beide;  Raum- 
curven  R^  und  [F-,  F^)  von  einem  ihnen  gemeinsamen  Punkte, 
z.  B.  von  rt  auf  eine  Ebene  E.  Die  beiden  cubischen  (lurven, 
welche  die  Projectionen  sind,  haben  ersichtlich  die  Projectionen 
der  Punkte  i,  c,  </.  e,  f^  g,  h  gemein;  auch  die  beiden  übrigen 
Schnittpunkte  sind  leicht  zu  finden.  Durch  a  gehen  auf  F-  zwei 
Gerade  A,  fi,  und  jede  von  ihnen  trifft  ausser  in  a  sowohl  R^  als 
(F-,  F,'-)  nochmals;  jede  der  beiden  Geraden  X,  ,u  projicirt  sowohl 
einen  Pimkt  von  7?*,  als  einen  von  {F'',  F,-);  und  somit  sind  die 
Schnittpunkte  von  X  und  n  mit  F  die  beiden  übrigen  Schnitt- 
punkte der  beiden  Projectionen.  Bekanntlich  muss  nun  jede 
cubische  Curve,  welche  durch  8  von  den  Schnittpunkten  zweier 
cubischen  Curven  geht,  auch  durch  den  neunten  gehen,  also  jede 
cubische  Curve  ,  die  durch  die  Projectionen  von  b,  c,  </,  r,  f,  g, 
durch  [E,  X)  und  {E,  jw)  geht ,  auch  durch  die  Projection  von  fi 
gehen.  Es  sei  nun  /i  ein  von  h  verschiedener  Punkt  auf  R^: 
es  werde  durch  ihn  und  a,  b,  c,  d,  e,  g  und  k  (oder  auch  irgend 
einen  andern  Punkt  ausserhalb  F-)  eine  Fläche  2.  Ordnung  F.f 
gelegt;  diese  schneidet  F-  auch  in  einer  Kaumcurve  4.  Ordnung 
[F^,  F/),  die  mit  R*  die  Punkte  «  b  cde  fgh'  gemein  hat;  auch 
diese  werde  von  a  projicirt.  Die  Projection,  eine  cubische  Curve, 
wird  ebenfalls  durch  die  Projectionen  von  ft,  c,  d,  e,  f,  g  gehen 
und  durch  {E,  X).  [E,  ft);  denn  auch  X  und  (x  haben  sich  nicht 
geändert,  sie  hängen  ja  nur  von  a  und  der  Fläche  F-  ab. 
Folglich   muss   sie   auch    durch   die   Projection    von   h   nach    dem 

Sturm,  Flächen  3.  Ordnung-.  5 
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oben  Gesagten  gelien.  Olfenliar  ist  aber  aucli  die  F'rojectiün  von  // 
den  Ijeiden  Projeclionen  von  i?^  und  [F-,  F./)  gemeinsam.  .Mithin 
müssen,  da  «,  ä,  //  im  Allgemeinen  nicbt  in  gerader  Linie 
liegen  und  also  die  Projeclionen  der  Punkte  h  und  //  von  a  aus 
verschieden  sind,  die  beiden  Projeclionen  von  B*  und  [F-,  F.f) 
10  Punkte  gemein  haben,  d.  h.  diese  beiden  Projeclionen  müssen 
idfMitisch  sein.  Also  R^  wird  von  a  auf  F  in  dieselbe  Curve 
'.).  Ordnung  projicirl,  als  {F-,  F.rj.  Da  nun  aber  die  Projeclions- 
strablen,  die  nun  auch  als  identisch  sich  ergeben,  die  Fläche  F-, 
auf  der  beide  projicirlen  Curven  liegen ,  ausser  in  a  nur  noch 
einmal  treffen,  so  sind  auch  diese  beiden  Cuiven  identisch.  Die 
Curve  R^  hat  sich  also  mit  einer  Raumcurve  4.  Ordnung,  in  der 
sieb  2  Flächen  2.  Ordnung  durchschneiden,  idenlisdi  erwiesen, 
also  lassen  sich  durch  sie  unzählig  viele  solche  Flächen  legen, 
ein  ganzes  Büschel  2.  Ordnung.  Jede  durch  8  beliebige  Punkte 
auf  i?^  gelegte  Fläche  2.  Ordnung  gebt  ganz  durch  R^. 

Nun  „kann  man  oft  an  einer  allgemeinen  Figur,  an  der  ge- 
wisse secundäre  Partien  reell  sind,  Sätze  mit  Hilfe  derselben  be- 
weisen und  sie  daini,  sobald  die  Sätze  nicht  selbst  diese  secundären 
Partien  direcl  oder  implicite  enthalten,  auf  eine  andere  allge- 
meine Figur  derselben  Art  übertragen,  in  der  diese  Partien 
imaginär  sind",  in  Folge  des  Princips  der  Continuität,  wie  es 
Poncelet  nennt,  oder  der  zufälligen  Relationen,  wie  es  Chasles  in 
seinem  Apercu  historique  nennt. 

Wir  übertragen  also  die  eben  gefundene  Eigenschaft  von 
dem  einllächigen  Hyperboloide,  einer  allgemeinen  Form  der  Flächen 
2.  Ordnung,  bei  der  die  Geraden  X  und  fi  reell  sind,  auf  die 
ebenso  allgemeinen  Formen  der  Flächen  2.  Ordnung,  das  KIlipsoid 
und  das  zweifläehige  Hyperboloid,  auf  denen  A  und  fi  imaginär  sind 
(aber  in  dem  reellen  Punkte  a  sieb  begegnen  und  auf  der 
reellen  Tangentenebene  in  a  an  die  Fläche  liegen,  deren  Schnitt 
mit  der  Fläche  sie  sind),  und  nehmen  auch  keinen  Anstand,  sie 
auf  die  Uebergangsformen,  die  Kegel  und  Paraboloide,  und  die 
Abarten,  die  Ebenenpaare,  auszudehnen,  und  sprechen  also  folgen- 
den allgemeinen  Salz  aus: 

Legt  man  durch  einen  auf  der  cu bischen  Fläche 
befindlichen  Kegelschnitt  A"-'  eine  Fläche  2.  Ord- 
nung F-,  so  schneidet  diese  die  cu  bische  Fläche  noch 
in   einer    Piaumcurve   4.  Ordnung,    welche    die   Grund- 
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ciirve  eines  Flä  chenbüschels  2.  Ordnung  ist   und  jede 
ficradc  auf  jeder  Fläclie  des   Büschels    zweimal    trifft. 

Legt  man  dagegen  durch  2  sich  nicht  schneidende  Geraden 
/,  und  /.,  der  oubischen  Fläche  ein  Plyperboloid  H-,  so  schneidet 
dieses  die  cuhische  Fläche  auch  noch  in  einer  Raumcnrve  4.  Ord- 
nung, welche  jedoch  von  der  eben  betrachteten  sehr  verschieden 
ist.  Sie  heisse  i?,'*.  Jede  Gerade  des  Hyperboloids  triflt  wieder 
die  cuhische  Fläche  dreimal  (hios  /,  und  A,  liegen  ganz  auf  der- 
selben), also  natürlich  die  vollständige  Schnittcurve  der  Flächen, 
(/i /.,  i?i^),  so  oft.  Eine  Gerade  A,  die  zur  selben  Schaar  des 
Ilyperb(doids  gehört  wie  /,  mid  /., ,  trifft  /,  und  l.,  nicht,  also 
7?,^  dreimal;  eine  (ierade  ft  aber  der  andern  Schaar  Irilft /,  und 
/, ,  mithin  R  ^^  nur  einn)al.  Fine  durch  /,  gelegte  Ebene  trifft 
H'-  noch  in  einer  (ieraden  (i;  auf  diesem  Schnitte  {l^,  (.i)  der 
F-lbene  mit  H-  müssen  ersichllich  die  4  Schnittpunkte  derseHxMi 
mit  7?,'  sich  befinden,  da  7?,^  auf  //-'  liegl.  Da  nun  fi  mu' 
einen  Punkt  von    i?j^  hat,  so  muss  /j   deren  o  haben;  ebenso/^. 

7?,^  wird  also  von  allen  Geraden  der  einen  Schaar  des  Hyper- 
boloids 77-  in  3  Punkten  getroffen;  eine  zweite  Fläche  2.  Ord- 
nung, welche  durch  7?,'  ginge,  niüsste  also  jeder  dieser  Geraden 
dreimal  begegnen,  folglich  sie  ganz  enthalten,  also  mit  H-  die 
eine  Schaar  Geraden  gemein  haben,  d.  h.  mit  ihr  identisch  sein. 
Wir  schliessen  daraus,  dass  durch  7?,^  sich  inn*  die  eine  Fläche 
2.  Ordnung  77-  legen  Iäs.st.     Also  : 

Legt  man  durch  2  sich  nicht  schneidende  Gerade 
/|  und  /.,  der  cu bischen  Fläche  ein  flyperboloid  77-,  so 
schneidet  dieses  die  Fläche  3.  Ordnung  noch  in  einer 
Raumcurve  4.  Ordnung  7?j^,  durch  welche  jedoch  nur 
die  eine  Fläche  2.  Ordnung  B'-  geht  und  welche  von 
jeder  Geraden  der  einen  Schaar  dieser  Fläche  und 
zwar  derjenigen,  zu  welchej-  die  Geraden  /,  und  I^  S^' 
hören,  je  dreimal,  von  jeder  der  andern  Schaar  nur 
einmal  getroffen  wird. 

Durch  jeden  Pimkt  des  Hyperboloids  geht  also  eine  Gerade, 
welche  7?,''  dreimal  trilfl;  durch  jeden  Punkt  der  Raumcurve  selbst 
eine  Gerade,  die  sie  noch  zweimal  trifit.  Von  jedem  Punkt  des 
Hyperboloids  77-  wird  mithin  T?,"*  als  ebene  Gurve  4.  Ordnung 
mit  einem  dreifachen  Punkte,  von  jedem  ihrer  Punkte  als  ebene 
Curve  3.  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  auf  eine  Ebene  projicirt. 

5* 
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Die  Projectionscurve  der  vorher  betrachteten  Raumcurve  B*  auf 
eine  Ebene  von  einem  ihrer  Punkte  kann  keinen  Doppelpunkt 
haben,  denn  sonst  müsste  ein  (oder  mehrere)  Projeclionsslrahl 
ihr  ausser  im  Projectionspunkt  nocli  zweimal,  also  im  Ganzen 
dreimal  begegnen,  mithin  auf  allen  durch  R*  gelegten  Flächen 
2.  Ordnung  liegen,  so  dass  diese  sämmtlich  ein  Gebilde  5.  Ord- 
nung gemein  hätten,  was  nicht  möglich. 

25.  Die  ergänzende  Gei'ade  A  des  Kegelschnills  A'-,  aus  dem 
wir  die  Gurve  R^  ableiteten,  trifft  k"-  zweimal,  und  da  sie  die 
Fläche  F'  auch  nur  zweimal  treffen  kaini,  kann  sie  dem  ferneren 
Schnitt  von  F-  und  F^ ,  der  Curve  R^,  im  Allgemeinen  nicht 
mehr  begegnen.  Sie  ist  die  einzige  Gerade  der  cubischen  Fläche, 
die  dies  thut;  denn  jede  Gerade  der  cubischen  Fläche  muss  dem 
Gesammtschnitte  (Ä'^,  R*)  von  F^  und  F-  zweimal  begegnen,  da 
sie  F-  zweimal  trifft.  Es  kann  also  nur  dann  eine  Gerade  der 
R*  nicht  begegnen,  wenn  ihre  beiden  Schnitipunkte  mit  F"^  auf 
A"-  liegen,  d.  h.  also,  wenn  sie  A"-  zweimal  begegnet,  und  das 
thut  von  allen  Geraden  der  cubischen  Fläche  nur  die  ergänzende 
Gerade  k  des  Kegelschnitts  F'-.  Wir  können  also  k  die  Ge- 
gengerade von  R*  auf  i^'  nennen  und  werden  einsehen,  dass 
der  Fall ,  wo  wü'  dies  Wort  schon  einmal  gebrauchten,  ein  spe- 
cieller  Fall  unserer  jetzigen  Betrachtung  ist;  das  dort  betrachtete 
windschiefe  Vierseit  ist  ja  nur  eine  Abart  derjenigen  Raumcurve 
4.  Ordnung,  welche  Grundcurve  eines  Flächenbüschels  2.  Ord- 
nung ist. 

Zu  dem  Büschel,  dessen  Grundcurve  R^  ist,  gehört  offenbar 
auch  F'-;  diese  begegnet  der  cubischen  Fläche  ausser  in  R^  noch 
in  dem  Kegelschnitt  A'-.  Dasselbe  wird  jede  andere  durch  R* 
gelegte  Fläche  2.  Ordnung  F^-  thun;  dass  sie  noch  in  einem  Ge- 
bilde 2.  Ordnung  der  Fläche  3.  Ordnung  begegnet,  ist  einleuch- 
tend; aus  2  gegen  einander  windschiefen  Geraden  nij  und  ni., 
kann  dies  aber  nicht  bestehen,  denn  dann  wäre  ja  Fj^  eine  durch 
2  gegen  einander  windschiefe  Geraden  m^  und  m,  der  cubischen 
Fläche  gelegte  Fläche  2.  Ordnung,  und  die  Curve  R*,  in  der  sie 
der  Fläche  F^  noch  begegnet,  müsste  eine  Raumcurve  4.  Ord- 
nung sein,  durch  die  sich  nur  die  einzige  Fläche  2.  Ordnung 
FJ^  legen  lässt,  von  welcher  Beschaffenheit  sie  eben  nicht  ist. 
Mithin  schneidet  Fj  die  Fläche  F^  noch  in  einem  Kegelschnitt 
A'J^.     Nun  ist   wieder  klar,   dass   die   ergänzende   Gerade   A-   von 
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A'-,  die  Gegengerade  von  R\  der  Fläche  Fj  in  2  Punkten 
begegnen  niuss,  welche,  da  k  auf  F^  liegt,  auf  den»  vollständigen 
Scljnitl  (Ä'.,.',  R*)  von  F'-^  und  i^.^^  zu  finden[  sein  müssen,  und 
da  nun  k  mit  7?^  keinen  Punkt  gemein  hat,  so  muss  k  dem  Kegel- 
schnitt ICJ  zweimal  begegnen,  folglich  die  Ebene  dieses  Kegel- 
schnitts durch  ^  gehen.  Also:  Legt  man  durch  einen  Kegel- 
schnitt IC"^  der  cubischcn  Fläche  eine  Fläche  2.  Ord- 
nung F-,  so  trifft  diese  die  cubische  Fläche  noch  in 
einer  Raumcurve  4.  Ordnung  R*,  die  die  Grundcurve 
eines  Fläch  cnbiisch eis  2.  Ordnung  ist;  alle  Flächen 
dieses  Büschels  schneiden  die  cubische  Fläche  noch 
je  in  einem  Kegelschnitte,  und  die  Ebenen  dieser 
Kegelschnitte  gehen  sämmtlich  durch  die  Gerade  der 
cu  bis  eben  fläche  ,  welche  sich  in  der  Ebene  des  Kegel- 
schnitts E"^  befindet.  Diese  Gerade  also,  die  Gegengerade 
der  Grundcurve  des  Büschels,  wird  für  alle  diese  Kegelschnitte 
ergänzende  Gerade  sein,  verhält  sich  zu  ihnen  so,  wie  zu  K-. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  durch  jeden  Kegelschnitt  Ej,  der 
auf  der  cubischen  Fläche  in  einer  durch  k  gehenden  Ebene  F, 
liegt,  auch  eine  Fläche  des  Büschels,  dessen  Grundcurve  R^  ist, 
gellt.  Der  Schnitt  der  Ebene  E^^  mit  i^*  ist  [k,  EJ-);  auf  diesem 
müssen  also  die  4  Punkte,  in  denen  R*  durch  E^:  geschnitten 
wird,  zu  finden  sein,  da  R^  auf  F^  liegt.  R*  aber  und  k  be- 
gegnen sich  nicht,  also  müssen  sich  die  4  Punkte  von  R*  auf 
Ex'  befinden.  Jede  durch  R^  gehende  Fläche  2.  Ordnung  wird 
durch  einen  weiteren  ausserhalb  R*  liegenden  Punkt  bestimmt; 
wählen  wir  diesen  auf  Ej,  so  hat  die  so  bestimmte  Fläche  des 
Büschels  mit  A'J  5  Punkte  gemein,  also  geht  sie  ganz  durch 
Ej,  weil  ja  der  Kegelschnitt,  welchen  die  E^^  aus  dieser  Fläche 
ausschneidet,  mit  E^r'-  5  Punkte  gemein  hat,  also  mit  ihm  iden- 
tisch ist. 

Demnach  schneiden  5  der  Flächen  des  Büschels, 
dessen  Grundcurve  R^  ist,  die  cubische  Fläche  in 
einem  Geradenpaare,  da  5  der  Kegelschnitte  Ej^  zu  solchen 
degeneriren,  d.  h.  berühren  die  cubische  Fläche  und 
zwar  in  dem  Schnittpunkte  des  Geradenpaars.  Folglich 
auch  liegen  die  10  Geraden,  welche  k  treffen,  auf  Flächen  2.  Ord. 
nung,  die  durch  R^  gehen,  mithin  begegnet  jede  von  ihnen  der 
R*   zweimal.      Die   16  übrigen  Geraden,  welche  k    nicht  treffen, 
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dafür  also  joden  der  Kegelschnitte  Kx'  je  einmal  treiren,  s(  Iniei- 
den die  Ilannicurve  Ä'  auch  je  einmal,  was  ja  daraus  einleuch- 
tet, dass,  da  sie  jede  der  Flächen  iV,  die  durch  Ä'  gehen, 
zweimal  trellen,  sie  der  Schnittcurve  von  Fr-  und  F-\  der 
{K^-,  R^)  zweimal  begegnen  müssen,  also  einmal  auC  AV'  und 
einmal  auf  R^. 

Da  je  ein  Kegelschnitt  K,^-  auf  einer  Fläche  F,^'  liegt,  so 
sind  die  Punktenpaare,  in  denen  die  Kegelschnitte  K,r~  üirer  ge- 
meinschaftlichen ergänzenden  Geraden  k  begegnen,  identisch  mit 
-den  Puiditenpaaren,  welche  die  Flächen  F,^-  dos  Büschels,  dessen 
Grundcurvc /? '  ist,  auf /c  einschneiden,  also  bilden  diese  l'unkten- 
paare  eine  Involution,  eigentlich  Involution  2.  Ordnung  oder 
quadratische  Involution,  die  man  ja  aber  gewöhnlich  kurzweg 
Involution  neinit.  k  kann  jode  Gerade  der  cubischen  Fläche  sein, 
da  ja  K-  ganz  beliebig  ist.     Mitbin: 

Die  Kegelschnitte,  welche  die  durch  eine  (j  e  r  a  d  e 
der  cubischen  Fläche  gelegten  Fbenen  noch  aus  der- 
selben ausschneiden,  begegnen  der  (ioraden  in  Punk- 
tenpaaren, die  eine  Involution  bilden. 

Dieses  Resultat  fanden  wir  bei  der  zweiten  Steinerschen  Fr- 
zeugungsweise  für  die  Gerade  A  und  bei  der  (irassmannschen  für 
die  Geraden  L. 

Bei  einer  Involution  giebt  es  nun  aber  2  reelle  oder  2 
imaginäre  Doppel-  oder  Asymptotenpunkte,  in  deion  jeden  2 
Punkte  eines  Punktenpaars  zusammenfallen.  Fs  giebt  deshalb 
unter  d  e  n  K  e  g  e  1  s  c  h  n  i  1 1  e  n  der  c  u  b  i  s  c  h  e  n  F I  ä  c  h  e ,  d  e  i'  e  n 
Ebenen  durch  eine  Gerade  derselben  gehen,  stets  2 
reelle  oder  2  imaginäre  Kegelschnitte  K^'  und  /i'o", 
welche  die  Gerade  berühren.  Diebeiden  Berührungspunkte 
sind  äusserst  wichtige  Punkte  für  die  Gerade;  Steiner  nennt  sie  die 
Asymptotenpunkte  derselben  und  bezeichnet  sie  mit  n.  Ge- 
mäss der  bekannten  Eigenschaft  der  Involution  sind  je  2  andere 
Punkte,  in  denen  ein  Kegelschnitt,  den  die  Gerade  ergänzt,  ihr 
begegnet,  den  beiden  Asymptotenpunkten  barnionisch  zugeordnet. 

Wir  sind  im  Vorhergehenden  zu  einem  Fläcbenbüschel  ge- 
langt, dessen  Grundcurve  die  auf  F^  liegende  R^  ist,  und  zu 
einem  Ebenenbüschel,  dessen  Axe  die  Gegengerade  k  dieser 
Raumcurve  ist.  Je  eine  Fläche  jenes  und  eine  Ebene  dieses  be- 
gegnen einander  in   einem  Kegelschnitte,   der  auf  der  cubischen 
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Fläche  liegt.  Da  ist  schon  Idar,  das?  jeder  Ebene  des  Ebenen- 
bi'ischels  eine  Fläche  des  Flächenbüschels  entspricht,  und  unige- 
kehit,  dass  also  die  beiden  Büschel  in  projectivischer  Beziehung 
zu  einander  stehen.  Wir  können  uns  jedoch  noch  genauei-  da- 
von überzeugen:  Es  seien  i^,'-,  F.y-,  F./  3  Flächen  des  Büschels, 
Kj'^,  /ifo-,  Ä'g-  die  Kegelschnitte,  die  sie  noch  aus  F'^  ausschnei- 
den. Die  Ebenen  E^,  E.,,  E.,.  dieser  Kegelschnitte  sind  nachdem 
Obigen  Ebenen  des  Büschels,  dessen  Axe  k  ist.  Wir  stellen  nun 
zwischen  dem  Flächen-  und  dem  Ebeneubüschel  eine  projecti- 
vische  Beziehung  her,  indem  wir  die  Flächen  i^j-,  F^^,  F.^'  resp. 
den  Ebenen  Ei,  E.,,  E.j  entsprechen  lassen.  Nun  entspricht 
auch  nach  den  bekannten  Gesetzen  der  Projectivität  jeder  weitern 
Fläche  des  Flächenbüschels  eine  Ebene  des  Ebenenbüschels  und 
umgekehrt.  Die  entsprechenden  Elemente  der  beiden  Büschel 
durchdringen  sich  in  Kegelschnitten,  welche  nach  der  2.  Steiner- 
schen  Erzeugungsweise  eine  cubische  Fläche  erzeugen.  Diese  ist 
aber  mit  unserer  identisch,  weil  sie  mit  ihr  ein  Gebilde  11.  Ord- 
nung gemein  hat,  nämlich  die  Baumcurve  R*,  die  Gerade  k  und 
die  3  Kegelschnitte  A^j^,  Iv^',  A'3-;  also  der  Kegelschnitt,  den 
eine  Ebene  des  Ebenenbüschels  aus  F'^  ausschneidet,  liegt  auch 
auf  der  in  der  obigen  Beziehung  der  Ebene  entsprechenden  Fläche 
des  Flächenbüschels.  Mithin  besteht  in  der  Thal  zwischen  den 
beiden  Büscheln  eine  Projectivität  von  der  Art,  dass  die  ent- 
sprechenden Elemente  die  cubische  Fläche  F^  in  demselben  Kegel- 
schnitte schneiden. 

Dies  hat  zugleich  gezeigt,  wie  eine  vorliegende  cubische 
Fläche  auf  die  zweite  Steinersche  Weise  erzeugt  gedacht  werden 
kann,  dass  jede  Gerade  derselben  zur  Geraden  A  benutzt  werden 
kann,  und  dass  sicli  gegen  eine  Gerade  und  die  10  ihr  begeg- 
nenden die  übrigen  Geraden  stets  in  gleicher  Weise  verhalten, 
welches  auch  die  Gerade  sei. 

26.  Später  werden  die  beiden  in  der  vorletzten  Nummer  ge- 
fundenen Baumcurven  4.  Ordnung  R^  und  R^*  noch  einer 
weiteren  Betrachtung  unterworfen  und  fernere  Unterschiede  der- 
selben angegeben  werden.  Jetzt  wollen  wir  noch  ihre  Abarten 
betrachten  d.  h.  die  Fälle,  wo  sie  sich  in  Partialcurven  zerlegen. 
Wir  werden  also  zu  X-  resp.  /j /,  "odi  gewisse  Gebilde  G  der 
cubischen  Fläche  hinzufügen,  durch  K"^  resp.  ^,  l^  und  G  dann, 
wenn  es  möglich  ist,  eine  Fläche  2.  Ordnung  legen  und  zusehen, 
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in  was  für  einem  Gebilde  G'  dieselbe  der  cubiscbeii  Fläche 
noch  begegnet.  Erstens  ist  klar,  dass  G  und  G'  immer  zusam- 
men von  der  4.  Ordnung  sein  müssen,  dann,  dass,  wenn  G  zu  K"^ 
zugefügt  wird,  durch  G,  G'  sich  ein  Büschel  Flächen  2.  Ord- 
nung legen  lässt  und  G,  G'  zusammen  dem  Kegelschnitt  A"^  vier- 
mal begegnen  und  von  jeder  Geraden  jeder  Fläche  des  eben  ge- 
nannten Büschels  zweimal  getroffen  werden  müssen,  wenn  aber 
G  zu  /,  U  zugefügt  wird,  dass  G,  G'  nur  auf  einer  einzigen 
Fläche  2.  Ordnung  liegen  (also  die  Bedeutung  von  9  Punkten  zur 
Bestimmung  einer  solchen  haben),  dass  sie  zusammen  jeder  der 
Geraden  /j  und  /.,  dreimal  begegnen  und  überhaupt  von  jeder 
Geraden  der  Schaar  der  eben  genannten  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung, zu  welcher  /j  /.,  gehören,  dreimal,  von  jeder  der  andern 
einmal  getroffen  werden. 

Es  werde  also  zuerst  zu  A'-  noch  eine  Gerade  g  der  cubi- 
bischen  Fläche  zugefügt.  Entweder  trifft  (j  den  Kegelschnitt  K- 
zweimal,  oder  einmal,  oder  gar  nicht. 

a]  Im  ersten  Falle  liegt  g  mit  K"^  in  derselben  Ebene,  und  beide 
haben  für  die  Bestimmung  einer  Fläche  2.  Ordnung  die  Bedeu- 
tung von  6  Punkten.  Nändich  eine  durch  5  Punkte  von  K-  ge- 
legte Fläche  2.  Ordnung  geht  ganz  durch  K-,  also  auch  durch 
die  beiden  Punkte,  in  denen  K"^  von  g  getroffen  wird;  nimmt 
man  folglich  auf  g  noch  einen  Punkt  zur  Bestimmung  der  Fläclie 
an,  so  geht  die  Fläche  auch  ganz  durch  g.  Es  ist  ersichtlicJi, 
dass  jede  durch  {K"^,  g)  gelegte  Fläche  2.  Ordnung  in  2  Ebenen 
zerfällt,  deren  eine  beliebig,  durch  die  3  noch  fehlenden  Punkte 
bestimmt,  die  andere  aber  stets  die  Ebene  (Af^  g)  ist.  Jede  solche 
Fläche  schneidet  also  F^  noch  in  einer  ebenen  cubischen  Curve 
C^,  die  als  vollständiger  Schnitt  ihrer  Ebene  mit  der  cubischen 
Fläche  von  der  Geraden  g  einmal  getroffen  wird,  und  da  sie  jedem 
andern  ebenen  Schnitt  dreimal  begegnen  muss,  trifft  sie  auch 
{K"^,  g)  dreimal,  mithin  A-  zweimal.  Also  {C^,g),  eine  ebene 
Curve  3.  Ordnung  und  eine  ihr  einmal  begegnende 
Gerade  bilden  eine  Abart  von  7?^.  {C^,  g)  begegnet  A- 
viermal,  nämlich  C'^  zweimal  und  g  zweimal.  Durch  (C^  g)  las- 
sen sich  unendlich  viele  Ebenenpaare  legen,  deren  eine  Ebene 
immer  die  der  Curve  C^  ist,  die  andere  durch  g  geht. 

ß)  Zweitens  A'^  w  erde  von  g  einmal  getroffen ;  beide  zusam- 
men   haben  für  die  Bestimmung   einer   Fläche  2.   Ordnung  die 
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Bedeutung  von  5  +  2  =  7  Punkten,  also  gehen  durch  sie  noch 
doppell  unendUch  viele  Flächen  2.  Ordnung,  deren  jede  der  cubi- 
schen  Fläche  noch  in  einer  cubischen  Raumcurve  R'^  begegnet. 
Diese  niuss  mit  g  zusammen  die  Grundcurve  eines  Flächcidiüschels 
2.  Ordnung  ausmachen,  also  wird  B^  von  g  zweimal  getroü'en, 
ebenso  von  jeder  andern  Geraden  einer  Fläche  des  Büschels,  die 
jiiit  g  zur  selben  Schaar  gehört ;  jede  der  andern  Schaar  trifft  sie 
nur  einmal,  doch  die  Gesammtgrundcurve  {R'^^,  g)  zweimal,  da  sie 
ja  g  schneidet.  Also  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  und 
eine  sie  zweimal  treffende  Gerade  sind  eine  Abart 
von  R*. 

y)  Im  dritten  Falle,  in  dem  I{-  und  g  einander  gar  nicht 
begegnen,  haben  beide  zusannnen  die  Bedeutung  von  5  +  3  =  8 
Punkten  für  die  Bestimmung  einer  Fläche  2.  Ordnung;  es  lässt 
sich  also  noch  ein  Büschel  solcher  Flächen  durch  sie  legen;  alle 
diese  Flächen  werden  aber  Ebenenpaare  sein,  deren  eine  Ebene 
die  des  Kegelschnitts  Ii~  ist,  während  die  andere  durch  g  geht. 
Ein  solches  Ebenenpaar  schneidet  aus  der  cubischen  Fläche  noch 
die  ergänzende  Gerade  k  des  Kegelschnitts  K"^  aus  und  einen 
Kegelschnitt  S^  dessen  ergänzende  Gerade  g  ist.  Da  g  nicht  An- 
schneidet, muss  sie  k  treffen;  also  besteht  die  Abart  der  Raum- 
curve hier  aus  der  degenerirten  ebenen  cubischen  Curve  [S"^,  g) 
und  aus  der  diese  (und  zwar  g)  einmal  treffenden  Geraden  k,  ist 
also  ein  specieller  Fall  der  Abart  bei  a). 

Nun  werde  zu  dem  Kegelschnitt  K"^  ein  Gebilde  2.  Ordmmg 
zugefügt,  und  zwar  zuerst  2  windschiefe  Geraden  Ä'und  h" .  Schneidet 
keine  der  beiden  Geraden  oder  nur  eine  von  ihnen  den  Kegel- 
schnitt K"^ ,  so  lässt  sich  durch  A'^  h' ,  Ji"  im  Allgemeinen  keine 
Fläche  2.  Ordnung  legen,  weil  sie  die  Bedeutung  von  5  +  3  +  3  =  11 
oder  von  5  +  3  +  2  =  10  Punkten  haben.  Schneidet  eine  von 
ihnen  den  Kegelschnitt  A'^  zweimal,  so  kommen  wir  auf  Ebenen- 
paarc  und  auf  eine  Abart  der  Curve,  ähnlich  wie  unter  y).    Also: 

ö)  Zu  dem  Kegelschnitt  AT-  werden  2  windschiefe  Geraden 
//  und  h"  zugefügt,  deren  jede  K"^  einmal  trifft.  Die  3  Gebilde 
haben  die  Bedeutung  von  5  +  2.2  =  9  Punkten,  so  dass  sich 
durch  sie  eine  Fläche  2.  Ordnung  F-  legen  lässt,  aber  auch  nur 
eine.  Diese  Fläche  kann  F'^  nicht  in  einem  Kegelschnitt  S"^  be- 
gegnen. Denn  eine  durch  einen  Kegelschnitt  gelegte  Fläche 
2.  Ordnung  trifft  die  cubische  Fläche  in  einer  Raumcurve  4.  Ord- 
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uiing,  tliircli  die  ein  Büschel  2.  Ordnung  geht;  diese  Raunicurve 
wäre  hier  [K-,  li ,  h"),  durcli  diese  iJisst  sich  al)er,  wie  wir  eheii 
gesehen,  nur  eine  einzige  Fläche  2.  Ordnung  legen.  Also  be- 
gegnet (he  durch  [K-,  1i ,  h")  gelegte  Fläche  F-  der  cuhischen 
Fläche  noch  in  einem  l'aare  windschiefer  (ieraden  ?',  i",  die  ofl'en- 
har  nicht  zur  selben  Schaar  von  F-  gehören  können  wie  Ji  und 
h" ,  weil  sonst  4  Gerade  derselben  Schaar  eines  Hyperboloids 
//  h"  i'  i"  auf  der  cuhischen  Fläche  lägen.  Also  schneiden  beide 
/'  und  /"  beide  h'  inul  h"  und  bilden  mit  ihnen  ein  windschiefes 
Vierseit;  durch  ein  solches  geht  ja  auch  ein  Büschel  2.  Ordnung; 
hier  hat  es  sich  als  Abart  von  i? '  ergeben. 

Da  die  durch  //  und  //',  zwei  windschiefe  (ieraden,  gelegte 
Fläche  F-  die  cubische  Fläche  noch  in  K-,  i',  i"  begegnet,  welche 
beiden  Geraden,  da  sie  mit  K-  auf  derselben  Fläche  2.  Ordnung 
liegen,  K-  je  einmal  trefl'en  müssen,  so  haben  wir  hier  als 
Abart  von  R^^  einen  Kegelschnitt  und  zwei  wind- 
schiefe Geraden,  deren  jede  ihn  einmal  trifft,  erhalten. 

Nehmen  wir  nun  aber  zu  A-  noch  einen  zweiten  Kegel- 
schnitt A',-  hinzu.  Zwei  Kegelschnitte  lO  und  A'j-  haben  auf 
der  cublischen  Fläche  dreierlei  Lage  zu  einander.  Die  eine  Lage 
ist  die,  bei  der  sie  dieselbe  ergänzende  Gerade  haben;  dann 
schneiden  sie  (auf  einer  allgemeinen  cuhischen  Fläche)  einandei- 
nicht.  Durch  sie  geht  in  diesem  Falle  aber  auch  nur  eine  ein- 
zige Fläche  2.  Ordnung,  das  Paar  ihrer  Ebenen,  welches  die 
cubische  Fläche  in  zwei  in  die  gemeinschaftliche  ergänzende  Ge- 
rade zusammengefallenen  Geraden  schneidet.  Gehen  aber  die 
Fbenen  der  Kegelschnitte  nicht  durch  dieselbe  Gerade  der  cuhi- 
schen Fläche,  so  seien  k  und  Aj  die  ergänzenden  Geraden;  die 
3  Punkte,  in  denen  die  Schnittgerade  der  Ebenen  der  beiden 
Kegelschnitte  der  cuhischen  Fläche  begegnet,  sind  doch  offenbar 
die  3  Punkte,  in  denen  die  beiden  degenerirten  cuhischen  Curven 
(ÄT^,  A)  und  (Ä',-,  A-|)  einander  treffen.  Und  da  ist  es  nun  klar, 
dass  entweder  k  und  /.-,  einander  treffen  und  K-  und  Af-j  ein- 
ander zw  eimal  (reell  oder  imaginär),  oder  dass  k  und  Äj  einander 
nicht  treffen  und  A'^  und  A'j-  einander  einmal,  in  welchem  letz- 
teren Fall  natürlich  A-  von  k^  und  ATj-    von  k  getroffen  wird. 

z)  \\\x  nehmen  zuerst  an,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  K- 
und^  K^  einander  blos  einmal  treffen;  die  beiden  ergänzenden 
Geraden  k  und  k^  treffen  einander  dann  nicht.   Die  beiden  Kegel- 
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schnitte  haben  zusaniuieu  die  Ueiiciiliiiig  von  5+4  =  9  Pnnk- 
ten,  deiui  eine  dnrch  5  Punkte  von  /i"'  gelegte  Fläche  2.  Ord- 
nung enthalt  K"^  ganz,  also  auch  den  Schnittpunkt  mit  /i',^,  folg- 
lich, legt  man  sie  noch  durch  4  Punkte  von  K^',  so  geht  sie 
auch  durch  5  Punkte  dieses,  enthält  auch  ihn  ganz.  Aber  durch 
9  Punkte  geht  nur  eine  einzige  Fläche  2.  Ordnung,  also  geht 
auch  durch  [K'^^  A\'')  nur  eine  einzige,  und  diese  ist  nicht  ein- 
mal allgemeiner  Natur,  sondern  zerfällt  in  das  Paar  der  Ebenen 
von  I^'  und  Kf.  Der  fernere  Schnitt  dieses  Ebenenpaars  mit 
F"^  sind  die  beiden  windschiefen  Geraden  k  und  /^^.  Also  die 
Abart  von  R*  ist  (A,-,  k,  /i,),  mithin  eine  degenerirte  ebene 
cubische  Curve  (/iV'>  ^-i)  'md  eine  Gerade  k,  die  sie  einmal  (und 
zwar  AT/-)  trifft,  mithin  <.'in  Gebilde  ähnlicher  Art  wie  unter  a) 
und  y). 

Aber  wir  haben  hier  zugleich  doch  noch  ein  anderes  Re- 
sultat gewonnen.  Das  eben  erwähnte  Ebenenpaar  war  durch  2 
windschiefe  Geraden  k  und  A-,  gelegt  und  schneidet  die  cubische 
Kläc-he  in  den  beiden  einander  einmal  begegnenden  Kegelschnit- 
ten K'^  und  K^'.  Also  bilden  zwei  einander  einmal  be- 
gegnende Kegelschnitte  eine  Abart  von  7?,^. 

f)  Die  beiden  Kegelschnitte  A'^  und  Ä'j^  mögen  sich  nun 
zweimal  treffen;  dann  begegnen  auch  die  ergänzenden  Geraden 
einander.  Zur  ßestimnunig  einer  Fläche  2.  Ordnung  haben  sie 
die  Bedeutung  von  5 -{- 3  ::=  8  Punkten,  so  dass  durch  sie  ein 
Büschel  2.  Ordnung  geht.  Dass  sie  eine  Abart  von  R^  sind, 
leuchtet  ja  auch  daraus  ein,  dass  sie  als  der  weitere  Schnitt  einer 
Fläche  2.  Ordiumg,  die  durch  einen  Kegelschnitt  der  cubischen 
Fläche  gelegt  ist,  mit  dieser  betrachtet  werden  können:  der  Kegel- 
schnitt ist  das  Geradenpaar  (k,  A:,);  die  Fläche  ist  das  Paar  der 
Ebenen  von  A  -  und  AY*.  Jede  durch  (A-,  A',-)  gehende  Fläche 
2.  Ordnung  F-  schneidet  aus  F'^  noch  ein  Gebilde  2.  Ordnung; 
aus  2  windschiefen  Geraden  kann  das  nicht  bestehen,  denn  dann 
wäre  F'  eine  durch  2  solche  Geraden  gelegte  Fläche  2.  Ordnung 
und  niüsste  F'^  noch  in  einer  Raumcurve  4.  Ordnung  {K'^,  K^"^) 
schneiden,  durch  die  nur  die  eine  Fläche  2.  Ordnung  F"^  geht;  durch 
[K"^,  A'j-)  geht  aber  ein  ganzes  Büschel.  Also  schneidet  F-  aus 
F'^  noch  einen  Kegelschnitt  K^^  aus,  der  mit  Kf  die  Grund- 
curve  eines  Flächenbüschels  2.  Ordnung  bildet,  also  ihm  zweimal 
begegnet,  woraus  folgt,  dass  die  ergänzende  Gerade  k^  des  Kegel- 
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scIliliUs  K^  und  h\  einander  begegnen;  ebenso  müssen  A.,^  und 
A'2  zusammen  eine  solche  Grundcurve  bilden,  einander  also  zwei- 
mal begegnen,  und  k  und  k.^  sich  schneiden.  Woraus  sich  er- 
giebt,  dass  k  k^  k.,  ein  Dreieck  bilden.  Das  ist  auch  auf  andere 
Weise  einzusehen;  da  (A-,  Ä',^j  als  Curve  R^  aus  dem  Kegel- 
schnitte {k,  ky)  entstanden  ist,  so  ist  ihre  Gegengerade  die  er- 
gänzende Gerade  von  (k,  k^),  also  die  dritte  in  deren  Ebene,  und 
durch  sie  gehen  die  Ebenen  der  Kegelschnitte  (oder  sie  ist  er- 
gänzende für  alle  Kegelschnitte),  welche  die  durch  {K'^,  AT,'^]  ge- 
legten Flächen  2.  Ordnung  aus  der  cnbischen  Fläche  noch  aus- 
schneiden. 

Also : 

Durch  2  Kegelschnitte  der  cnbischen  Fläche  lässt 
sich  nur  dann  eine  allgemeine  Fläche  2.  Ordnung 
legen,  wenn  sie  einander  zweimal  begegnen.  Ist  dies 
der  P'  a  1 1 ,  s  o  b  i  1  d  e  n  sie  zugleich  die  G  i'  u  n  d  c  u  i'  v  e  eines 
Flächenbüschels  2.  Ordnung.  Jede  Fläche  desselben 
schneidet  aus  der  cnbischen  Fläche  noch  einen  drit- 
ten Kegelschnitt  aus,  der  jedem  der  beiden  erster en 
zweimal  begegnet.  Die  3  Ergänzungsgeraden  der  Ke- 
gelschnitte bilden  ein  Dreieck.  Die  Ergänzungsgerade 
jedes  der  3  Kegelschnitte  ist  Gegengerade  der  von 
den  beiden  andern  Kegelschnitten  gebildeten  Raum- 
curve  4.  Ordnung  i?*. 

Oder  kurz: 

Schneidet  eine  Fläche  2.  Ordnung  die  cu bische 
Fläche  in  3  Kegelschnitten,  so  bilden  die  Ergänzungs- 
geraden derselben  ein  Dreieck. 

Wir  haben  nun  als  Abarten  d  er  Raumcur  ve  R*  gefunden: 

1)  Eine  ebene  cubische  Curve  C^  und  eine  sie  ein- 
mal treffende  Gerade  g.  Die  cubische  Curve  kann  degene- 
riren  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  mit  ihm  in  derselben  Ebene 
liegende,  also  ihn  zweimal  treffende  Gerade,  wo  dann  entweder 
der  Kegelschnitt  oder  die  Gerade  von  g  getroffen  wird;  sie  kann 
noch  mehr  degeneriren  in  3  ein  Dreieck  bildende  Geraden,  deren 
eine  dann  von  g  getroffen  wird. 

2)  Eine  cubische  Raumcur vei?"  und  eine  sie  zwei- 
mal treffende  Gerade  g.  Die  Raumcurve  kann  degeneriren 
in    einen    Kegelschnitt    und    eine    ihn    einmal    treffende   Gerade, 
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welche  beide  dann  je  einmal  von  g  getrofl'en  werden ;  sie  kann 
noch  mehr  degeneriren  in  2  windschiefe  Geraden  und  eine  dritte 
beide  schneidende;  g  trifft  dann  ebenfalls  beide  windschiefen;  so 
dass  ein  windschiefes  Vierseit  entsteht. 

3)  2  Regel  schnitte  K-  und  k\-,  die  einander  zwei- 
mal treffen;  der  eine  Kegelschnitt  kann  in  ein  Paar  sich  schnei- 
dender Geraden  degeneriren,  deren  jede  den  andern  Kegelschnitt 
trifft;  auch  der  andere  kann  zum  Geradenpaar  werden,  und  es 
ergiebt  sich,  da  jenes  Geradenpaar  dieses  zweimal  trifft,  ebenfalls 
ein  windschiefes  Vierseit. 

27.  Gehen  wir  jetzt  zu  den  Abarten  von  i?/  über.  Wir 
fügen  zu  den  beiden  windschiefen  Geraden  /,,  l.^  eine  Gerade  m  zu. 

et)  in  schneide  weder  l^  noch  /,,.  Durch  3  zu  einander  wind- 
schiefe (Geraden  (sie  haben  ja  auch  die  Bedeutung  von  3.3  =  9 
Punkten)  lässt  sich  eine  einzige  Fläche  2.  Ordnung  legen,  ein 
Hyperboloid,  das  bekanntlich  die  cubische  Fläche  in  3  andern 
windschiefen  Geraden  n  n  n"  seiner  andern  Schaar  schneidet. 
Also  die  Abart  von  i?^^  wird  durch  3  windschiefe  Geraden  71  n  n" 
und  eine  sie  alle  treffende  Gerade  m  gebildet;  das  ist  übrigens 
nur  der  specielle  Fall  des  Kegelschnitts  [n  m)  und  zweier  windschiefen 
Geraden  «'  n",  deren  jede  den  Kegelschnitt  einmal  trifft. 

ß)  m  schneide  blos  l^,  aber  nicht/.,;  das  ist  also  ein  Special- 
fall des  frühereu  Falls:  ein  Kegelschnitt  {li,m)  und  eine  Gerade 
l.^,  die  ihn  gar  nicht  trifft.  Das  Resultat  ist  ein  Kegelschnitt  und 
ein  Geradenpaar,  dessen  eine  Gerade  den  Kegelschnitt  trifft,  also 
2  Kegelschnitte,  die  sich  einmal  begegnen. 

y)  m  begegne  l^  und  l.^.  (/,  m)  bilden  einen  Kegelschnitt,  l, 
trifft  diesen  einmal.  Der  weitere  Schnitt  ist  eine  cubische  Raum- 
curve,  welche  /.,  zweimal  schneidet,  also  da  m  auf  der  durch 
Zj  /j  ^  gelegten  Fläche  2.  Ordnung  zur  andern  Schaar  gehört  als 
/,  und  L^,  m  nur  einmal.  Die  Abart  von  B■^^  ergiebt  sich 
demnach  als  aus  einer  cubische  n  Raumcurve  und 
einer  sie  einmal  schneidenden  Geraden  zusammen- 
gesetzt. Durch  diese  geht  also  nur  eine  einzige  Fläche  2.  Ord- 
nung; jede  cubische  Raumcurve,  die  auf  einer  Fläche  2.  Ordnung 
liegt,  hat  die  Bedeutung  von  7  Punkten  derselben,  weil  sie  mit 
einer  Fläche  2.  Ordnung,  auf  der  sie  nicht  liegt,  nur  6  Punkte 
gemein  haben  kann.  Also  jede  durch  7  Punkte  der  Raumcurve 
gelegte    Fläche   2.    Ordnung   geht   ganz    durch   sie,    mithin   auch 
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durch  den  Punkt  der  Geraden,  der  auf  ihr  hegt;  noch  2  Punkte 
zur  ßestinunung  der  Fläche  aul'  dieser  Geraden  angenommen  he- 
wirken,  dass  die  Fläche  auch  3  Punkte  der  Geraden,  also  die- 
selhe  ganz  enthält.  Da  sind  aher  die  9  Punkte  auch  erschöpf!. 
Also  geht  durch  die  heiden  ohigen  Gehilde  in  der  That  nur  eine 
einzige  Fläche  2.  Ordnung. 

Fügen  wir  zu  den  heiden  windschiefen  Geraden  /,  und  /., 
noch  zwei  windschiefe  m^  undwjj-  ^"  lange  A\ir  nicht  voraus- 
setzen, dass  mindestens  eine  der  beiden  Geraden  ?«,  und  7n.,  hei- 
den /]  und  l.^  und  die  andere  eine  treffe,  können  wir  durch  sie 
keine  Fläche  2.  Ordnung  legen,  denn  sonst  haben  sie  die  Bedeu- 
tung von  mehr  als  9  Punkten. 

ö)  wj,  treffe  /,  und  h,  m.^  blos  l^.  Alle  4  bedeuten  gerade 
9  Punkte;  /j  und  /.,  je  drei,  »«.,  zwei,  m^  einen.  Also  lässt  sicli 
durch  sie  eine  Fläche  2.  Ordnung  legen,  jedoch  offenbar  nur 
das  Ebenenpaar  [m^  /.,),  (w,  l^).  Die  4  Geraden  haben  demnach 
auch  die  Bedeutung^von  2  zu  Geradenpaaren  degenerirten  Kegel- 
schnitten, die  nur  einen  Punkt  gemein  haben,  nämlich  (rw,  /,). 
Das  durch  sie  gehende  Ebenenpaar  schneidet  die  cnbische  Fläche 
in  den  beiden  ergänzenden  Geraden  Mj  «., ,  die  windschief  zu  ein- 
ander sind.  Die  4  Geraden  also,  welche  die  Abart  von  R(^  bil- 
den, sind  »i,  m.^  n,  ?«,•  "i  *st  ergänzende  (ierade  zu  ;«,  /.,  (also 
trint  sie  m,),  ebenso  n.,  die  zu  m^  /j.  Man  kann  auch  l^  die  er- 
gänzende Gerade  zu  (m,  n^)  und  /,  die  zu  [m.,  n.>)  nennen,  also 
da  /]  und  /.,  einander  nicht  treffen,  treffen  sich  (?/?,  «,)  und  [m.^n^] 
einmal,  nämlich  im  Punkte  («,  m^j. 

Dass  «j  unrl  m.,  sich  treffen,  ist  folgendermassen  einzusehen: 
je  eine  Seite  des  Dreiecks  /.,  ?«,  n^  muss  eine  des  Dreiecks  /,  ?«.,  ??, 
treffen.  /.,  trifft  nicht  /, ,  trifft  nicht  m.y,  also  muss  l.^  die  Seite 
n.2  treffen,  m^  trifft  ?j.  Mithin  bleiltt  nur  übrig,  dass  u^  der  w», 
begegne.  Also  die  Abart  unserer  Raumcurve  hat  sich  als  2  zu 
Geradenpaaren  degenerirte  Kegelschnitte,  die  sich  einmal  begegnen, 
erwiesen. 

t)  Es  begegnen  nun  beide  Geraden  m^  und  m^  beiden  /, 
und  /.,.  Wir  erhalten  ein  windschiefes  Vierseit  oder  2  zu  Geraden- 
paaren (?«]  /j)  und  (?>j2 /.,)  degenerirte  Kegelschnitte,  die  sich  zwei- 
mal begegnen,  nämlich  in  (m,  /.,)  und  (/,  m.^.  Diese  bilden  die 
Grundcurve  eines  Flächenbüschels,  und  jede  Fläche  schneidet  aus 
F'^  noch    einen    Kegelscbnits   S''   aus,  der  jedem  der  beiden  Ge- 
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radenpaarc    zweimal    d.    li.    also    jeder     der    4.  Geraden    einmal 
hegegiiel. 

Hier  erhalten  wir,  was  wir  ans  einer  fridiern  Belraclitung 
erwarten  mussten,  als  Abart  von  B^^  einen  Kegelschnitt 
S-  nnd  2  windschiefe  (ieraden  ?«j  tn^,  deien  jede  ihn 
trifft. 

Wir  fügen  jetzt  zu  den  beiden  windschiefen  Geraden  /j  nnd 
1-2  einen  Kegelschnitt  M'-. 

f)  J{^  schneide  die  eine  der  beiden  Geraden,  /, ,  zweimal,  so 
bilden  '{K"^,  ?,)  eine  degenerirte  ebene  cnbisclie  Cnrve,  nnd  /., 
ninss  sie  treffen,  also,  da  sie  /,  nicht  liifft,  nniss  sie  K^  be- 
gegnen. Durch  (Ä'^/j,/.,),  welche  die  Bedeutung  von  8  Punkten 
haben  (5  +  1  +  2),  gebt  ein  Fläcbenbüschel  2.  Ordiunig,  jedoch 
lauter  Ebenenpaare,  deren  eine  Kbene  die  von  (yi-,  /,)  ist,  die 
andere  durch  ly  geht.  Die  zweite  schneidet  F'-^  noch  in  einem 
Kegelschnitt  -S'-',  der,  da  /,>  seine  ei'gänzende  Gerade  ist  und  /i"- 
eiumal  IrilVl,  /,   und  A'^  je  einmal  trifft. 

Die  Abart  von  E ^^  wird  also  durch  (52,  A'^  ,  2  K  egel- 
scbnitte  gebildet,  die  sich  einmal  treffen. 

Die  Falle,  wo  A-  keiner  der  beiden  Geraden  (also  seine 
KrgänzeiMle  beiden)  oder  wo  er  nur  einer  (also  seine  Ergänzende 
der  andern)  begegnet,  können  hier  nicht  in  Betracht  kommen, 
weil  da  die  3  Gebilde  die  Bedeutung  von  3  +  3  +  •'^^^H  oder 
3  +  3  +  4=10  Punkten  zur  Bestimmung  einer  Fläche  2.  Ord- 
mmg  haben,  also  im  Allgemeinen  sich  keine  solche  durch  sie 
legen  lüsst.  Wir  haben  mitbin  nur  noch  den  Fall  zu  betrach- 
ten, wo 

t])  K^  beiden  Geraden  ^j  und  /.,  begegnet  (seine  Ergänzende 
also  keiner).  Die  3  Gebilde  haben  die  Bedeutung  von  3  +  3  + 
(5  —  2)  =  9  Punkten,  also  lässt  sich  durch  sie  eine  einzige  Fläche 
2.  Ordnung  F-  legen;  sie  sind  ja  auch  aus  einem  Kegelschnitte 
und  2  Geraden  zusammengesetzt,  deren  jede  dem  Kegelschnitte 
begegnen.  WMr  haben  schon  früher  gesehen,  dass  dann  F"^  der 
cubischen  Fläche  noch  in  2  windschiefen  Geraden  begegnen  muss, 
die  beide  den  Kegelschnitt  K'^  je  in  einem  Punkte  trelfen.  Also 
erhalten  Mir  wieder  als  Abart  von  7?,''  einen  Kegelsclmilt  und 
2  windschiefe  ihn  je  einmal  schneidende  Geraden. 
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Als  Abarten  der  R  aumciirve  7?,^  haben  sicli  demnach 
ergeben: 

1)  Eine  cn bische  Raumcurve  R^  und  eine  ihr  ein- 
mal begegnende  Gerade  ?«.  R^  kann  wieder  degeneriren 
in  einen  Kegelschnitt  A'-  und  eine  ihn  einmal  trefl'ende  (jerade  /. 
Da  R^  mit  ;n  einen  Punkt  gemein  hat,  so  kann  m  den  Kegel- 
schnitt IrelTcn  und  nicht  l,  also  tritt  als  Abart  auf:  ein  Kegel- 
schnitt und  2  windschiefe  ihm  je  einmal  begegnende  Geraden; 
oder  m  kann  /  treffen  und  nicht  K"^,  somit  besteht  die  Abart  aus 
2  Kegelschnitten  E"^  nnd  (/,  m),  von  denen  der  eine  in  ein  Ge- 
radenpaar ausgeartet  ist,  und  die  sich  einmal  begegnen.  Auch 
K"^  kann  noch  zum  Geradenpaar  werden  und  wir  erhalten  als 
Abart:  ?>  windschiefe  Geraden  und  eine  vierte,  die  alle  3  trifft, 
oder  2  Geradenpaare,  die  sich  einmal  schneiden. 

2)  Zwei  sich  einmal  schneidende  Kegelschnitte. 
Die  Specialfälle,  wo  einer  der  Kegelschnitte  oder  beide  zum  Ge- 
ladenpaare  degeneriren,  finden  sich  schon  unter  1). 

28.  Wir  haben  in  No.  20  gefunden,  dass  die  ergänzenden  Ge- 
raden zu  3  Kegelschnitten  der  cnbischen  Fläche,  durch  welche  eine 
Fläche  2.  Ordnung  geht,  ein  Dreieck  bilden.  Auch  die  Umkeh- 
rung: Durch  je  3  Kegelschnitte  der  cubischen  Fläche, 
deren  ergänzende  Geraden  ein  Dreieck  bilden,  geht 
eine  Fläche  2.  Ordnung,  ist  richtig.  Weil  jede  der  ergän- 
zenden Geraden  die  beiden  andern  trifft,  schneiden  sich  auch  je 
2  der  3  Kegelschnitte  in  2  Punkten;  wir  erhallen  somit  6  Be- 
gegnungspunkte der  3  Kegelschnitte  und  zwar  4  auf  jedem. 
Nehmen  wir  auf  jedem  Kegelschnitt  noch  einen  Punkt  an,  so  geht 
die  durch  diese  9  Punkte  bestimmte  Fläche  2.  Ordnung  durch 
je  5  Punkte  jedes  der  3  Kegelschnitte,  enthält  also  alle  voll- 
ständig und  ist  offenbar  die  einzige  Fläche,  die  dies  thut. 

Wir  erhalten  demnach  für  jedes  Dreieck  der  cubi- 
schen Fläche  ein  S  y  s  t  e  m  v  o  n  dreifach  unendlich  vielen 
Flächen  2.  Ordnung,  welche  je  3  Kegelschnitte  aus 
der  cubischen  Fläche  aussöhne ixlen,  deren  Ebenen 
durch  die  Seiten  des  Dreiecks  gehen. 

So  kann  man  nun  auch  3  Geradenpaare,  die  den  3  Seiten 
eines  Dreiecks  begegnen,  zusammenstellen  und  je  eine  Fläche 
2.  Ordnung  durchlegen.  Jede  Seite  des  Dreiecks  wird  ausser 
von    dem    (ieradenpaar    der    beiden    übrigen    Seiten    noch    von 
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4  gptrnfren.  Also  wird  man  4.4.4  =  04  mal  je  3  Geraden- 
paare ziisamnienslellen.  Es  seien  nun  Aj  k\,  k.^  die  3  Seiten  des 
Dreiecks  und  /j' /, "  ein  Geradenpaar,  das  A, ,  ebenso  ///./'  ein 
Geradenpaar,  das  h.,  Irillt.  Z/  l^",  /.,'  /./'  l)ilden  ein  \vindsclilefes 
Viersei t,  die  beiden  Geradenpaare  müssen  sieb  zweimal  scbneiden 
(da  Äj  nnd  /.-.,  einander  treffen),  also  //  scbneide  /.,',  nnd  /," 
scbneide  /.,".  Folglicb  gebort  das  Ebenenpaar  (// /.^'),  [l{' l^')  mit 
zu  den  diircb  {l^  l(' ,  l^  l^')  gelegten  Fläcben  2.  Ordnung;  es 
scimeidet  offenbar  F'^  nocb  in  einem  Geradenpaare  (Z^',  l^'),  welcbe 
beiden  Geraden  die  dritten  in  den  Ebenen  (//  l.^)  und  (//'  />") 
sind;  und  die  Ebene  dieses  Geradenpaars  gelit  ersicbtiicb  durcb  ky 
Die  9  Geraden  k  und  l  bilden  ja  aueb    ein  Triedei'paai-: 

/ij    Ar.)  Arg 

Durch  /,'  /,",  /,'  /,"  geben  im  Ganzen  4  FJäclicn  2.  Ordnung, 
welcbe  ans  F'^  nocb  ein  Geradenpaar  aiisscbneiden,  da  Ä-3  von 
4  Grradenpaaren  (ausser  von  k^  k.^)  getroffen  wird.  Eine  davon 
ist  also  das  Ebenenpaar  (//  l^'  l^)  und  (/,"  l.^'  l.^'). 

Es  sei  nun  m.;^  m^"  ein  zweites  Geradenpaar,  das  k.^  trifft. 
Es  ist  wobl  ersicbtiicb,  dass  Wj'  je  eine  Seite  von  (/,',  l^")  und 
eine  von  [l,',  l./')  treffen  wird,  7>i^"  jedesmal  die  andere.  ?«./  kann 
nicbt  die  beiden  sieb  scbneidenden  //  und  /.,'  treffen,  denn  die 
trifft  nur  /g';  also  wird  m^'  treffen  //  und  l^",  welcbe  nicbt  ein- 
ander und  auch  nicht  vi.^"  treffen,  dagegen  m./'  wird  /,"  und  /.,' 
scbneiden,  welcbe  einander  und  auch  »«g' nicbt  treffen;  also  haben 
wir  3  windschiefe  Geraden  //  l.y"  m^'  und  drei  andere  //'  l^  m.^, 
deren  jede  jene  drei  trifft.  Mithin  ist  die  durch  sie  gelegte 
Fläche  2.  Ordnung  ein  Doppeldreihyperboloid.  Dasselbe,  wie  für 
OTg',  jrtg"  gilt  für  die  beiden  übrigen  Geradenpaare,  die  Ag  nocb 
treffen.  Also  von  den  4  durch  (/,'  //',  //  /./')  gelegten  Flächen 
2.  Ordnung,  welcbe  die  cubische  Fläche  nocb  in  einem  Geraden- 
paare scbneiden,  ist  eins  ein  Ebenenpaar  und  3  sind  Doppel- 
dreihyperboloide. Mithin  befinden  sich  unter  den64Flächen 
2.  Ordnung,  die  zu  dem  dreifach  unendlichen  F  lachen - 
System  eines  Dreiecks  gehören  und  die  cubische 
Fläche  in  3  Geraden paaren  schneiden,  16  Ebenen- 
paare  und  48  Doppeldreibyperboloide. 

Die   6  Geraden    eines   solchen   Hyperboloids   lassen   sicli    auf 

Sturm,  Flächen  3.  Ordnunff.  ß 
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sechserlei  Weise  zu  3  Geradenpaaren  zusammenstellen;   sie  seien 

Äj  ^2  ^h'  f\  fi  tii  also: 

1)  h^h.,h^  2)  ÄjÄoÄg  3)  hyh.^h^  4)  h^h-^h.^  5)  h^h.^h.,^  6)  h^hoh^ 

fj\h    fif'ji    hhh    fJ'Jx    hüh    fJifv 

Die  3  neben  einander  stehenden  sind  Gerade  derselben 
Schaar,  die  unter  einander  stehenden  werden  als  Geradenpaar 
hctraclitet.  Die  3  Ergänzenden  der  drei  jedesmaligen  Geraden- 
paare bilden  ein  Dreieck ;  wir  ersehen  daraus,  dass  jedes  Dop- 
peldreihyperboloid in  den  Flächensystemen  von  6  Drei- 
ecken sich  befinden  niuss.  Daraus  geht  auch  wieder  hervor, 
dass,   da  es  3G0  Doppeldreihyperboloide   und   45  Hächensystenie 

giebt,    jedes    derselben    - — ~ —   =    48    Doppeldreihyperboloide 

4o 

enthält. 

29.  Es  werde  nochmals  das  Dreieck  A-,  k.^  k.^  betrachtet  und 
die  Geradenpaare  1(1^',  l-i  l^' ,  ^:/ V'.  ^^^  resp.  den  Seiten  des- 
selben begegnen  und  auf  einem  Ebenenpaare  sich  befinden.  (A-.,,  A-3) 
und  (//  //')  sind  2  Kegelschnitte,  deren  Ebenen  durch  k^  gehen, 
folglich  erzeugen  die  Schnittpunkte  mit  k^  2  Punktenpaare  der 
Involution  auf  Aj,  welche  wir  in  No.  25  erwähnten.  Ebenso  er- 
zeugen (A-, ,  A.j)  und  (/.,',  l^']  2  Piinktenpaare  der  Involution  auf 
A.,,  und  (A:^ ,  Ato)  und  (/g',  /g")  2  der  Involution  auf  A^.  Die  Ebenen 
(//  l.y  /g')  und  (//'  l^  l^')  schneiden  die  Ebene  (Atj  ä-..  Arg)  in  den 
Geraden  p  und  p".  Es  ist  wohl  einleuchtend,  dass,  wo  k^,  k^,  k^ 
resp.  von  //,  l^,  l^  getroffen  werden,  sie  von  //  geschnitten  wer- 
den, und  wo  sie  resp.  von  l^',  /.,",  /./'  geschnitten  werden,  ihnen 
//'  begegnet.  Also  die  genannten  Punktenpaare  sind  auf  jeder 
der  drei  Seiten  des  Dreiecks  [k^  k^  k.^)  die  beiden  Ecken  und  die 
beiden  Schnittpunkte  mit  p'  und  //'.  Durch  eine  Figur  kann 
man  sich  nun  leicht  überzeugen,  dass  die  beiden  Geraden  //  und 
p"  zum  Dreieck  nur  folgende  2  Lagen  einnehmen  können:  1)  ent- 
weder liegt  auf  keiner  der  3  Seiten  einer  der  beiden  Eckpunkte 
zwischen  den  beiden  Schnittpunkten  der  Seite  mit;/  //',  d.  h.  diese 
beiden  Schnittpunkte  liegen  auf  den  3  Seiten  entweder  beide 
zwischen  den  Eckpunkten  oder  beide  ausserhalb;  oder  2)  nur  auf 
einer  Seite  ist  dies  der  Fall,  auf  den  beiden  andern  Seilen  liegt 
der  eine  Schnittpunkt  zwischen  den  Ecken,  der  andere  ausser- 
halb. Nun  heisst  eine  Involution  hyperbolisch  und  hat  2  reelle 
Asymptotenpunkte,  wenn  die  beiden  Punkte  eines  Paars  die  eines 
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andern  entweder  beide  umschliessen  oder  beide  ausschliessen,  und 
heisst  elliplisch  und  bat  keine  reellen  Asymptotenpnnkte,  \veini 
jedes  Punktenpaar  einen  Punkt  zwischen  den  beiden  eines  andern, 
den  andern  ausserhalb  bat;  daraus  schliessen  wir,  dass  die  In- 
volutionen der  3  Seiten  e  i  n  e  s  D  r  e  i  e  c  k  s  der  cubischen 
Fläche  entweder  alle  3  hyperbolisch,  oder  nur  eine 
hyperbolisch,  die  beiden  andern  elliptisch  sind  (vor- 
ausgesetzt, dass  die  Seiten  reell  sind). 

Die  durch  3  Kegelschnitte  K^-  K.f  K.f  der  cubischen  Fläche, 
deren  ergänzende  Geraden  ky  k^  k.^  ein  Dreieck  bilden,  gelegte 
Fläche  2.  Ordnung  schneidet  die  Ebene  des  Dreiecks  in  einem 
Kegelschnitte,  der  offenbar  durch  die  3  Punktenpaare  «/  «/', 
rt./  «•/''  ^'3'  ^^i"  §^''f'  ^'iß  i'^  ^l^'i  Involutionen  der  Geraden  k^  k.^  k.^ 
resp.  von  A\^  K^  K.^  herrühren.  Also  die  6  Punkte,  die 
durch  3  Punktenpaare  der  Involutionen  der  3  Gera- 
den eines  Dreiecks  gebildet  werden  (je  eins  auf  jeder 
Geraden),  befinden  sich  stets  auf  einem  Kegelschnitt, 
oder :  J  e  d  e  r  K  c  g  e  1  s  c  h  n  i  1 1 ,  d  e r  d  u  r  c  h  2  P  u  n  k  t  e  n  |)  a  a  r  e  der 
Involutionen  zweier  einander  schneidenden  Geraden 
der  cubischen  Fläche  gelegt  ist,  trifft  auch  die  dritte 
Gerade  der  durch  jene  gebildeten  Ebene  in  einem 
Punktenpaare  ihrer  Involution,  und  wenn  dieser  Kegel- 
schnitt zum  Geradenpaar  degenerirt:  Verbindet  man  einen 
Punkt  einer  Geraden  der  cubischen  Fläche  mit  einem 
einer  dieselbe  schneidenden  und  darauf  auch  die  die- 
sen beiden  in  den  Involutionen  der  Geraden  conjugir- 
tcn  Punkte  unter  einander,  so  treffen  beide  Verbin- 
dungsgeraden die  dritte  Gerade  der  cubischen  Fläche 
in  der  durch  jene  gebildeten  Ebene  ebenfalls  in  2  con- 
jugirten  Punkten  ihrer  Involution.  Fallen  auf  den  ersteren 
Geraden  die  conjugirlen  Punkte  mit  den  ursprünglichen  zusam- 
men, d.  h.  verbindet  man  2  Asymptotenpunkte  der  Geraden,  so 
fallen  auch,  da  die  Verbindungsgeraden  auch  identisch  geworden, 
die  beiden  Punkte  der  dritten  Geraden  zusammen,  und  zwar,  da 
sie  conjugirt  sind,  in  einen  Asymptotenpunkt.  Mithin  liegen 
die  6  Asymptotenpunkte  der  3  Geraden  eines  Dreiecks 
der  cubischen  Fläche  viermal  zu  je  3  auf  einer  Gera- 
den, also  wenn  sie  tt/tt,",  n.^  n.^',  n^  n^'  sind,  befinden  sich  je 
auf  derselben  Geraden  n{it.,'n^^  ny  n.^'  n^',  n('  it.^  n^' ,  nC  ti.^' n^. 

6* 


34  Zweites  Kapitel. 

Es  seien  K^^^  K^,  K<^  die  drei  Kegelsclinilte  der  culusclien 
Fläche,  die  die  3  Asymplotenpuiikte  tt,' tt./  tt./  bewirken,  also 
resp.  A, ,  Ä, ,  A.j  in  ihnen  berühren.  Hie  durch  sie  gelegte  Fläche 
2.  Ordnung  schneidet  die  Ebene  (Ä-,  ä-.,  A^)  offenbar  nur  in  der 
einzigen  Geraden  tt/  ttj'  tTj'  oder  genauer  in  dieser  und  einer 
dicht  daneben  liegenden  Geraden,  welche  die  den  Asymptoten- 
punklen  conjugirten  dicht  neben  ihnen  liegenden  Punkte  verbin- 
det. Also,  da  die  Fläche  die  Ebene  in  2  zusamniengefallenen 
Geraden  schneidet,  muss  sie  ein  Kegel  sein,  der  die  Ebene  in 
der  Verbindungsgeraden  der  Asyniptotenpunkte  berührt. 

Folglich  längs  jeder  der  eben  erwähnten  4  Verbin- 
dungsgeraden je  dreier  Asymptotenpunkte  der  3  Ge- 
raden eines  Dreiecks  der  cubischen  Fläche  wird  die 
Ebene  des  Dreiecks  durch  einen  Regel  2.  Ordnung  be- 
rührt, der  aus  der  cubischen  Fläche  die  3  Kegel- 
schnitte ausschneidet,  welche  die  3  Seiten  in  jenen 
3  Asymptotenpunkten  berühren.  Durch  2  der  3  Kegel- 
schnitte, z.  B.  K^  und  K.^,  welche  in  n^  und  tt.,'  berühren  und 
welche,  da  die  ergänzenden  Geraden  /.-,  und  Ä.,  einander  trefTen, 
einander  zweimal  begegnen,  müssten  eigentlich  2  Kegel  2.  Ord- 
nung gehen,  denn  das  ist  im  Allgemeinen  bei  2  sich  zweimal 
schneidenden  Kegelsciinitten  der  Fall.  Aber  k^  müsste  beide 
Kegel  in  jtj'  berühren  und  ebenso  k^  beide  in  n^,  also  die  Ebene 
(Atj  k.^  k^  müsste  beide  auch  berühren,  da  sie  durch  2  Tangenten 
gelegt  ist,  und  zwar  längs  tt^'  n.^ ,  so  dass  diese  Gerade  auch 
auf  beiden  Kegeln  läge  und  diese  mithin  ein  Gebilde  5.  Ordnung, 
die  beiden  Kegelschnitte  K^^  und  K.^  und  die  Gerade  :r,'  n^ 
gemein  hätten,  woraus  hervorgeht,  dass  bei  unsern  beiden  Kegel- 
schnitten die  beiden  durchzulegenden  Kegel  in  einen  zusammen- 
fallen, den  oben  genannten,  der  aus  der  cubischen  Fläche  noch 
K^^  ausschneidet. 
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Die  Polaren  in  Bezug  avif  eine  cubisehe  Fläche. 

30.  Zu  den  Polaren  in  Bezug  auf  die  Flächen  gelangt  man 
wohl  am  hesten  auf  die  Weise,  wie  zu  den  in  Bezug  auf  ebene 
Curven,  und  da  ist  der  Weg  dureh  Herrn  von  JoiKiuieres*)  ge- 
wiesen worden,  wekhei'  dann  ja  auch  von  Herrn  Cremona  in 
seiner  Introduzione  ad  una  teoria  geomelrica  delle 
turve  piane  beibehalten  worden  ist. 

Die  Polarebene  eines  Punktes  0  in  Bezug  auf  eine  Fläche 
zweiter  Ordnung  wird  bekanntlicli  durch  diejenigen  Puidvte  ge- 
bildet, die  auf  den  von  0  ausgehenden  Strahlen  die  vierten  har- 
monischen Punkte  zu  den  Schnittpunkten  mit  der  Fläche  und  zu 
0  und  zwar  die  diesem  letzteren  zugeordneten  sind.  Sind  also 
a  und  b  die  jedesmaligen  Schnittpunkte  des  Strahls  und  der 
Fläche,  so  liegt  0'  auf  der  Polarebene  von  0  in  Bezug  auf  die 
Fläche,  wenn 

\0  0'  Oa  J  ^    \00  Ob  J 

denn  das  ist  die  Bedingung,  dass  0  0' ab  harmonisch  liegen  und 
zwar  0  und   0'  zugeordnet. 

Es  seien  nun  a,  b,  c  die  jedesmaligen  Schnittpunkte 
des  von  einem  Punkte  0  ausgehenden  Strahls  mit 
einer  cubischen  Fläche  F^ ,  und  es  werden  auf  jedem 
Strahl  Punkte  0'   von  der   Art  gesucht,  dass 

\00'         OaJKoO'         ObJ^XOO'         Oa  J  \00  OcJ 

^  \00'         Ob  )   \00  Oc  J 

*)  Journal  de  Mathematiques  annee  1857  pag.  249. 
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BO  leuchtet  ein,  da  diese  Gleichung  in  0  0'  quadratisch  ist,  dass 
auf  jedem  Strahle  2  Punkte  0'  liegen,  die  der  gesuchten  Be- 
dingung genügen.  Mithin  ist  die  von  den  Punkten  ö'  ge- 
bildete Fläche  eine  Fläche  2.  Ordnung  P-.  Fällt  auf 
einem  von  0  ausgehenden  Strahle  einer  der  3  Punkte  a,  b,  c, 
also  z.  B.  h  mit  einem  zweiten  a  zusammen,  also  berührt  der 
Strahl  die  cubische  Fläche  in  n,  so  ist  klar,  dass  a  für  0'  eingesetzt 
die  obige  Bedingungsgleichung  ])efriedigt.  Mithin  geht  die 
Fläche  P'  durch  die  Berührungspunkte  sä  mm  t  lieber 
von  0  an  die  cubische  Fläche  gehenden  Tangenten. 
Diese  Berührungspunkte  müssen  offenbar  auf  der  Schniltcurve  von 
F^  und  P-  liegen,  welche  ß.  Ordnung  ist;  jeder  Punkt  dieser  Schnitt- 
curve  muss  Berührungspunkt  einer  von  0  an  F^  gelegten  Tangente 
sein;  denn  soll  ein  Punkt  0'  von  P-  auch  auf  F^  liegen,  so  muss  er 
auf  dem  Strahle  0  0'  mit  einem  der  3  Punkte  a,  b,  c  znsannnen- 
fallen;  die  Gleichung  wird  aber  durch  ein  z.  B.  mit  a  identisches  0' 
nur  dann  befriedigt,  wenn  auch  a  mit  einem  der  beiden  andern 
Punkte  b  und  c  identisch  ist,  d.  h.  wenn  0  0'  in  a  die  cubische 
Fläche  berührt.     Wir  ziehen  nun  also  den  Scliluss: 

Die  Berührungspunkte  der  von  0  an  die  cubische 
Fläche  gelegten  Tangenten  bilden  eine  Raumcurve 
6.  Ordnung  T^;  folglich  ist  der  von  diesen  Tangenten 
gebildete  Kegel  A'^  auch  (3.  Ordnung.  Durch  eine  Raumcurve 
6.  Ordnung  geht,  wenn  überhaupt  eine,  dann  nur  eine  Fläche 
2.  Ordnung,  weil  2  Oberflächen  2.  Ordnung  nur  eine  Raumcurve 
4.  Ordnung  gemein  haben.  Durch  T^'  geht  P-  und  ist  die  ein- 
zige Fläche  2.  Ordnung,  die  dies  thut.  Sie  heisst  die  erste 
Polare  (nach  Steiner)  oder  die  erste  oder  auch  quadra- 
tische Polarfläche  (nach  Salmon)  des  Punktes  0  in  Be- 
zug auf  die  cubische  Fläche"*). 

Die  Tangentenebene  der  cubischen  Fläche  in  einem  Punkte, 
indem  eine  von  0  ausgehende  Tangente  die  Fläche  berührt,  geht 
durch  diese  Tangente,  also  auch  durch  0,  und  umgekehrt  in  jeder 
Tangentenebene  der  cubischen  Fläche,  welche  durch  0  geht,  liegt 
eine  in   demselben  Punkte    berührende  Tangente,   die    ebenfalls 


*)  Wird  im  Folgenden  bei  einer  Polare  nicht  hinzugefügt ,  in  Be- 
zug worauf  sie  Polare  ist,  so  ist  es  immer  in  Bezug  auf  die  unserer 
Betrachtung  vorliegende  cubische  Fläche. 
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(Imtli  0  gellt.  Damit  ist  klac,  <lass  die  Cairvo  T*"  auch  als 
Ort  (lor  Bcrüliiii  iigs|Hi  iik  te  der  von  0  an  die  cu  bis  che 
Fläche  gelegten  Ta  ngenlenebenen  definirt  \v  erden 
kann.  Per  von  diesen  Tangentenehenen  eingehüllte  Kegel  ist 
hekannllich  mit  dem  von  den  Tangenten,  die  von  0  ausgehen, 
gehildelen  identisch.  Eine  durch  0  und  durch  eine  der  27  Ge- 
raden der  cuhischen  Fläche  gelegte  Ebene  ist  auch  Tangenten- 
ebene  derselben  und  zwar  do))|ieltc;  Berührungspunkte  sind  die 
Schnittpunkte  der  (ieraden  mit  dem  Kegelschnitte,  den  die  Ebene 
noch  aus  der  cn bischen  Fläche  ausschneidet,  also  2  Punkte  eines 
Paars  der  Involution  dieser  ("leraden.  Mithin  schneidet  die 
(|uadr-a tische  Polarfläche  jedes  Punktes  in  Bezug  aul' 
die  cubisclie  Fläche  jede  der  27(ieraden  derselben  in 
einem  Punkteni)aar  ihrer  Involution. 

Es  sei  0,  ein  zweiter  Punkt  und  /'|'  seine  (piadraliscbe  Po- 
larlläche  in  Bezug  auf  i-"'.  IHe  Tangentenebene  der  Fläche  F'- 
in  einem  Punkte  dei'  Curve,  die  P-  aus  F'''  ausschneidet,  geht 
nach  dem  Obigen  durch  0;  ebenso  die  Tangentenebene  an  F'-^  in 
einem  Punkte  der  Curve,  die  /*,'•  ausschneidet,  geht  dui'ch  O,.  Die 
Tangentenebene  eines  [*nnktes,  der  zugleich  auf  beiden  (Kurven  liegt, 
also  eines  Punktes,  in  dem  die  Durchdringungscnrve  von  P^  und 
P ^'  die  cubisclie  Fläche  durchschneidet,  muss  durch  O  und  ^> , 
gehen,  mithin  durch  ihre  Verbindnngsgerade  und  umgekehrt 
keine  Tangentenebene  an  F'^,  die  durch  0  und  0^,  also  deren 
Verbindungsgerade  geht,  kann  die  Fläche  in  einem  Punkte  be- 
rühren, der  nicht  zugleich  auf  jenen  beiden  Curven  liegt,  da  diese 
ja  die  ßerührungscurven  für  0  und  0,  sind.  Die  Durchdringungs- 
curve  von  P'  und  P,-  IrilTt  F'^  in  4.3^=^=12  Punkten,  mithin 
gehen  durch  0  0,  und  also  auch  durch  jede  Gerade  12 
Tangentenebenen  an  die  cubisclie  Fläche.  Diese  ist 
demnach   12.  Klasse. 

Jedoch  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  sie  einen  oder  meh- 
rere Knotenpunkte  haben  sollte,  dann  auf  der  von  0  nach  einem 
solchen  gehenden  Strahle  2  der  Punkte  a,  h,  c  in  den  Knoten- 
punkt zusammenfallen,  woraus  wir  schliessen,  dass  der  Knoten- 
punkt ein  Punkt  0' ,  also  ein  Punkt  der  quadratischen  Polar- 
fläche von  0  ist,  wobei  0  jeder  beliebige  Punkt  im  Baume  sein 
kann.     Also: 

Durch     jeden     Knotenpunkt,     mit     dem     etwa    die 
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cubisclie  Fläche  bcliallel  isl,  gehen  die  (|uatlraUsclieu 
Polarflächeii  säiiimtlicher  Punkte  des  Kaum  es  in  Be- 
zug auf  die  cubische  Fläclie,  foIgUch  ist  ein  sohlier  Kuo- 
lenpunkl  auch  ein  rmikt  der  Durchdringungscurve  der  (|uadrali- 
schen  Polarllächen  je  zweier  beliebigen  Punkte  0  und  0,,  und 
in  ihm  durchschneidet  diese  Curve  aucii  die  cubische  Klii(  Iie,  und 
zwar  hat  er,  da  er  auf  der  letzleren  Knotenpunkt  ist,  die  Be- 
deutung von  2  derartigen  Durchschnittspunkteii;  die  Ebene  aber, 
die  durch  ihn  und  die  Verbindungsgerade  von  0  und  (>,  gelegt 
ist,  ist  im  Allgemeinen  keine  Tangenlenebene  an  F"^ ,  denn  sonst 
müsste  dies  jede  durch  den  Knotenpunkt  gehende  Ebene  sein. 
Wir  sehen  also,  dass  jeder  Knotenpunkt  der  cu bischen 
Fläche  die  Anzahl  der  Tangenlenebenen  derselben, 
welche  durch  eine  beliebige  Gerade  gehen,  u m  2  ver- 
mindert, mithin  auch  die  Klasse.  Cubische  Flächen 
mit  1,  2,  3,  4  Knotenpunkten  sind  also  von  der  10.,  8., 
C,  4.  Klasse.  5  Knotenpunkte  würden  auf  die  zweite  Klasse  redu- 
ciren,  aber  bekanntlich  sind  alle  Flächen  zweiler  Klasse  auch 
zweiter  Ordnung,  woraus  wir  schliessen,  dass  auf  einer  cu  bi- 
schen Fläche  nicht  mehr  als  4  Knotenpunkte  sein 
können,  sobald  sie  nicht  in  Flächen  niederer  Ordnung  zer- 
fallen soll. 

31.  Liegt  0  auf  der  cubischen  Fläche  selbst,  so  fallt  einer 
der  3  Punkte  a,  h,  c  auf  jedem  von  0  ausgehenden  Strahle  mit 
0  zusammen,  z.  ß.  a,  also  Oa  wird  --  0;  die  Bedingungs- 
gleichung für  die  Punkte  0'  der  quadratischen  Polarfläche  von 
0  reducirt  sich,  nachdem  die  IS'enner  forlgeschaill  sind,  auf: 
00'  100'  {Ob  +  Oc)  —  2  Ob.Oc^  =0 

0  0'  =  0  sagt,  dass  der  Punkt  0  auf  seiner  eigenen  quadra- 
tischen Polarfläche  liegt;  dagegen 

00'  {Ob  +  Oc)  —  2  06  .  Oc  =  0 
geht  wegen  0  0'  =  Ob  —  0' b  =  Oc  —  0' c  über  in: 

Ob.  O'c  -f  O'b.0c  =  0, 
und  das   bedeutet,    dass    00' bc    harmonische    Punkte   sind    und 
zwar  0,  0'  zugeordnet.     Also: 

Jeder  von  einem  Punkte  0  der  cubischen  Fläche 
ausgehende  Strahl  schneidet  die  cubische  Fläche  noch 
in  zwei  Punkten  b  und  c,  die  erste  Polare  des  Punk- 
tes 0  aber,  welche  durch  0  selbst  geht,  noch  in  einem 
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PiiiiUle  0' ,  der  der  vierte  liarinonisclie  zu  0,b,  c  ist 
und  zwar  d  er  0  z  ugeord  nete. 

Fällt  nun  aul'  dem  vun  0  ausgebenden  Strahle  noch  ein 
zweiter  Punkt  h  mit  0  (oder  a)  zusammen,  also  berührt  der  von 
0  ausgehende  Strahl  die  cubische  Fläche  und  liegt  mithin  in  der 
Tangentenebene  derselben  in  0,  so  geht  aus  der  Bedingungs- 
gleicbung  hervor,  dass  auch  0'  mit  0,  «,  b  zusamnicid'alll,  d.  b. 
die  Tangente  beridut  auch  die  quadratische  Polarlläche  von  0 
in  0.  Das  gilt  von  jeder  Tangente  an  F'^  in  0.  Also,  da  diese 
Tangenten  die  Berübrungsebene  in  0  bilden,  finden  wir,  dass 
die  cubisch  e  Fläche  und  die  quadratische  Polar  fläche 
jedes  ihrer  Punkte  in  diesem  dieselbe  B e r ü h r u n g s - 
ebene  haben,  also  auch  einander  selbst   berühren. 

Die  Tangentenebene  schneidet  die  cubische  Fläche  in  einer 
cubischeii  Curve,  welche  in  dem  Berührungspunkte  einen  Doppel- 
pimkt  besitzt.  Die  beiden  Geraden,  welche  durch  diesen  Doppel- 
punkt und  durch  die  unendlich  nahen  Punkte  der  beiden  Zweige 
der  (lurve  gehen,  die  einander  im  Doppclpunkte  kreuzen,  haben 
mit  der  Curve  und  also  auch  mit  der  Oberlläche  F^  je  3  unend- 
lich nahe  Punkte  gemein  (deren  zwei  bei  der  Curve  im  Doppel- 
piud\te  sich  vereinigen' ,  oscidiren  also  die  Fläche  im  Punkte  0 
oder  sind  VVendetangenten  an  dieselbe  in  diesem  Punkte.  Also 
gehen  durch  jeden  Punkt  der  c  u  b  i  s  c  li  e  n  Fläche  2 
Wendetangenten,  die  in  ihm  osculiren;  es  ist  übrigens 
einleuchtend,  dass  durch  keinen  Punkt  der  cublschen  Fläche  eine 
Wendelangente  gehen  kann,  die  nicht  in  ihm  osculirt  (ausgenom- 
men die  Punkte  der  27  Geraden),  denn  eine  solche  Gerade  träfe 
die  cubische  Fläche  viermal. 

Es  werde  nun  eine  der  heiden  Wendetangenten,  die  in  0 
osculiren,  betrachtet.  Auf  ihr  fällt  olfenbar  auch  noch  0  mit  c 
zusammen ;  die  Formel 

0  0'  [Ob  +  Oc)  —2  Oh  .  Oc  =  0  wird 
0  0'.  0  —  0=0,  folglich 

oo'=l 

d.  h.  der  zweite  Punkt  0',  in  dem  diese  Wendetangente  dei- 
quadratischen  Polarfläcbe  von  0  begegnet,  wird  unbestimmt,  also 
jeder  Punkt  der  Wendetangente  kann  es  sein,  dieselbe  liegt  ganz 
auf  der  (juadratischen  Polarfläche. 
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Milliin  liegen  die  beiden  Weiiil  e  t  a  ngeDteii,  welche 
(1  i  c  c  n  1)  i  s  c  Ii  e  Fla  (  li  e  in  eine  ni  i  li  r  e  r  1'  u  n  k  l  e  0  o  s  c  u  I  i  r  e  n, 
ganz  auf  der  <|uad  ra  lisr  lien  Polarfläche  von  <>  und 
sind  also  offenbar  die  beiden  (itraden,  welche  die 
IJer nhrnngsel)ene  tier  cn bischen  Fläche  in  0,  welche 
ja  zugleich  auch  dii*  (|nadralische  I'olarfläche  von  0 
in  0  bei'übrl,  aus  dieser  ausschneidet.  Man  sieht  nun 
leicht,  dass,  wenn  die  quadratische  Polardäche  eines  Funkies  (t  dei- 
cubischen  Fläche  ein  Ellipsoid  oder  ein  zw  ei  flächig  es 
Hyperboloid  (im  speciellen  Fall  ein  elliptisches  Paraboloid)  isl, 
aus  welchen  ja  eine  Derührungsebene  stets  2  imaginäre  im  reel- 
len Berührungspunkte  sich  kreuzenden  Geraden  ausschneidet, 
dann  die  beiden  Wendelangenten  im  Punkte  0  der  cubischen 
Fläche  imaginär  sind,  und  der  Punkt  0  auf  der  (iurve,  welche 
die  Berührungsebene  aus  der  cubischen  Fläche  ausschneidet,  ein 
isolirter  ist,  d.  h.  ein  solcher,  in  dem  sich  2  imaginäre  Zweige 
begegnen.  Die  Dupinsche  Indicatrix  hat  iri  diesem  Falle  keine 
unendlich  entfernten  Punkte,  ist  also  eine  Ellipse,  und  die  Be- 
rührung heisst  deshalb  elliptisch.  Ist  aber  die  (piadratische 
Polarfläche  des  Punktes  O  der  cubischen  Fläche  ein  einflächi- 
ges Hyperboloid  (oder  im  speciellen  Falle  ein  hyperbolisches 
Paraboloid),  aus  welchem  eine  Tangenlenebene  2  reelle  Geraden 
ausschneidet,  so  sind  die  Wendetangenien,  die  F^  in  0  osculireii, 
reell,  und  0  ist  auf  der  cubischen  Cnrve,  welche  die  Berührungs- 
ebene in  0  aus  F^  ausschneidet,  ein  ordentlicher  Doppelpunkt, 
in  dem  sich  2  reelle  Zweige  der  Curve  begegnen.  Die  Indicatrix 
hat  2  reelle  unendlich  entfernten  Punkte,  die  Schnittpunkte  ihrer 
Ebene,  welche  ja  der  Tangentenebene  unendlich  nahe  und  parallel 
ist,  mit  den  Wendetangenten,  sie  ist  also  eine  Hyperbel  und  die 
Berührung  hyperbolisch. 

Ist  endlich  die  (piadratische  Polarfläche  des  Punktes  0  ein 
Regel  2.  Ordnung,  also  die  Uebergangsfläche  vom  Ellipsoid 
und  zweiflächigen  Hyperboloid  zum  einflächigen,  aus  dem  eine 
Tangentenebene  2  reelle,  aber  zusammengefallene  Geraden  aus- 
schneidet, so  geht  durch  den  Punkt  0  nur  eine^ einzige  Wende- 
tangente (genauer  2  zusammengefallene),  und  also  auch  die  bei- 
den Geraden,  welche  die  Zweige  der  Curve,  die  durch  die  Be- 
rührungsebene aus  der  cubischen  Fläche  ausgeschnitten  wird,  im 
Berührungspunkte,   in  welchem  sie  einander  begegnen,  tangiren. 
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sind  in  eine  zusammengefallen,  d.  li.  die  Curve  hat  in  dem  Be- 
lülnungspnnkt  nicht  hios  einen  Doppelpuniit,  sondern  einen  Uiick- 
kehrpunkt.  Die  Röekkehrlangente  ist  die  einzige  Wendetangente, 
die  dort  die  cuhische  Fläche  oscnlirf. 

Also  in  ein  em  Punkte  der  cuhischen  Fläche,  dessen 
(|uadratische  Polarfläche  in  Bezug  auf  dieseihe  ein 
K(>gel  ist,  osculirt  nur  eine  einzige  Wendeta  ngente, 
und  die  Berühru  ngsebene  seh  neidet  aus  der  cuhischen 
Fläche  eine  cubische  C u i' v e  aus,  die  im  Berührungs- 
punkt e  i  n*c  n  R  ii  c  k  k  e  h  r  p  u  n  k  t  h  e  s  i  t  z  t ,  d  e  s  s  e  n  R  ü  c  k  k  e  h  r  - 
ta ngente  jene  eine  NVcndelangcnte   ist. 

Die  Indicatrix  hat  hier  nur  einen  reellen  unendlich  entfein- 
ten Punkt  (genauer  2  zusannnengefalleuc),  ist  also  eine  Parabel, 
die  Berührung  heissl  deshalb  parabolisch. 

Auf  diese  Punkte  parabolischer  Berührung  kommen  wir 
später  noch  einmal  zurück,  um  ihren  Ort  auf  der  cuhischen  Fläche 
und  auch  die  von  den  betrefl'enden  Rückkehrlangcnten  gebildete 
Fläche  zu  bestimmen. 

Die  Wendetangenten  werden  uns  nun  auch  als  Hilfsmittel 
dienen,  das  Vorzeichen  der  Krünnnung  an  den  verschiedenen 
l'unkten  der  Fläche  zu  beslimmen. 

Die  Ebenen,  die  durch  eine  «lei-  betrachteten  Wendetangenten 
gehen,  schneiden  die  cubische  Fläche  in  Curven,  die  von  der 
Wendetangente  osculirt  werden.  Dies  gilt  auch  für  die  beiden 
Ebenen,  die  durch  die  Normale  eines  Punktes  der  cuhischen 
Fläche  und  je  eine  der  beiden  Wendelangenlen  gelegt  sind,  welche 
in  demselben  osculiren.  Für  die  Schnittcurve  dieser  Ebene  ist 
also  in  dem  Punkte  die  Wendelangente  Rrümmungskreis,  dem- 
nach der  Krümmungsradius  unendlich. 

Das  Enlerschc  Theorem  über  die  Krümmungsradien  der  Nor- 
malschnitte eines  Punktes  einer  Fläche  lehrt,  dass  jeder  Werth 
des  Krümmungsradius,  der  in  einem  Normalschnitte  vorkommt, 
noch  in  einem  andern  sich  finde,  er  sei  denn  der  eines  Haupt- 
krümmungsradius; giebt  es  2  (reelle)  Normalschnitte,  in  denen 
der  Krümmungsradius  unendlich  ist,  so  ist  der  eine  Hauptkrüm- 
mungsradius  positiv,  der  andere  negativ;  giebt  es  keinen  Nor- 
malsclmitt  (oder  vielmehr  2imaginäre)  mit  dem  Krümmungsradius 
unendlich,  so  sind  beide  Hauptkrümmungshalbmesser  positiv; 
kommt  der  Werth  unendlich   des  Krümmungsradius   nur  einmal 
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vor,  SO  ist  er  der  eines  Haiiplkriiiiimungshalbiiiessers.  Das  Mass 
der  Krümmuug  einer  Fläche  in  einem  Punkte  wird  nun  nach 
Gauss  durch  das  reciproke  Product  der  beiden  Hauptkrümniungs- 
radien  bestimmt.  Wir  ersehen  daraus,  dass  die  Krümmung 
der  cubischen  Fläche  in  den  Punkten  elliptischer  Be- 
rühr ung,  wo  tun-  imaginäre  Wendetangenten,  also  keine  reellen 
unendlichen  Krümnmngshalbmesser  sich  vorfinden,  positiv,  in 
den  Punkten  hyperbolischer  Berührung,  wo  2  reelle 
Wendetangenten  und  damit  reelle  Norrnalschnitte  mit  unendlichen 
Krümmungshalbmessern  sich  befinden;  negativ  und  in  den 
I* unkten  parabolischer  Berührung,  wo  es  nur  eine  und 
reelle  Wendetangente  giebt,  also  ein  unendlicher  Krünnnungs- 
halbmesser,  der  daim  Ilauptkrümmungshalbmesser  sein  muss,  sich 
vorfindet, ".Null  ist. 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  (piadralische  Polarlläche  eines 
Punktes  0  der  cubischen  Fläche  und  diese  cubische  Fläche  ein- 
ander in  0  berühren;  ihre  Durchdringungscurve,  also  die  Curve 
der  Berührungspunkte  der  von  0  an  die  cubische  F'läche  geleg- 
ten Tangenten,  hat  demnach  in  0  einen  Doppelpunkt,  so  dass 
jede  durch  0  gelegte  Ebene  derselben  ausser  in  0  nur  noch  vier- 
mal begegnet.  Durch  0  gehen  also  ausser  der  in  0  selbst  be- 
rührenden Tangente  in  dieser  Ebene  nur  noch  4  Tangenten  an 
die  cubische  Fläche;  der  Tangentialkegel  ist  mithin  in  einen 
Kegel  4.  Ordnung  und  die  denmach  doppelt  zu  zählende  Be- 
rührungsebene zerfallen.  Es  liege  nun  0  auf  einer  der  27  Ge- 
raden g  der  cubischen  Fläche;  diese  Gerade  ist  eine  von  0  an 
F^  gelegte  Tangente  und  jeder  Punkt  derselben  kann  als  Be- 
rührungspunkt betrachtet  werden.  Folglich  liegt  die  ganze  Ge- 
rade g  auf  der  quadratischen  Polarlläche  von  0,  so  dass  die 
Berührung'scurve  zerfällt  in  die  Gerade  g  und  eine  derselben 
dreimal  (was  nicht  schwer  einzusehen  ist)  begegnende  Raumcurve 
5.  Ordnung. 

Es  werde  schliesslich  noch  ein  Punkt  ö  betrachtet,  in  dem 
2  Gerade  g  und  y  der  cubischen  Fläche  einander  begegnen.  Die 
quadratische  Polarfläche  des  Punktes  ö  enthält  offenbar  beide  Ge- 
raden g  und  y,  die  Berührungscurve  reducirt  sich  demgemäss,  ab- 
gesehen von  diesen  beiden  Geraden,  auf  eine  Raumcurve  4.  Ord- 
nung, die  jeder  der  beiden  Geraden  g  und  y  zweimal  begegnet 
übrigens   ersichtlich   von   der  Art  R*,   welche  Grundcurve  eines 
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Büscliels  2.  Ortlnung  ist,  da  {g,  y)  ein  Kegelsclinilt  isl).  Diese 
Ciirve  gellt  ersiclillich  aiicli  fliireh  die  Sclinillpunkte  der  8  Geraden- 
paare, die  den  Geraden  g  y  ausser  resp.  [y  g)  und  [g  (^  nocli 
begegnen  [g  die  drille  Gerade  in  der  Ebene  [g  y^i],  denn  diese 
Sciinittpunkte  sind  I>erührungs|»unkte  von  dnrcb  den  Punkt  6 
gehenden  Beiübrungsebenen  der  cul)is(lien  Fläche.  Die  4  Ge- 
radenpaare bei  g  seien  ,9,,  g(\  g.,,  g.,';  g^,gi;  gt,  9/;  die  hei 
7  hingegen:  y^,  y  i';  y^^  r-z '^  7:i' T-i '^  Ti' Yi-  ^*i<^  1^"^  Geraden/.-, 
in  denen  die  Kbenen  der  4  ersteren  Geradenpaare  die  der  4  letz- 
leren scluieideii,  geben  ersicbllicb  alle  durch  d  =  [g,  y)  und  jede 
ausserdem  noch  durch  2  andere  Punkte  S;  z.  B.  die  Schnittge- 
rade von  {gg^g{)  und  [y  7,  y{)  noch  durch  f^,,  y,)  und  {g{,  y/), 
da  jede  Seite  des  einen  Dreiecks  eine  des  andern  und  ersicht- 
lich jede  eine  andere  schneiden  niuss.  Diese  beiden  andern 
Punkte  6  sind  die  beiden  andern  Punkte  b  und  c  (wenn  <5  =  0 
oder«),  in  denen  jede  der  16  Geraden  der  cubischen  Hache 
noch  begegnet.  Der  vierte  harmonische  Punkt  X  also  auf  jeder 
der  16  Geraden  zu  den  3  Punkten  6  und  zwar  der  dem  allen 
gemeinsamen  Punkte  8  zugeordnete  wird  nach  dem  im  An- 
fang dieser  Nr.  bewiesenen  Satze  auf  der  quadratischen  Polar- 
fläcbe  des  allen  gemeinsamen  Punktes  8  liegen.  Nun  isl  klar, 
dass  auf  jeder  der  8  oben  genannten  Ebenen  4  der  betrachte- 
ten Geraden  liegen,  folglich  werden  die  4  Pimkte  X  dieser  Ge- 
raden auf  dem  Schnitt  der  betrelfenden  Ebene  mit  der  Polar- 
fläche zu  finden  sein.  Da  aber  in  jeder  dieser  Ebenen  entweder 
die  Gerade  g  oder  die  Gerade  y  sich  vorfindet,  so  zerfällt  dieser 
Schnitt  in  die  Gerade  g  oder  y  und  eine  Gerade  y1.  Kein  Punkt 
A  kann  auf  g  oder  y  liegen,  da  sonst  die  Gerade  k,  auf  der 
X  liegt,  mit  g  oder  y  2  Punkte  8  und  X  gemein  hätte;  also 
liegen  stets  alle  Punkte  auf  A.  Wir  haben  demnach  folgendes 
Theorem : 

Die  16  Punkte  X,  welche  auf  den  16  von  einem 
Punkte  8  ausgehenden  und  je  durch  noch  2  andere 
Punkte  8  gehenden  Geraden  k  zu  diesen  3  Punkten  8 
d  i  e  V  i  e  r  t  e  n  b  a  r  m  0  n  i  s  c  h  e  n  u  n  d  z  w  a  r  j  e  d  e  s  m  a  1  dem  allen 
Geraden  gemeinsamen  Punkte  zugeordnet  sind,  liegen 
auf  2  verschiedene  Weisen  viermal  je  4  auf  einer 
Geraden.  Diese  8  Geraden  vertheilen  sich  gemäss  den 
beiden  Weisen  auf  die  beiden  Schaaren   einer   Fläche 
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2.  Ordnung,  welche  die  quadratische  Polarfläche  des 
allen  Geraden  k  gemeinsamen  Punktes  ö  ist,  und  auf 
der  auch  die  beiden  Geraden  der  c  u  b  i  s  c  h  e  n  Fläche 
liegen,  die  in  dem  Punkte  8  zusammenkommen. 

Die  Fläche  ist  offenbar  ein  einllächiges  Hyperboloid ,  wenn 
die  beiden  Geraden  rj  und  y  reell  sind. 

Dazu  können  wir  nun  auch  fügen,  dass  sämmtliche  Punkte 
reeller  Geraden  der  cubischen  Fläche  hyperbolische  oder  in  spe- 
ciellen  Fällen,  die  sich  später  ergeben  werden,  parabolische  Be- 
rührung haben. 

Es  werde  nun  wieder  der  specielle  Fall  angenommen,  die 
cu bische  Fläche  habe  einen  Knotenpunkt  IS',  und  es 
werde  dessen  (juadratische  Polarfläche  in  Bezug  auf  die  cubische 
Fläche  gesucht.  Auf  jeder  durch  N  gehenden  Geraden  fallen 
zwei  Schnittpunkte  a  und  h  mit  der  cubischen  P'läche  in  den 
Knotenpunkt,  so  dass  Na  und  Nb  Null  sind.  Die  Bedingungs- 
gleichung für  die  Punkte  0'  der  quadratischen  Polarfläche  von 
i\'  reducirt  sich  auf:  i\'O'-.iV^c=0. 

Wenn  JSc  >  0,  also  auf  allen  Strahlen,  die  die  cubische  Fläche 
ausser  in  IS  noch  in  einem  endlich  davon  entfernten  Punkte  c 
treffen,  ergiebt  sich 

d.  h.  beide  Werthe  von  ISO'  sind  Null,  also  jeder  von  N  aus- 
gehende Strahl  trifft  die  quadratische  Polarfläche  von  3'  nicht  blos 
einmal,  sondern  zweimal  in  IS.  Dann  ist  nothwendig,  dass  diese 
quadratische  Polarfläche  ein  Kegel  2.  Ordnung  sei,  dessen  Spitze 
iV  ist.  Wenn  dagegen  0'  auf  Strahlen  gesucht  wird,  die  durch  N  und 
einen  unendlich  nahen  Punkt  der  cubischen  Fläche  gehen,  welche 
also  die  cubische  Fläche  in  N  berühren,  so  wird  A'c=0,  also 

mithin  unbestimmt;  die  beiden  Schnittpunkte  einer  solchen  Ge- 
raden mit  der  quadratischen  Polarfläche  von  -S  werden  unbe- 
stimmt, d.  h.  eine  solche  Gerade  liegt  ganz  auf  der  Polarfläche; 
also  sämmtliche  Geraden,  die  durch  einen  Knoten- 
punkt einer  c  u  b  i  s  c  h  e  n  F 1  ä  c  h  e  gehen  und  d  i  e  s  e  F 1  ä  c  h  e 
dort  berühren,  bilden  einen  Kegel  2.  Ordnung,  der 
zugleich  die  quadratische  Polarfläche  des  Knoten- 
punktes   ist;    denn    diese   Polarfläche   wird   nur   durch    diese 
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Strahlen  bewirkt,  die  aiulern  von  N  ausgehenden  ergeben  alle 
blos  die  Spitze.  An  diesen  Kegel  schmiegt  sich  die  cu- 
bische Fläche  im  Knotenpunkt  näher  an. 

32.  Es  seien  cö,  und  co^  die  Schnittpunkte  eines  von  einem 
beliebigen  Punkte  0  ausgehenden  Strahls  mit  der  quadratischen 
Polariläche  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche. 
Der  Punkt  O'  dieses  Strahls  liegt  dann  auf  der  Polarebene  des 
Punktes  0  in  Bezug  auf  die  quadratische  Polarfläche,  wenn 

\00  Oo),  /  ^  \0  0'  OcoJ 
wie  wir  am  Anfang  dos  Kapitels  gesehen  haben.  Doch  Ow,  und 
und  Ocoo  lassen  sich  leicht  durch  Oa,  Ob,  Oc  ersetzen,  wo 
rt,  b,  c  die  Schnittpunkte  des  Strahls  mit  der  cubischen  Fläche  sind, 
weil  in  der  von  den  Nennern  befreiten  Gleichung  nur  ihre  Summe 
und  ihr  Product  vorkommt,  sie  selbst  aber  die  beiden  Wurzeln 
der  ßedingungsgleichung  für  die  quadratische  Pola'-fläche  sind. 
Wir  erhalten  also  als  Bedingung,  dass  0'  auf  der  Po- 
lar ebene  von  0  in  Bezug  auf  die  quadratische  Polar- 
fläche von   0  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche  liegt, 

\00'  OaJ^Kory  Ob  )  ^  \00'  Oc  J 
worin  a,  b,  c  die  jedesmaligen  Schnittpunkte  des  von 
0  a  u  s g  e h  e  n  d  e  n  S  t  r  a  h  1  s  mit  der  cubischen  F 1  ä  c h  e  s  i  n  d. 
Diesen  Ort  der  Punkte  O'  nennt  man  nun  die  zweite  Polare 
(nach  Steiner)  oder  Polarebene  P^  (Salmon)  des  Punktes  0 
in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche. 

Geht  durch  0  eine  Gerade,  auf  der  u,  b,  c  in  einen  Punkt 
ö  zusammenfallen,  welche  also  die  cubische  Fläche  osculirt,  so 
ist  einleuchtend,  dass  a  für  0'  gesetzt,  die  Bedingungsgleichung 
befriedigt;  also  die  Berührungspunkte  der  etwaigen  von  0  aus- 
gehenden Wendetangenten  der  cubischen  Fläche  Hegen  auf  der 
Polarebene  P^  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  dieselbe.  Sie  müssen 
aber,  da  die  Wendelangenten  doch  auch  Tangenten  sind,  auch 
auf  der  quadratischen  Polarfläche  liegen  und  offenbar  auch  auf 
der  cubischen  Fläche  selbst.  Diese  3  Flächen,  die  cubische 
Fläche,  die  quadratische  Polarfläche  P^  und  die  Polarebene  P* 
von  0  in  Bezug  auf  sie  haben  3.2.1  =  6  Punkte  gemein.  Und 
es  ist  auch  leicht  einzusehen ,  dass  die  Verbindungsgerade  0  0  ' 
jedes  dieser  6  Punkte  0'  mit  0  die  cubische  Fläche  in   0'  osculirt. 
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Weil  0'  auf  F"^  Hegt,  niiiss  es  mit  einem  der  ?>  Punkte  a,  h,  c, 
in  denen  0  0'  die  cubisehe  Fläche  trifft,  coincidiren,  z.  B.  mit  (i\ 
aber  0' ,  dos  also  schon  mit  a  identisch  ist,  soll  auch  auC  P- 
liegen;  die  Bedingnngsgleichung  für  die  quadratische  Polarfläche 
fordert  dann,  dass  0'  mit  einem  der  beiden  andern  Punkte  h 
und  c  zusammenfalle;  es  sei  mit  h,  so  dass  also  a  und  b  coinci- 
diren. Nun  soll  aber  0'  {z:=a  =  h)  auch  auf  P^  liegen;  deren 
Bedingungsgleichung  erfordert  nun,  dass  O'  auch  mit  c  zusammen- 
falle, so  dass  also  in  der  That  in  0'  alle  3  Punkte  «,  b,  c  coin- 
cidiren, demnach   0  0'  die  cuhische  Fläche  in  0'  osculirt.     Also: 

Sechs  Wendetangenten  einer  cu  bischen  Fläche 
gehen  durch  jeden  beliebigen  Punkt  im  Baume;  die 
G  Berührungspunkte  liegen  auf  der  Polarebene  dieses 
Punktes  in  Bezug  auf  die  cuhische  Fläche,  und  zwar 
sind  es  die  Punkte,  in  denen  diese  Ebene  der  Berüh- 
rung scurve  der  von  0  an  die  cuhische  Fläche  geleg- 
ten Tangenten  begegnet.  Sie  liegen  auch  auf  einem 
Kegelschnitte,  dem  Schnitt  der  Polarebene  mit  der 
quadratischen  Polar  fläche. 

Die  Polarehene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  cuhische 
Fläche  ist  die  Polarebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  seine  quadra- 
tische Polarfläche.  Die  quadratische  Polarfläche  eines  Knoten- 
punktes einer  cubischen  Fläche  in  Bezug  auf  dieselbe  ist  ein 
Kegel,  dessen  Spitze  der  Knotenpunkt  ist.  Die  Polarebene  nun 
der  Spitze  eines  Kegels  in  Bezug  auf  denselben  ist  unbestimmt; 
also  ist  die  Polarebene  eines  Knotenpunktes  in  Bezug 
auf  die  cuhische  Fläche,  die  ihn  besitzt,   unbestimmt. 

Da  die  quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  der  cubischen 
P'läche  diese  in  dem  Punkte  berührt  und  die  Polarebene  eines 
Punktes  einer  Fläche  2.  Ordnung  in  Bezug  auf  dieselbe  die  Tan- 
gentialebene in  diesem  Punkte  ist,  so  ist  die  der  cubischen  Fläche 
und  der  quadratischen  Polarfläche  des  Punktes  gemeinsame  Be- 
rührungsebene die  Polarebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  die 
cuhische  Fläche.  Also  ebenso  wie  bei  den  Flächen  2.  Ord- 
nung ist  auch  bei  den  Flächen  3.  Ordnung  die  Polar- 
ebene eines  Punktes  einer  solchen  Fläche  in  Bezug 
auf  sie  die  Berührungsebene  in  dem  Punkte. 

Das  ist  auch  \Yieder  leicht  mit  Hülfe  der  Formel  einzu- 
sehen.    Liegt  0  auf  der  cubischen  Fläche,  so  wird  Oa=0,  also 
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die  Bedingungsgleichung  für  die  Polarebene  wird  nach  Fortscliaf- 
fung  der  Nenner: 

O0'.0b.0c==0. 
So  lange  also  Ob  und  Oc^O  sind,  so  muss  00'=0  sein, 
das  Iieisst  alle  von  0  ausgehenden  Strahlen,  die  nicht  in  0  be- 
rühren, also  nicht  in  der  Berüinungsebene  in  0  liegen,  treffen  die 
Polarebene  von  0  nur  in  0  selbst.  Dagegen  wird  eine  der  bei- 
den Längen  Ob  und  Oc  (oder  gar  beide)  auch  Null,  d.  h. 
liegt   der   von    0   ausgehende   Strahl   in    der  Kerührungsebene  in 

0,  so  ergiebt    sich    0  0'  =  ^,  das  heisst,  der  Schnittpunkt  des 

Strahls  mit  der  Polarebene  wird  unbestimmt;  der  Strahl  liegt 
ganz  in  der  Polarebene;  also  alle  Tangenten  an  die  cubisclie 
Fläche  in  0  liegen  auf  der  Polarcbene  von  0,  mithin  ist  die 
Polarehene  die  diuxh  diese  Tangenten  gebildete  Kbene,  die  Be- 
rührungsebene in  0.  Dagegen  wenn  0  ein  Knotenpunkt  der 
cubischen  Fläche  ist,  so  ist  für  alle  von  ihm  ausgehenden  Strah- 
len  Oa=0b=0,    also  00'  =  jr,    mithin   ist   l)ei  allen  Strahlen 

der  Schnittpunkt  mit  der  Polarebene  unbestimmt,  alle  durch  0 
gehenden  Strahlen  müssten  mithin  in  diesem  Falle  (nicht  blos 
wie  vorher  die  in  einer  bestimmten  Ebene  liegenden)  auf  der  Polar- 
ebene des  Knotenpunktes  liegen.  Also  die  Polarcbene  des  Kno- 
tenpunktes wird  unbestimmt;  sie  müsste  eigentlich  die  Berüh- 
rungsebene  der  cubischen  Fläche  im  Knotenpunkte  sein.  Jede 
der  Berührungsebenen  des  Kegels  2.  Ordnung,  dem  sich  im  Kno- 
tenpunkte die  cubisclie  Fläche  anschliesst,  kann  vorzugsweise 
als  Polarebene  aufgefasst  werden;  in  der  That  jeder  von  0  aus- 
gehende Strahl  liegt  auch  in  zweien  dieser  Berührungsebenen. 

33.  Der  Punkt  0'  liege  auf  der  quadratischen  Polarfläche 
des  Punktes  0  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche,  so  ist,  wenn 
a,  b,  c  die  Schnittpunkte  von  0  0'  mit  der  cubischen  Fläche  sind, 

M l\(l \\^(J__A\  ( 1 l\ 

\00'         OaJ  \00'        ObJ'^KoO'         OaJ  \00'         Oc  J 

+  (w  -  w)  (  oV  -  ^)  =  ^'  ''^'''■ 

1)  ÖÖ'2  {0a-i-0b-\-0c)^200'{0a.0b-^0a.0c-{-0b.0c) 
+  3Oö.O6.Oci=!0. 

Sturm,  Flächen  3.  Ordnung-,  "7 
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Ferner  liege  P  auf  der  Polarelieiic  des  Punktes  0'  in  F^ezng 
anl'  die  cnhisciic  Fläche  und  zwar  auf   (Kt' ,  so  ist: 


\0   r         (}'a)  \()  P         O'h) 


oder 

2)    O'P  (0'a.O'h-\-0'a.O'c-\-rß'h.  0' rjSf/ a  .()' h .  O' c=0. 

Nun  ist  0'a  =  Pa—Pff',  0'h  =  Pb—P(/,  (t'e  =  Pr  —  PO', 
P(t'=—  0' P,  demnach   wird  2) 

PO"^  {Pr,  +  Ph-\-Pc)  —2P0'  {Pa.Pb-\-  Pu.Pr  -\-  Ph.  Pc) 
■\-?jPa.Pb.Pc  =  0. 

Hierin  kann  wegen  1)  0  statt  P  gesetzt  wei'dtni,  also  kaini 
es  aucii  in  2j,  d.  h.  (h'r  l'nnkt  O  hegt  anf  der  Pohirehene  von  n' 
Somit  hahen   wir  (h'n   F.eln'salz: 

1)  Die  zweiten  Polaren  (Polarehencnj  aller  T'nnkle 
der  ersten  Polare  (quadratischen  Polarfläche)  eines 
Punktes  in  Uezng  auf  eine  cuhische  Fläche  gehen 
durch  diesen  F*nnkt. 

Es  giebl  noch  einen  entsjn'(>chcnden  Salz,  dessen  l'eweis  in 
ähnlicher  Weise  gefidnt  werden   kann: 

2)  Die  qnadralischcn  Polar  flächen  aller  Pnnkle 
der  Polarehene  eines  Pnnktes  in  Pezng  anf  eine  cu- 
hische Fläche  gehen  durch  diesen  Punkt. 

Die  Vereinigung  ])eider  Sätze  bewirkt  es,  dass  man  an  den 
Anfang  jedes  von  ihnen  noch  das  Wort  „nur"  setzen  kann. 

Aus  beiden  Sätzcm  ziehen  wir  unmiltelbar  folgende  Corol- 
lare:  Die  Polarebenen  aller  Punkte  der  Raumcurve  4.  Ordnung, 
in  der  die  quadratischen  PolarHächen  zweier  Punkte  sich  durch- 
schneiden, müssen  wegen  des  ersteren  Satzes  durch  beide  Punkte 
gehen,  also  da  sie  Ebenen  sind,  durch  deren  Verbindungsgerade: 
wegen  des  zweiten  Satzes  muss  folglich  die  quadratische  Polar- 
fläche jedes  Punktes  dieser  Geraden  durch  jeden  Punkt  der  Raum- 
curve gehen;  folglich  bilden  die  quadratischen  Polar- 
f lachen  aller  Punkte  einer  Ger  ad en  ein  Flächenbüschel 
2.  Ordnung.  Die  Grundcurve  desselben  wollen  wir  die  Po- 
larcurve  der  Geraden  in  Bezug  auf  die  cuhische 
Fläche  nennen. 

Ferner  die  Polarebenen  der  8  Punkte,  die  den  quadratischen 
Polarflächen  dreier  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  gemein 
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sind,  müssen  durcli  diese  3  Punkte  gelten.  Durch  3  solclic  Punkte 
gellt  aber  nur  eine  einzige  Khene,  also  haben  jene  8  Punkte  die- 
selbe Polarebene.  Demnach  ist  jede  Ebene  i'olaiebene  von 
8  Punkten  in  Bezug  auT  (!in(-  cu bische  Fläch«';  wir 
nennen  dieselben  ihre  8  Pole.  Andererseits  aber  gehen  die 
«juadratischen  Polarll  äc  heu  aller  Punkte  einer  Ebene 
durch  dieselben  8  F*unkle.  bilden  also  ein  F  lache  n- 
biindel  2.  Ordnung. 

Die  Polarebenen  <lrcicr  l'iniklc  einer  (icradcn  G  seien 
E,  £", ,  E,:  die  (luadratische  Pidarlläcbe  des  Punktes  [E,  E^,  E^) 
geht  mithin  durcli  die  3  Punkte,  also  da  sie  eine  Fläche  2.  Ord- 
nung ist,  durch  die  ganze  (lerade  G;  daraus  folgt  \vie<ler,  dass 
die  Polarebenen  aller  l'nnkle  der  (Icraden  G  dunli  den  Punkt 
iE,  E^,  E.,)  gehen. 

Die  Polar  ebenen  ;illcr  Punkte  einer  (it'i;idcn  gehen 
durch  denselben  Punkt.  Sie  hiillen  also  einen  Kegel  ein; 
es  fragt  sich,   von  welcher  Klasse  und  Ordnung  derselbe  ist. 

Um  dieselben  zu  erhalten,  denken  wir  uns  das  der  Geraden 
G  in  Bezug  auf  das  Büschel  der  (|uadratischen  l'dl.utlächeii  ihrer 
Punkte  zugeordnete  Polarhyiterbolnid  H  consliiiirl;  die  (leraden 
der  einen  Schaar  desselben  sind  bekanntlich  die  reciproken  Po- 
laren der  Geraden  G  in  iJeziig  auf  die  einzelnen  quadratischen 
Polarlliicheii,  die  Geraden  der  andern  Schaar  die  conjugirten  Po- 
laren der  einzelnen  Punkte  von  G  in  Bezug  auf  das  Büs<hel  der 
Flächen.  Die  Tangentialebenen  dieses  Polarhyperboloids  sind,  da 
sie  stels  aus  jeder  der  beich'ii  Schaaren  eine  Gerade  enthalten, 
Polarebenen  der  einzelnen  Punkte  von  G  in  Bezug  auf  die  ein- 
zelnen Flächen  des  Büschels,  z.  B.  die  Tangentenebene,  in  der 
die  conjugirle  Polare  des  Punktes  m  auf  G  in  Be/iig  auf  das 
Büschel  der  f|uadratischen  Polariläclien  und  die  reciproke  Polare 
der  Geraden  G  in  Bezug  auf  dii'  «juadratische  Ptilarfläche  N  (des 
Punktes  )i  auf  G)  liegt,  ist  die  iVdarebene  von  m  in  Bezug  auf  N. 
Unter  diesen  Tangentenebenen  betinden  sich  nun  ollVidjar  auch 
die  Polarebenen  der  F'unkte  der  Geraden  G  in  Bezug  auf  die 
cubische  Fläche;  sie  sind  ja  die  INdarebenen  der  Punkte  auf  G 
in  Bezug  auf  ihre  quadratischen  l'olarflächen.  Fn  einer  solchen 
Polarebene  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche  liegt  also  die  con- 
jufj;irte  Polare  eines  Punktes  .r  der  (ieraden  G  in  Bezug  auf  das 
Büschel  der  quadratischen  Polarflächen  und  die  reciproke  F'olare 

7* 
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der  Geraden  G  in  Bezug  auf  die  quadratische  Polarfläche  X  des 
Punktes  x. 

Also  die  Polarebenen  der  Punkte  einer  Geraden  in 
Bezug  auf  eine  cu bische  Fläche  gehen  durch  denselben 
Punkt  und  sind  Tangentenebenen  eines  Hyperboloids,  foIgUdi 
hüllen  sie  einen  Kegel  2.  Klasse  und  demnach  auch 
2.  Ordnung  ein.  Man  nennt  diesen  Kegel  K  die  zweite 
Polare  (nach  Steiner)  oder  den  Polarkegel  (Salmon)  der 
Geraden  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche. 

34.  Es  sei  W  der  Kegelschnitt,  längs  dessen  <las  IIyperboh)id 
H  durch  den  Polarkegel  F  berührt  wird.  Durch  jeden  Punkt 
9v  desselben  gehen  2  Gerade  des  Hyperboloids  H  und  zwar,  da 
in  ihm  eben  die  Polarebene  eines  Punktes  n  der  Geraden  G  hi 
Bezug  auf  die  cubische  Fläche  das  Hyperboloid  berührt,  die  con- 
jugirte  Polare  des  Punktes  n  in  Bezug  auf  das  Büschel  der 
quadratischen  Polarflächen  der  Pimkte  der  Geraden  G  und  die 
reciproke  Polare  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  die  quadratische 
Polarfläche  J7  des  Punktes  n.  Folglich  ist  das  Strahlbüschel 
der  Fbene  des  Kegelschnitts  W,  dessen  Grundpunkt  n>  ist,  so- 
\\ohl  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  dem  Büschel  der  Polar- 
ebenen des  Punktes  n  in  Bezug  auf  die  einzelnen  quadratischen 
Polarflächen,  als  auch  mit  dem  Büschel  der  Polarebenen  dei" 
Punkte  der  Geraden  G  in  Bezug  auf  die  quadratische  Polar- 
fläche n.  Diese  beiden  Büschel  sind  also  perspectinsch ,  und 
zwar  entsprechen  sich  (begegnen  sich  in  tlemselben  Strahl  des 
Büschels  der  Ebene  W)  die  Polarebene  des  Punktes  tc  in  Bezug 
auf  die  quadratische  Polarfläche  X  des  Punktes  x  der  Geraden 
G  und  die  Polarebene  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  11.  Das 
Büschel  der  Polarebenen  der  Punkte  der  Geraden  G  in  Bezug 
auf  n  ist  aber  der  Beihe  dieser  Punkte  projectivisch,  indem  sich 
ein  Punkt  und  seine  Polarebene  in  Bezug  auf  U  entsprechen. 
Also  ist  auch  die  Punktreihe  der  Geraden  G  und  das  Büschel 
der  Polarebenen  des  Punktes  n  in  Bezug  auf  die  quadratiscben 
Polarflächen  der  Punkte  jener  Beihe  projectivisch ,  indem  sich 
ein  Punkt  x  und  die  Polarebene  des  Punktes  n  in  Bezug  auf  die 
quadratische  Polarfläche  X  von  x  entsprechen.  Endlich  ist  ja 
auch  dies  Büschel  der  Polarebenen  des  Punktes  n  in  Bezug  auf 
die  einzelnen  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte  von  G  pro- 
jectivisch mit  dem    Büschel  dieser  Polarflächen  selbst,  indem  sich 
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eine  Polarfläche  und  die  Polarebene  des  Punktes  n  in  Bezug  auf 
sie  entsprechen.  Folglich  sind  auch  die  Reihe  der  Punkte 
der  Geraden  G  und  das  Büschel  der  ersten  Polaren 
(quadratischen  Polarflächen)  dieser  Punkte  projecti- 
visch,  indem  sich  ein  Punkt  und  seine  quadratische 
Polarfläche  entsprechen. 

Die  bekannten  Gesetze  der  Projeclivität  berechtigen  uns  jetzt 
zu  dem  Schluss,  dass  jede  durch  die  Polarcurve  einer 
Geraden  gehende  Fläche  2.  Ordnung  die  quadratische 
Polarfläche  eines  Punktes  der  Geraden  ist. 

Es  ist  nun  auch  klar,  dass  jedem  Punkte,  als  Pimkt  der 
Reihen  aller  durch  ihn  gehenden  Geraden,  in  allen  diesen  Ge- 
raden zugehörigen  Polarflächenbüscheln  seine  quadratische  Polar- 
fläche entspricht.  Das  ergiebt  nun,  dass  auch  das  Punkten- 
feld jeder  Ebene  mit  dem  F 1 ä c h e n b ü n d e 1  der  quadra- 
tischen Polarflächen  der  Punkte  dieses  Punktenfeldes 
collinear  ist,  indem  sich  ein  Punkt  und  seine  quadra- 
tische Polarfläche  entsprechen.  Nun  sind  wir  also  auch 
zu  dem  Schluss  berechtigt,  dass  jede  durch  die  8  Pole  einer 
Ebene  gelegte  Fläche  2.  Ordnung  die  quadratische 
Polarfläche  eines  Punktes  der  Ebene  ist. 

Betrachten  wir  nochmals  das  Strahlbüschel  der  Ebene  W, 
dessen  Grundpunkt  w  ist.  Als  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit 
dem  Büschel  der  Polarebenen  aller  Punkte  der  Geraden  G  in 
Bezug  auf  Tl  ist  es  dieser  Punktreihe  projectivisch ,  da  ja  das 
eben  genannte  Polarebenenbüschcl  derselben  projectivisch  ist;  die 
Polarebene  des  Punktes  x  der  Geraden  G  in  Bezug  auf  Tl  geht 
durch  die  conjugirte  Polare  des  Punktes  x  in  Bezug  auf  das 
Büschel  der  quadratischen  Polarflächen,  folglich  trifft  die  Durch- 
schnittsgerade der  Polarebene  mit  der  Ebene  W  diese  conjugirte 
Polare  und  zwar,  da  die  letztere  anf  H  hegt,  dort,  wo  jene 
Durchschnittsgerade  den  Kegelschnitt  W  nochmals  (ausser  in  m) 
schneidet.  Also  in  der  projectivischen  Beziehung  zwischen  dem 
ebenen  Strahlbüschel  auf  W  xxva  w  und  der  Reihe  der  Punkte 
auf  G  entsprechen  einander  ein  Punkt  x  auf  G  und  der  Strahl 
des  Strahlbüschels,  der  den  Kegelschnitt  W  in  dem  Punkte  trifft, 
durch  den  die  conjugirte  Polare  von  x  in  Bezug  auf  das  Büschel 
der  quadratischen  Polarflächen  geht.  Das  ebene  Strahlbüschel 
um  tv  ist  nun  aber  auch  mit  der  krummen  Punktreihe  des  Kegel- 
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Schnitts  I^V  |»cisi»ectivis(li ,  iiiilliiii  aucli  inil  tleni  kiiiniiiieii  Tan- 
genteiihiiscliel  iiin  IV  und  also  aiicli  mit  dein  kniimiicii  'raiigoiilial- 
ebencnbüschel  des  Kegels  K  |)rojecliviscli,  der  längs  des  Regcl- 
scliiiitts  W  d(!ni  Hyperboloide  //  uinscliri(d)eii  ist,  also  ist  aueli 
die  rteihe  auf  (.■  mit  diesem  kiiimmeii  Taiigeiitialebenenbiiseliel 
pi'ojectivisch ,  und  es  entsprechen  sich  ein  Punkt  x  auf  G  und 
die  Tangentialebene  S  von  A',  die  durch  diejenige  Tangente  i 
von  fV  geht,  (hn"ch  deren  Henihrungs[)unkl  die  coujngirte  Polare 
des  Punktes  x  in  l]e/.ng  auf  das  Büschel  der  (|uadratischen  P(»- 
larflächen  geht.  Iticjse  Tangentialebene  3"  von  A'  heriihrt  aber 
auch  E  und  zwar  in  dem  eben  genannten  Ijerührnngspiinkte  von 
|,  geht  also  dincii  die  eben  genannte  conjugirte  Polare,  welche 
.ia  eine  (ierade  von  H  ist.  Die  Tangentialebenen  um  A'  sind  aber 
die  Polarebenen  der  Punkte  auf  G  in  JSezug  auf  die  cubische 
Fläche,  und  diejenige  von  diesen  Polarebenen,  die  durch  die  con- 
jugirte Polare  von  x  in  Bezug  auf  das  Büschel  der  (piadratischcn 
Polarflächen  geht,  ist  ersichtlich  die  Polarebene  von  x. 

Also  die  P  u  n  k  t  r  e  i  h  e  jeder  G  e  r  a  d  e  n  ist  d  e  m  k  r  u  m  - 
men  um  einen  Kegel  2.  Ordnung  sich  legenden  Tan- 
gentialebenenbüschel projeclivisch,  welches  gebildet 
wird  durch  die  Polar  ebenen  der  Punkte  jener  Reihe 
in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche,  indem  sich  ent- 
sprechen ein  Punkt  und  seine  Polar  ebene.  Folglich  ist 
auch  dieses  konische  Ebene nbüschel  der  Polarebenen 
der  Punkte  einer  Geraden  mit  dem  Büschel  der  qua- 
dratischen Polarflächen  dieser  Punkte  projeclivisch, 
indem  die  Polar  ebene  und  die  quadratische  Polar - 
fläche  desselben    Punktes  einander  entsprechen, 

35.  Die  Polarebene  und  die  quadratische  Polarfläche  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche  durchschneiden  sich 
in  einem  Kegelschnitte;  welches  ist  der  Ort  dieser  Kegelschnitte, 
wenn  der  Punkt  eine  Gerade  L  durchwandert?  Offenbar  der 
Ort  der  Durchschnitte  der  entsprechenden  Elemente  eines  Hächen- 
büschels  2.  Ordnung  und  eines  ihm  projectivischen  konischen 
Ebenenbüschels.  Der  ebene  Schnitt  dieses  Orts  ist  also  das  Er- 
zeugniss  der  Durchscbnittspunkte  der  entsprechenden  Elemente 
eines  Kegelschnittbnschels  B  (ä)  und  des  ihm  projectivischen 
Tangentenbüschels  eines  Kegelschnitts  S.  Wir  wollen  dieses  Er- 
zeugniss  betrachten.     Statt   den  Tangenten  /   des  Kegelschnitts  S 
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die  Kegelscliiiitte  K  des  JUischels  entspieclien  zu  lassen,  köinieii 
wir  sie  den  iierüliriiugspunkten  r  entsprechen  lassen  (denn  das 
Tangentenbüschel  und  die  Punktreihe  eines  Kegelschnitts  sind 
ja  perspectivisch).  Auf  der  (ieraden  p,  die  wir  uns  in  der  Ebene 
des  Schnitts  denken,  lassen  wii-  einen  Punkt  /y.^-  sich  bewegen  und 
legen  jedesmal  die  beiden  Tangenten  t,^.  und  /.,'  an  den  Kegel- 
schnitt S;  die  Berühiungs[)uid\le  r,,  und  r,'  sind  Durchschnitte 
von  S  mit  der  Polare  von  p.,-  in  Hezug  aid"  S,  also  mit  einer  Ge- 
raden, die  sich  um  einen  Punkl,  den  Pol   von  p,  dreht. 

Mithin  bilden  die  l*imkle  r.,.  und  r./  aul'  ^'  eine  ki'umme  Puukt- 
involution  (oder  ihre  Verbindungsgeraden  mit  einem  Punkte  von 
S  eine  Strahlinvolution),  welche  mit  der  Piniktreihe  p^;  pro- 
jectivis<h  ist.  Folglich  bilden  auch  die  entsprechriiden  Kegel- 
schnitte /i'r  und  K.r  t^iii  J'aar  einer  Kegelsclmittinvolution  (jedes 
solche  Paar  ist  zu  2  bestinimten  Kegelschnitten  K^  und  /£.,  '^^^ 
Büschels  harmonisch  zugeordnet).  Es  sei  Z  ein  Hilfskegelschnitt, 
A  ein  Punkt  aul  ihm,  dieser  werde  mit  je  den  beiden  Punkten 
«r  und  «c,  in  denen  ein  Kegelschnitt  /£',.  die  Gerade  p  trifft, 
durch  die  Geraden  /.^  und  l.,-  verbunden,  welche  den  Kegelschnitt 
S  ausser  in  A  je  noch  in  i-.i  und  ö^  ti^effen.  Die  Gerade 
s^  ö,.  :=  i.,.  dreht  sich  bekanntlich  um  einen  Punkt  0  und  erzeugt 
ein  dem  Kegelschnittbüschel  B  [K]  projectivisches  Strahlbüschel, 
wobei  K,r  und  X.c  einander  entsprechen.  Durch  die  Kegelschnitt- 
involution [Kx,  Kj)  wird  nun  auch  in  diesem  Strahlbüschel  L.^ 
eine  Sti-ahlinvolution  [Lx,  Lj)  gebildet,  in  der  offenbar  die  den 
Asymptotenkegelschnitten  K^  und  K.,  in  der  eben  ausgesprochenen 
Beziehung  zwischen  dem  Strahlbüschel  X^  und  dem  Kegelschnilt- 
büschel  B  [K)  entsprechenden  Strahlen  Z,  und  Z,  Asyniptoten- 
strahlen  sind. 

Die  Involution  (Z.^,  Z.^')  isl  nun  offenbar  der  Kegelschnitt- 
involution [K^,  Kj),  diese  der  krummen  Punktinvolution  (r^,  xj) 
auf  S  und  diese  der  Punktreihe  p,^  projectivisch,  letztere  aber 
wieder  dem  Strahlbüschel  Ap^^  perspectivisch.  Also  ist  auch  die 
Involution  (Z.^,  Z/)  deni  Strahlbüschei  Ap^  projectivisch.  Ein 
Strahlenpaar  jener  und  der  entsprechende  Strahl  dieses  begegnen 
einander  in  je  2  Punkten;  alle  diese  Punkte  bilden  eine  cubische 
Curve  C'-\  denn  die  Strahhnvolution  und  das  Strahlbüschel  schnei- 
den eine  beliebige  Gerade  in  einer  Punktinvolution  und  einer 
l'unktreihe,  die  einandei'  projectivisch  sind,  und  bei  denen  mithin 
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dieimal  ein  Punkt  der  Reihe  mit  einem  des  entsprechenden  Paars 
der  luvoliilion  ziisammentälll;  dreimal  also  begegnet  ein  Strahl 
des  Büschels  einem  des  entsprechenden  Paars  der  Strahliiivolution 
auf  der  beliebigen  Geraden,  so  dass  auf  ihr  3  Punkte  des  Er- 
zeugnisses des  Büschels  und  der  Involution  liegen.  A  liegt  aul 
dieser  Curve  C^,  und  zwar  als  einfacher  Punkt,  detm  in  ihm 
wird  der  Strahl  OA  der  Involution  von  demjenigen  des  Büschels 
geschnitten,  der  dem  Paare  entspricht,  zu  dem  OA  gehört.  (0  da- 
gegen ist  Doppelpunkt,  was  aber  hier  weniger  wichtig.) 

Die  Curve  C^  hat  mit  Z  6  Punkte  gemein,  von  denen  der 
einiB  A  und  offenbar  für  die  folgende  Betrachtung  nicht  geeignet 
ist.  In  jedem  der  5  übrigen  Punkte,  Pr,  aber  trifft  ein  Strahl 
Ap.r,  einen  der  beiden  ihm  entsprechenden  L^  und  L^'  der  In- 
volution, weil  Pr  auf  C'^  liegt;  er  treffe  L.r,  und  zwar,  weil  P^ 
auf  Z  liegt,  in  einem  der  beiden  Punkte  s.i  und  g,,,  in  welchen 
L.r^  den  Kegelschnitt  S  durchschneidet;  es  sei  iti  s.r\  also  s.^ 
liegt  auf  Ap.r^  d.  h.  ^p.r  ist  identisch  mit  As.^,  also  mit  l.r:- 
Apa:  trifft  p  in  p^,  l.x  dagegen  in  a.^,  also  sind  p.r,  und  «.^ 
identisch,  folglich  da  «.^  auf  Ä'.r  liegt,  liegt  auch  p,r  auf  K^, 
durch  ^.r  geht  aber  ^l,  die  dem  Kegelschnitte  Ä'.^  entsprechende 
Tangente  von  S.  Folglich  begegnen  sich  K ,r  und  t.r  in  px,  mit- 
hin auf  p.  Da  es  nun  5  Punkte  P.,  giebl,  so  wird  es  also  fünf- 
mal vorkommen,  dass  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  5  (Ä')  seiner 
entsprechenden  Tangente  von  5  auf  der  behebigen  Geraden  p 
begegnet;  folglich  ist  unser  Erzeugniss  von  der  5.  Ordnung.  Da 
beide  Tangenten  des  Kegelschnitts  S,  welche  durch  einen  Grund- 
punkt des  Kegelschnittbüschels  gehen,  dort  von  ihren  entsprechen- 
den Kegelschnitten  getroffen  werden,  so  sind  die  4  Grmulpunkle 
des  Kegelschnittbüschels  Doppelpunkte  (^resp.  isohrte  Punktej  der 
Curve  5.  Ordnung. 

I\un  haben  wir  aber  auch  das  Resultat: 
Die  Kegelschnitte,  in  denen  die  quadratische  Po- 
larfläche und  die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  eine  cubische  Fläche  einander  durchschneiden, 
erzeugen  eine  Fläche  5.  Ordnung,  wenn  der  Punkt 
sichaufeinerGeradenZbewegt.und  auf  dieser  Fläche 
ist  die  Grundcurve  des  Büschels  der  quadratischen 
Polarflächen  der  Punkte  der  Geraden  X,  die  Polar- 
curve  der  Geraden,  Doppelpunktscurve. 
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Gemäss  dein,  was  in  No.  32  über  die  Ostnhüonspunkte  der 
von  einem  Punkte  an  die  cubisclie  Fläche  gehenden  VVendetan- 
genlen  gesagt  ist,  ist  also  der  Duichschnitt  der  eben  gefundenen 
Fläche  5.  Ordnung  mit  der  cubischen  Fläche,  eine  Kaumcurve 
V  0  n  d  e  1'  1 5.  0  v  d  n  u  n  g ,  d  e  i"  Ort  der  0  s  c  u  1  a  t  i  o  n  s  p  u  n  k  t  e 
aller  von  den  Punkten  der  Geraden  L  an  diecubische 
Fläche  gelegten  Wendetangenten.  Wir  kömiten  deshalb 
der  Fläche  5.  Ordnung  den  Namen  ,, Wendepolarfläche  der 
Geraden  Z  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche"  geben. 

Jede  Ebene  des  die  vorliegende  Fläche  5.  Ordnung  in  Ver- 
bindung mit  dem  Flächenbüschel  erzeugenden  konischen  Ebenen- 
büsciiels  schneidet  die  Fläche  auch  in  einer  Gurve  5.  Ordnung, 
welche  aber  ersichtlich  in  den  Kegelschnitt  A',  in  welchem  die 
Eben(!  die  entsprechende  Fläche  des  Flächenbüschels  durchschnei- 
det, und  also  noch  eine  cubische  Gurve  6'-  zeilällt.  Man  sieht 
leicht  ein,  wie  diese  cubische  Gurve  entsteht;  dif  Ebene  wird 
durch  die  übrigen  Ebenen  des  konischen  Büschels  in  einem  Strahl- 
büschel geschnitten ,  welches  diesem  konischen  Büschel  perspec- 
tivisch  und  also  dem  Flächenbüschel  und  mithin  auch  dem  Kegel- 
schnittbüpchel,  welches  durch  die  Ebene  aus  dem  Flächenbüschel 
ausgeschnitten  wird ,  projectivisch  ist.  Dieses  Strahlbüschel  und 
das  eben  genannte  Kegelschnittbüschel  eizeugen  die  cubische 
Giuve,  welche  ollenbar  durch  die  4  Grundpunkte  des  Kegelschnitt- 
büschels geht.  Durch  diese  geht  aber  auch  A',  da  er  zu  dem 
Kegelschniltbüschel  gehört.  Also  sind  diese  4  Grundpimkte  4  von 
den  Begegnungspunkten  von  A'  und  C\  Es  giebt  im  Ganzen 
deren  6  und  dieselben  sind  für  die  Gurve  5.  Ojdnung  (A',  C^) 
Doppclpunkte.  Bei  einer  Fläche,  welche  eine  Doppelpunktscurve 
hat,  enthält  jeder  ebene  Schnitt  Doppelpunkte  in  den  Schnitt- 
punkten seiner  Ebene  mit  der  Doppelpunktscurve,  und  Tangenten- 
ebenen der  Fläche  sind  nur  solche  Ebenen,  deren  Schnittcurven 
noch  einen  oder  mehrere  Doppelpunkte  ausser  diesen  besitzen. 
Daraus  ersehen  wir,  dass  die  erzeugenden  Ebenen  des  konischen 
Büschels  Doppeltangentialebenen  der  Fläche  5.  Ordnung  sind. 

Auf  der  oben  genannten  Bauracurve  15.  Ordnung 
sind  12  Doppelpunkte,  nämlich  die  Punkte,  in  denen  die 
Doppelpunktscurve  der  Fläche  5.  Ordnung  die  cubische  Fläche 
trifft.  In  diesen  Punkten  osculiren  2  Wendetangenten,  die  von 
verschiedenen   Punkten   der   Geraden   L    ausgehen.     Im   Allge- 
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meinen  sind  die  Punkte  der  Raunicnrve  15.  Ordnung 
solche  auf  der  cubisciien  Fläciie,  deren  eine  Wende- 
tangente  der  Geraden  L  begegnet;  die  12  Doppelpunkte 
sind  also  diejenigen  unter  ihnen,  hei  denen  beide 
Wendetangenten  dies  thun.  Es  ist  leicht  zu  erkeinien,  dass 
sie  die  Berührungspn nkh;  der  12  durch  L  gehenden 
Tangetitenehe  neu  der  cuhischen   Fläche   sind. 

36.  Ks  seien  a^  a.^  a.^  a^  4  Punkte  im  Räume,  die  nichl  in 
derselben  Kbene  liegen;  ihre  4  ((uadratischeu  I'oiarllächen  in 
Bezug  auf  die  cubische  Fläche,  J,  A.-,  A.^  A^,  gehören  also  nicht 
zu  demselben  Flächejd)ündel  2.  Ordnung.  Da  a,  a.^  a^  a^  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen,  begegnen  die  (Jeraden  Oj  a^  und  «.,  «j 
einander  niclit,  folglich  haben  auch  die  beiden  Büschel  {Ai  A.^) 
und  (J.j  A^)  keine  Fläche  gemein.  Dui'ch  jeden  Punkt  oc  im 
Räume  gehl  eine  Gerade,  welche  den  beiden  Geraden  «j  «^  und 
«j  a^  begegnet  (es  sei  in  den  Punkten  «•*'j.^  und  «''3^),  folglich 
muss  die  quadratische  Polariläche  .Y  von  x  in  dem  Büschel  liegen, 
das  durch  die  (piadratiscbeu  Polarilächen  A'^^.,  und  y/^yj  von  u-^i^ 
und  rt-^34  constituirt  wird,  von  denen  die  erstere  zum  Büschel 
(^,  Ao) ,  die  letztere  zu  [A-.  A^]  gehört.  Sind  nun  2  Büschel 
2.  Ordnung,  welche  keine  Fläche  gemein  haben,  wie  (u4j  J^)  und 
(^3^4)  gegeben,  so  wird  der  Inbegrifl'  aller  Flächen  2.  Ordnung, 
die  sich  in  den  Büscheln  behnden,  die  durch  je  eine  Fläche  aus 
[A^  A^)  und  eine  aus  (^3^4  erzeugt  werden,  ein  Flächennetz 
2.  Ordnung  genannt.*)  Da  nun  die  quadratische  Polarfläche  jedes 
Punktes  x  einem  Büschel  angehört,  das  dui'ch  je  eine  Fläche  aus 
[Ai  A^)  und  eine  aus  (^3  A^)  constituirt  wird,  so  haben  wir  das 
Resultat: 

Die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte  des 
Raumes  in  Bezug  auf  eine  cubische  Fläche  bilden  ein 
Flächennetz  2.  Ordnung.  Da  ein  solches  Flächennetz  nicht 
alle  Flächen  2.  Ordnung  umfasst,  so  ist  nicht  jede  Fläche 
2.  Ordnung  quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  in 


*)  Herr  Salmon  nennt  Flachennetz  schon  das  System  von  Flächen, 
welches  ich  Flächenbündel  nenne;  ich  ziehe  aber  für  dieses  System 
meine  Benennung  deshalb  vor,  weil  sie  die  analoge  ist  zu  der  jetzt 
wohl  schon  ziemlich  allgemein  gebräuchlichen  ,, Ebenenbündel"  für  das 
System  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen. 


t( 
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Bezug  auf  eine  vor  liege  ude  cubische  K  lache,  wahrend 
wohl  jede  Ebene  Polar  ebene  von  8  Punkten   isl. 

Durch  jeden  Punkt  /*,  des  Raumes  geht  ein  Biuidel  (juadra- 
lischer  Polartlächen,  nämlich  das  der  Polarlliichen  der  Punkte 
seiner  Polarebene,  durch  je  2  Punkte  P^  und  1'.,  ein  Büschel, 
(las  der  Polarflächen  der  l*unkte  der  Schnittgeraden  ihrer  l'olar- 
chencn,  durch  je  3  Puidite  P^,  P.,,  P.^  eine,  die  dos  Schnittpunktes 
ihrer  Polarebenon. 

Da  eine  Gerade  daim  aul'  einer  Flädie  liegt,  woini  (hei  ihrer 
Puidvte  auf  derselben  liegen,  so  liegt  im  Allgemeinen  eine  Gerade 
nur  auf  einer  Polarlläclie. 

Weil  durch  jeden  Punkt  x  nur  eine  derade  gehl,  welche 
'i|  rt.,  und  «3  rtj  trifft,  so  kann  X  auch  nur  in  einem  Büschel 
;^'^,2,  .J-^,;  liegen. 

P'erner  durch  x  geht  auch  eine  Gerade,  die  «,  «..  und  «.,  «, 
triflt;  folglich  wird  das  Flächennetz  der  quadratischen  Polaren 
auch  durch  Zugrundelegung  der  Büschel  [A^  A^  und  {A^  A^  er- 
halten. -Mithin  können  die  je  2  Büschel,  die  durch  die  4  Flächen 
auf  verschiedene  Weise  constituirt  werden,  als  constituirende 
Büschel  des  Netzes  angenonnncn  werden. 

Man  kann  aber  auch  Gonstituenten  ganz  ainlerer  Art  auf- 
stellen: 

Durch  jeden  Punkt  x  des  Baumes  geht  eine  von  den  Ge- 
raden, die  «,  mit  allen  l'unkten  der  Kbene  («,  «.;  «4)  verbinden. 
Also  wird  das  Netz  auch  constituirt  durch  die  Fläche  A^  und 
(las  durch  die  3  übrigen  Flächen  A.^  A.^  J,  constituirte  Bündel; 
alle  Büschel,  erzeugt  durch  J,  und  je  eine  Fläche  dieses  Bün- 
dels, liefern  sämmtliche  Flächen  des  Netzes. 

Oder:  Jeder  Punkt  x  befindet  sich  auf  einer  der  Ebenen, 
die  durch  «j  a.^  und  je  einen  l'unkt  der  Geraden  Ö3  a^  gelegt 
sind;  Gonstituenten  sind  also  A^,  A.,  und  das  Büschel  {A^  A^). 
Alle  Flächenbündel,  constituirt  durch  .4|  A.,  und  je  eine  Fläche 
des  Büschels  [A.^  A^\,  liefern  sänimtliche  Flächen  des  Netzes. 
Geht  die  Ebene  durch  «, ,  a.,  und  den  Punkt  a■^^^  der  Geraden 
«3«^,  so  sind  offenbar  die  8  Pole  dieser  Ebene  die  8  Begeg- 
nungspunkle  von  A^,  A.^  und  A-'^.,^,  der  quadratischen  Polarfläche 
von  a^^^^,  oder  die  8  Punkte,  in  denen  A-^^i  der  Schnittcurve 
von  J,   und  A.^,  der  Polarcurve  von  a^  a^,  begegnet. 

Andere  Gruppirungen  als  die  obige  können  natürlich  wiedei 
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eintreten.  Wir  sehen  also,  dass  wir  am  besten  die  4  Flächen 
A^  A^  A.^  A^  als  Constituenten  des  Netzes  annehmen.  Nun  ist 
auch  klar,  dass  «,  a^  «3  «i  jede  heliehiyen  4  nicht  in  derselben 
Ebene  liegenden  Punkte  sein  können;  das  Netz  der  quadratischen 
E'olarnächen  aber  wird  dadurch  nicht  geändert,  da  es  ja  die 
quadratischen  rolarllächen  aUei'  funkte  im  Rauuie  umfasst;  also 
können  als  seine  Constituenten  jede  beliebigen  4  nicht  demselben 
Bündel  angehörigen  von  seinen  Flächen  genommen  werden.  Ferner 
als  unmittelbar  einleuchtend  will  ich  noch  erwähnen,  dass  jedes 
Büschel,  erzeugt  durch  2  Flächen  des  Netzes,  und  jedes  Bündel, 
erzeugt  durch  3  nicht  zu  demselben  Büschel  gehörige  Flächen 
des  Netzes,  vollständig  in  demselben  liegt. 

Es  seien  A^  A2  A-^  A^  die  4  Constituenten  des  Netzes  und  /' 
ein  Punkt,  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf  jene  4  Flächen  in 
einen  Punkt  77  zusammenkommen,  was  nicht  für  jeden  Punkt  ge- 
schieht. Da  die  Polarebenen  von  P  in  Bezug  auf  A^  und  A.^ 
durch  77  gehen,  so  geht  auch  dif  in  Bezug  auf  jede  Fläche  des 
Büschels  {A^  A^j,  also  z.  B.  die  in  Bezug  auf  A-'^y^,  ebenso,  da 
die  Polarebenen  von  /'  in  Bezug  auf  A^  und  A^  durch  77  gehen, 
geht  auch  die  in  Bezug  auf  A-'^.^^,  also  auch  die  in  Bezug  auf 
jede  Fläche  des  Büschels  [A-'^ ^^,  A'^ .^^ ,  mithin  auch  die  in  Be- 
zug auf  X  durch  77.  X  repräsentirl  ja  aber  jede  Fläche  des 
Netzes.     Also: 

Gehen  die  Polar  ebenen  eines  Punktes  P  in  Bezug 
auf  4  Flächen  2.  Ordnung,  die  nicht  zu  demselben 
Bündel  gehören,  durch  einen  Punkt  77,  so  thun  dies 
auch  die  Polarebenen  von/*  in  Bezug  auf  alle  übrigen 
Flächen  des  durch  jene  4  constituirlen  Netzes  2.  Ord- 
nung. Dann  gehen  aber  auch  umgekehrt  die  Polar- 
ebenen des  Punktes  77  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Netzes  durch  P.  Daraus  geht  hervor,  dass  77  auch  stets 
auf  dem  Orte  der  Punkte  P  liegt. 

Die  Ordnung  dieses  Orts  ist  leicht  zu  finden.  Es  sei  p  eine 
beliebige  Gerade;  es  werden  ihre  Polarhyperboloide  in  Bezug  auf 
die  Büschel  [A^  A^),  {A^  A.^),  (J,  A^)  construirt.  Sie  haben  offen- 
bar alle  3  die  reciproke  Polare  p'  von  p  in  Bezug  auf  A^  ge- 
raein, durchschneiden  sich  folglich  noch  in  4  Punkten.  Denn 
zwei  von  diesen  Polarhyperboloiden  durchschneiden  sich  in  //  und 
einer  cubischen  Raumcurve,  welche  p'  zweimal  trifft.   Punkte  also, 
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in  denen  alle  3  einander  begegnen  und  die  nicht  auf  p'  liegen, 
können  nur  solche  sein,  in  denen  das  dritte  Polarhyperholoid  die 
cubische  Raumcurve  trifft;  überhaupt  treffen  beide  einander  sechs- 
mal;  aber  da  das  dritte  Hyperboloid  durch  p'  geht  und  diese 
Gerade  2  Punkte  der  cubischen  Raumcurve  enthält,  giebt  es  nur 
4  ausserhalb  p'  liegende  Begegnungspunkle  des  dritten  Hyper- 
boloids und  der  cubischen  Raumcurve,  also  auch  nur  so  viele 
ausserhalb  ;/ liegenden  Begegnungspunkte  der  3  Polarhyperboloide. 
Die  Polarhyperboloidc  haben  nun  zu  Geraden  der  einen  Schaar 
die  conjugirten  Polaren  der  Punkte  der  Geraden  p  in  Bezug  auf  die 
Büschel  [A^  A.,),  [A^  A.^,  [A^  A^.  In  jedem  der  4  allen  3  gemein- 
samen nicht  auf  //  liegenden  Punkte  konnnen  3  solche  conju- 
girten Polaren  zusammen,  also  schneiden  sich  in  ihm  die  Polar- 
ebenen eines  Punktes  von  p  in  Bezug  auf  A^  und  auf  A.^,  eines 
Punktes  von  p  in  Bezug  auf  A^  und  auf  A.^,  eines  Punktes  von 
p  in  Bezug  auf  .4,  und  auf  A^.  Da  aber  die  Polarebenen  ver- 
schiedener Punkte  von  p  in  Bezug  auf  A^  sich  auf  der  reciproken 
Polare  p'  von  p  in  Bezug  auf  ^/,  schneiden,  keiner  der  4  Punkte 
aber  auf  p'  liegt,  so  müssen  die  obigen  3  Punkte  von  p  zusam- 
menfallen, also  in  jedem  der  4  Punkte  kommen  die  Polarebenen 
eines  l^unktes  auf  p  in  Bezug  auf  A^,  A.,,  A^,  A^  zusammen. 

Folglich  giebt  es  auf  jeder  Geraden  4  Punkte,  deren  Polar- 
ebenen in  Bezug  auf  alle  P^Iächen  eines  Netzes  in  einen  Pimkt 
zusammenkommen.  Der  untersuchte  Ort  ist  also  eine  Fläche 
4.  Ordnung.  Wir  haben  so  das  Analogon  für  die  zusammen- 
gefallene Hessesche  und  Steinersche  Curve  bei  einem  Kegelschnitt- 
netz; hier  haben  ^vir  nun  die  Hesse-Steinersche  oder  Kernnäche 
eines  Flächennetzes  2.  Ordnung.  Damit  ist  zugleich  auch  eine 
von  Steiner*)  gestellte  Frage  beantwortet. 

Durch  einen  ähnlichen  Schluss,  als  er  in  No.  16  gemacht 
wurde,  finden  wir,  dass  jeder  Punkt  P,  dessen  Polarebenen  in 
Bezug  auf  alle  Flächen  eines  Netzes  2,  Ordnung  durch  denselben 
Punkt  n  gehen,  die  Spitze  eines  zum  Netze  gehörigen  Kegels 
sein  muss,  und  umgekehrt  ist  die  Spitze  jedes  Kegels  des  Netzes 
ein  Punkt,  dessen  Polarebenen  in  Bezug  auf  sämmtliche  Flächen 
des  Netzes  sich  in  einem  Punkte  11  treffen.  TL  ist  natürlich  auch 
eine   Kegelspitze.      Die    Kernfläche    also    des    Netzes    ist 


^)  System.  Entw.  etc.  Anhang  No.  51. 
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zugleich  (1  ('  p  0  r  l  der  S  j)  i  I  /  o,  n  (]('v  i  m  N  e  t  z  e  vorkom- 
menden Kegel.  Auf  die  dem  iSelze  der  <|iiiidriilisclM'n  l*(d;ir- 
lliielifMi  einer  eiibiselien  Fliiclic  zngelirtrigc  KcrnflJirlie,  die  ni.in 
kwyy.  die  K  c  i  ii  (1  iiclie  d  c  i-  (iii»i  sehen  Flu  ein  nennt,  gehen 
wir  ]c\/A  jedoeli  noeli  nicht  niihcr  ein,  d;i  ihre  iJrlr.ichlnng  dem 
folgenden  Kopitcl  reservirt  hieihcn  soll. 

o7.  ^^'ir  hahcn  in  Nr.  ?>?>  gefnnden,  dass  jedf»  Khcne  &', 
die  Polarehene  von  8  IMndvten  in  Ihzng  anf  die  cnhischc  Fläche 
ist.  Es  sei  G'  die  Vcrhin(hnif;sgerade  zweier  dieser  8  Pmiklf 
und  E.y  die  Polarehenc  eines  drillen  F*md\les  anf  G'.  IMe  (jnadra- 
llsehe  Polarfläche  jedes  l'nnkles  der  t'.eraden  {E^,  K.,)  enihäll  nach 
dem  Lehrsalz  2,  in  Nr.  33  alle  ?>  [Nmkle  von  G',  also  die  ganze 
G',  nnthiii  i^elil  die  INdarehene  jede^  j'nnkles  von  G'  durch  jeden 
Punkt  von  {E^,  E.,),  d.  h.  durrh  diese  (ierade.  .Also  die  Polar- 
eheneu  der  IMuikte  der  Geraden  G'  umlndlen  nichl  einen  Kr-gei 
2.  Ordnung,  sondern  gehen  aih'  dineh  dieseihe  (ierade.  Ftie 
zweile  polare  von  G'  isl  milhin  zn  ejnei-  (ieradeu,  das  konisi  he 
Polarehenenhüschel  in  ein  ge\v<»hnliches  F,henenhns(  hei  degenerirt; 
jednrh  wissen  wir  schon,  ila<s  die  Fhene  E^  desselheu  die  Ke- 
dentnng  von  2  Polarehencn  hat.  wir  werden  es  haid  für  alle 
FJienen  fmden,  so  dass  das  Khenenhiischel  als  2  zusanniu'ufallende 
zu  betraehtcu  ist.  Steiner  spricht  in  seiner  .\hliandlung  über  die 
cuhischen  Flächen  ^  nm- von  1<M)  (ieraden,  die  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  ihre  I*olarkegel  zn  (ieraden  degenerirt  sind.  Wii-  haben 
aber  jetzt  eingesehen,  dass  jede  ficrade,  die  zwei  Pinikle,  welche  die- 
selbe Polarebene  besilzen,  verbindet,  diese  Eigenschall  hal.  Nun  kön- 
nen zn  jedem  PnrdUe  stets  7  andere,  die  idirigen  Pole  seiner  Polar- 
ebene, seine  Mifpole**),  binzugefiigl  werden,  welche  mit  ihm 
dieselbe  l'olarebeiu'  haben;  folglich  gehen  von  jedem  I*  u  n  k  (  e 
7  (w^rade  ans,  deren  Polarkegel  zn  (Ieraden  degene- 
rirt sind;  milhin  ist  die  Zahl  dieser  Oraden  unendlich  gross. 
Der  erste,  der  anf  dieses  Verseheu  des  grossen  (".eometers  auf- 
merksam machte,  ist  Herr  Salnion.  '^**)  Die  von  Steiner  erwähn- 
ten 100  Geraden  zeichnen  sich  freilich  unter  den  unendlich  vielen 


*)  Journal  von  Grelle- Borchardt,  Bd.  53 
**)  Poli  congiunti  würde  sie  Herr  Cremona  nennen. 
***)  Analyt.  Geom.  des  Raumes,  deutsch.  Band  II   pag.  412  Anm. ;   im 
Original  pag.  386  Anm. 
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durch  eine  besondere  Eigenschaft  ans,  welche  Steiner  selbst  sclion 
anfülnt  nnd  die  wir  später  entwickeln  werden.  Es  sei  nun 
G\  die  riorade,  durch  welche  die  Polarejieneu  aller  Pind\tc  von 
C  gehen,  die  zweite  Polare  oder  Polargerade  der  Geraden  G' ; 
so  ist  schon  oben  gesagt,  dass  die  quadratischen  Polarfliichen 
aller  Punkte  von  C,  durch  <t'  gehen,  so  dass  die  Polarcnrve  von 
G\  sich  in  die  Gerade  G'  inid  eine  dieselbe  zweimal  trenende 
cnbische  Piannicurve  R^  zerlegt.  Jede  durch  die  Rauincnrve 
4.  Ordnung  !G' ,  /?'j  gebende  Oberlläche  2.  Ordnung  kann  ersicbl- 
lieh  wegen  der  in  Nr.  34  anseiuander  gesetzten  Projectiviliil  nur 
(|uadratische  I'olarfläehe  eines  Pind<les  aid"  G',  sein.  Wir  köiuieu 
es  aber  doch  fiu'  uiöglich  hallen,  dass  die  (|nadi'a(ische  i'olar- 
fläche  Ä\  eines  nicht  aul'  C,  liegenden  Punktes  x^  durch  einen 
Theil  dieser  naumciu've  4.  Orduunt;,  durt  h  die  Gerade  G'  gehe. 
Man  ziehe  dann  diu'ch  .c,  eiu(!  b(liebige,  die  (ierade  G\  nicht 
trell'ende  Gerade  p;  di(!  (|uadralisc.hen  Polarlläclieii  der  Pinikle 
dieser  Geraden,  unter  deneu  sich  auch  A',  befiudel,  bilden  ein 
Flächenbiischel;  \n\i\  die  Gerade  G\  die  sich  aul  einer  (U'V  l'lachen, 
X,  dieses  liiischels  be/indet,  trilll  alle  rd)rigen  Flächen  desselben 
in  denselben  2  Punkten  «  und  ß,  nfunlicli  in  denen,  wo  sie  die 
(iriuidcurve  des  Büschels  trilll.  Ks  seien  n  nnd  h  2  beliebige 
Punkte  auf  G\,  so  ist  nun  klar,  ilass  die  (|uadralisrlieii  Polar- 
llächeu  dei-  Punkte  a .  I>  nnd  jedes  beliebigen  Puidvtes  x  auf  p 
durch  a  und  ß  gehen,  so  dass  a,  ß  2  Pole  aller  Ebenen  {abcc) 
sind  inid  durch  sie  die  (|nadratisclien  Polarflächeu  aller  Piuikte 
jeder  dieser  Ebeneu  gehen;  aber  diese  Ebeneu  {/iba:]  bilden 
ein  ganzes  Büschel  und  durchmessen  mit  ihren  Punkten  den  gan- 
zen Raum.  Also  müsste  die  quadratische  i^olarfläclie  jedes  Punk- 
tes durch  a,  ß  gehen,  was  im  Allgemeinen  nicbl  der  Fall  ist. 

Folglich  geben  dinrli  G'  nur  die  quadratischen  Polarflächeu 
der  Punkte  der  Geraden  G\,  also  die,  welche  auch  noch  durch 
E'-^  gehen. 

Die  quadratischen  Polarilächeu  aller  Punkte  einer  beliebigen 
die  G\  nicht  treffenden  Geraden  p  schneiden,  da  sie  ein  Flächen- 
büschef  bilden,  die  Gerade  G'  in  einer  Involution.  Je  zwei 
Punkte  eines  Paares  derselben  rühren  von  der  Polarfläche  X 
eines  Punktes  äc  auf/?  her,  und  sie  sind  2  Punkte  von  den  8,  in 
denen  die  Polarfläcbe  X  und  die  Polarcurve  der  Geraden  G\, 
die  aus  G'  und  R-^  besteht,  einander  begegnen;  durch  sie  gehen 
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demnach  auch  die  Polarflächen  aller  Punkte  der  Ehene  {G\,  x), 
also  beide  haben  diese  Ebene  zur  Polarebene.  Folglich  giebl  es 
zu  jedem  Puftkte  auf  G\  —  denn  durch  jeden  geht  die  Polar- 
fläche eines  Punktes  auf  p  —  einen  z^veiten  Punkt,  \\ elcher  mit 
ihm  dieselbe  Polarebene  hat,  und  alle  die  f^iniktenpaare  bilden 
eine  Involution.  Nun  sehen  wir  auch,  dass  jede  Ehene  des  Bü- 
schels der  Polarebenen  der  Punkte  von  G\  dessen  Axe  C,  ist, 
die  Bedeutung  von  2  zusammengefallenen  Polarebenen  hat.    Also: 

Jede  Ebene  ist  Polarebene  von  8  Punkten.  Die 
Verbindungsgerade  von  2  solchen  Punkten  enthält 
noch  unzählig  viele  Paare  von  Punkten,  deren  Polar- 
ebenen identisch  sind.  Diese  sämmtlichen  Punkten- 
paare  bilden  eine  Involution,  so  dass  es  auf  der  Ge- 
raden 2  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gieht,  deren 
jeder  mit  keinem  andern  der  Geraden  dieselbe  Polar- 
ebene hat.  Die  Polar  ebenen  sä  mm  tlicher  Punkte,  deren 
je  2  zusammenfallen,  hüllen  nicht  eine  n  K  egel  2.  Ord- 
nung und  2.  Klasse  ein,  sondern  bilden  ein  Ebenen- 
büschel, das  also  die  Bedeutung  von  2  zusammenge- 
fallenen hat  und  somit  doch  den  Werth  eines  Kegels 
2.  Klasse.  Die  Polarcurve  der  Axe  dieses  Büschels 
zerfällt  in   die  Gerade  und   eine  cu  bis  che  Raum  cur  ve. 

Die  Polarebene  eines  Punktes  einer  der  27  Geraden  der  cu- 
bischen  Fläche  ist  die  Tangentenebene  in  ihm  und  enthält  offen- 
bar die  ganze  Gerade.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Polarebe- 
nen aller  Punkte  der  Geraden  sich  um  die  Gerade  selbst  drehen. 
Also  die  27  Geraden  der  cu  bischen  Fläche  gehören  mit 
zu  den  Geraden,  deren  P o 1 a r k  e g e 1  in  eine  Gerade 
d  e  g  e  n  e  r  i  r  t  i  s  t ,  und  z  w  a  r  h  a  t  j  e  d  e  v  o  n  i  h  n  e  n  s  i  c  h  s  e  1  b  s  I 
zur  Polargeraden.  Da  jede  durch  eine  der  Geraden  gehende 
Ebene  Polarebene  für  die  beiden  Punkte  derselben  ist,  in  denen 
sie  die  Fläche  berührt,  in  denen  also  der  Kegelschnitt,  den  sie 
aus  der  Fläche  ausschneidet,  der  Geraden  begegnet,  so  ist  das 
im  Vorhergehenden  besprochene  Involutionssystem  für  eine  Ge- 
rade der  cubischen  Fläche  dasjenige,  Avelches  wir  auf  ihr  schon 
kennen  gelernt  haben,  was  auch  damit  zusammenhängt,  dass  jede 
Gerade  der  cubischen  Fläche  von  der  quadratischen  Polarfläche 
jedes  Punktes  in  einem  Punktenpaar  dieser  Involution  getroffen 
wird. 
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38.  Es  sei  V  der  Scheitel  des  Polarkegels  einer  Geraden  D 
in  der  Ebene  E.  Die  quadratische  Polarfläche  F'-  von  V  geht 
dann  offenbar  durch  D,  schneidet  also  die  Ebene  E  in  einer 
zweiten  Geraden  D^\  es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Polar- 
ebenen sämmtlicher  Punkte  auch  von  i>|  durch  V  gehen,  so 
dass  dieser  Punkt  aucii  der  Scheitel  des  Polarkegels  von  D^  ist. 
Die  beiden  Polarkegel  von  D  und  D^  können  nicht  identisch  sein, 
so  dass  dann  auch  die  Polarebene  jedes  Punktes  von  D  mit  der 
eines  Punktes  von  D^  stets  identisch  wäre.  Denn  dieselbe  Be- 
hauptung Hesse  sich  dann  auch  für  die  Gerade  ^D  und  jede  der 
Geraden  i^j-^  machen,  in  denen  alle  Ebenen,  die  durch  D  gehen, 
der  quadratischen  Polarfläche  F-  von  V  begegnen,  so  dass  also 
jeder  Punkt  auf  D  mit  je  einem  Punkte  auf  allen  diesen  Geraden 
i?!-^"  dieselbe  Polarebene  hätte,  was  nicht  möglich  ist.  Also  haben 
die  beiden  Polarkegel,  da  sie  den  Scheitel  T  gemein  haben,  4  Tan- 
gentenebenen gemein.  Eine  von  diesen  4  gemeinsamen  Tangenten- 
ebenen ist  offenbar  die  Polarebene  des  Punktes  {D ,  i),),  jede  der 
3  übrigen  hat  2  Pole  auf  E,  den  einen  auf  D,  den  andern  auf 
Dy.  Es  seien  die  3  auf  i>  liegenden  Pole  a,  ß,  y  und  die  3  auf 
/>,  liegenden  a, ,  j3j,  y,.  Die  3  Geraden  aa^^=iA^  ßß^=:B, 
7^1  =  C  verbinden  je  2  Punkte,  deren  Polarebenen  identisch  sind; 
folglich  degeneriren  ihre  Polarkegel  in  Polargeraden.  Angenom- 
men, es  gäbe  auf  E  noch  eine  vierte  derartige  Gerade  X;  sie 
treffe  D  in  §  und  der  Punkt,  welcher  |  in  der  Involution  von 
Paaren  von  Punkten  auf  X,  welche  dieselbe  Polarebene  haben, 
zugeordnet  ist,  sei  |j.  Die  beiden  Polarkegel  der  Geraden  B 
und  cfj  I,  haben  3  Tangentenebenen  gemein,  nämlich  die  Polar- 
ebene von  (D,  a^^^),  die  von  «  und  von  §,  welche  ja  resp.  mit 
denen  von  «j  und  ^,  identisch  sind.  Also  haben  sie  auch  den 
Scheitel  F  gemein,  d  h.  die  Polarebenen  aller  Punkte  von  a^^j 
gehen  durch  V,  folglich  geht  die  quadratische  Polarfläche  F^  von 
V,  die  schon  E  in  B  und  B^  schneidet,  auch  durch  <v, ^],  d.  h. 
«1^1  muss  mit  einer  der  Geraden  B  und  B^,  mithin,  da  a^  und 
§,  nicht  auf  i>  liegen,  mit  B^  identisch  sein,  also  |j  liegt  aufi>j. 
Daraus  ginge  nun  hervor,  dass  die  Polarkegel  von  D  und  B^ 
5  Tangentenebenen  gemein  haben,  nämlich  die  Polarebene  von 
[D,  i>, )  und  die  Polarebenen  von  a,  ß,  y,  '6,,  die  ja  mit  denen 
von  c, ,  (3j ,  y, ,  §,  identisch  sind,  also  identisch  sein  müssen, 
was  oben  als  unmöglich  nachgewiesen  wurde. 

Sturm,  Flächen  3.  Ordnung-.  g 
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Folglich  gieht  es  in  der  Ebene  E  nur  3  Gerade 
A,  B,  C,  deren  Polarkegel  zu  Polargeraden  degene- 
rirt  sind.  Sie  geben  also  auch  auf  jedem  Paar  Geraden  der 
Ebene  E,  die  zu  einander  so  gehören,  wie  I)  und  i>j,  die  2  Tripel 
von  Punkten,  wie  a,  ß,  y;  «j,  /3j,  y^,  an,  deren  je  2  dieselbe 
Polarebene  haben.  Jede  2  solchen  (Jeraden  treffen  also  jede  der 
3  Geraden  in  einem  Punktenpaar  ihrer  Involution.  Es  seien  A\ 
B',  C  die  Polargeraden  von  A,  B,  C,  d.  h,  die  Polarebenen 
aller  Punkte  von  A  gehen  durch  A'  u.  s.  f.  Also  die  Polarebene 
des  Punktes  {A,  B)  geht  durch  A'  und  B' ,  so  dass  diese  sich 
schneiden;  ebenso  die  von  {A,  C)  durch  A'  und  C  und  die  von 
[B,  C)  durch  B'  und  C,  so  dass  auch  A'  und  C' ,  und  B'  und 
C  einander  schneiden,  also  alle  3  in  derselben  Ebene  liegen. 
Folglich  ist  die  Ebene  [A'  B'  C)  die  Polarebene  von  {A,  B), 
[A,C),  {B,C).  Das  sind  offenbar  die  einzigen  3  Punkte 
der  Ebene  E,  welche  dieselbe  Polarebene  haben. 

Die  beiden  Geraden  D  und  D^  waren  der  Schnitt  der  quadra- 
tischen Polarfläche  des  gemeinschaftlichen  Scheitels  ihrer  beiden 
Polarkegel  mit  E.  Wir  wolhni  nun  untersuchen,  ob  jeder  Punkt 
auf  E  ein  Schnittpunkt  zweier  Geraden  ist,  die  so  zusammen- 
hängen, wie  B  und  D^\  es  ist  ersichtlich,  dass  das  auf  die  Be- 
antwortung der  Frage  hinauskommt,  ob  es  für  jeden  Punkt  auf 
E  überhaupt  einen  Punkt  im  Räume  (oder  vielleicht  gar  mehrere) 
giebt,  dessen  quadratische  Polarfläche  aus  der  Ebene  2  sich  in 
jenem  Punkte  begegnende  Geraden  ausschneidet,  also  die  Ebene 
in  ihm  berührt. 

Zu  dem  Ende  untersuchen  wir  erst  den  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  Geradenpaare,  die  sich  unter  den  Schnittcurven  der 
Ebene  E  und  der  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte  einer 
Ebene  T  befinden.  Diese  quadratischen  Polarflächen  bilden  ein 
Flächenbündel  2.  Ordnung,  welches  durch  die  Ebene  ^  in  einem 
Regelsclmittnetz  geschnitten  wird.  Die  Schnittpunkte  der  in  einem 
Kegelschnittnetze  vorkommenden  Geradenpaare  liegen  bekanntlich 
auf  einer  cubischen  Curve  T'\  der  Tripeicurve,  auch  Ilesseschen 
Curve  des  Netzes,  welche  auch  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die 
Polaren  jedes  ihrer  Punkte  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Netzes  in  einen  Punkt  und  zwar  einen,  der  ebenfalls  auf  der 
Curve   liegt,    zusammenkommen.     Sie    fällt   also  mit  der  Steiner- 
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sehen  oder  Rerucurve  des  Netzes  zusammen,  wie  dies  schon  oben 
einmal  erwähnt  wurde. 

Von  den  quadratischen  Polarllächen  aller  Punkte  einer  Ebene 
berühren  also  einfach  iniendlich  viele  eine  Ebene  E;  die  Berüli- 
rungspuidite  bilden  auf  derselben  eine  cubische  Curve  T^.  (Man 
sehe  auch,  da  die  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte  einer 
Ebene  ein  Bündel  bilden,  Nr.  18.) 

Nun  drehe  man  die  Ebene  T  um  eine  Gerade  s  und  denke 
sich  das  Bündel  der  quadratischen  Polarllächen  aller  Punkte  der 
Ebene  in  jeder  ihrer  Lagen  constituirt  diu'ch  die  Polarfläcben  Sj, 
5.,  zweier  Punkte  s^  und  s.,  auf  .s-  und  je  die  eines  Punktes  o^. 
auf  einer  beliebigen  Geraden  a ,  welche  s  nicht  trifft.  Die  Ebene 
T  durchmisst  bei  ihrer  Drehung  um  s  den  ganzen  Raum,  und 
das  ganze  Polarllächennetz  wird  so  construirt.  Seien  nun  ö,  und 
Ö2  2  Punkte  auf  o,  so  köimen  ihre  Polarllächen  S^  und  S.^  als 
Constituenten  des  Büschels  der  Polarflächen  aller  Punkte  von  a 
dienen.  Der  Schnitt  des  Polarennetzes  mit  der  Ebene  E  wird 
also  folgendermassen  construirt.  Es  seien  S^S.^Z^Z^  die  Schnitte 
von  E  mit  den  ebenso  genannten  Polarflächen,  so  erhält  man 
den  Schnitt  mit  sämmtlichen  Polarflächen,  indem  man  Sj  und  So 
[oder  das  Büschel  (S,  Sj)]  "li*^  allci>  Kegelschnitten  Z^.  des  Bü- 
schels [Z^,  2^  zur  Constituirung  eines  Netzes  zusammenstellt.  Die 
zu  einem  solchen  Netze  (SjSj^,,)  zugehörige  Tripelcurve  T-^^  ent- 
hält die  Schnittpunkte  aller  im  Netze  enthaltenen  Geradenpaare. 
Folglich  ergeben  alle  diese  Tripeicurven  uns  die  Schnittpunkte 
aller  unter  den  Schnittcurven  der  Ebene  E  mit  dem  Polarllächen- 
nelze  sich  vorfindenden  Geradenpaare.  Allen  Netzen  ist  offenbar 
das  Büschel  (Sj  SJ  gemein ,  also  allen  Tripeicurven  die  3  Schnitt- 
punkte der  3  diesem  Büschel  angehörigen  Geradenpaare.  Betrach- 
ten wir  die  beiden  Tripeicurven  von  T^y  und  T^.^  für  die  Netze 
[S^S.^S^]  und  [S^S^^Z.^,  sie  haben  ausser  den  eben  genannten 
3  Punkten  noch  6  gemein;  diese  6  sind  nach  der  zweiten  oben 
angeführten  Eigenschaft  der  Tripeicurven  solche  Punkte,  deren 
Polaren  sowoliU«  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  (S,  S.^Z^), 
als  auch  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Netzes  [S^  S.^  Z.,)  in 
einem  Punkte  zusammenkommen;  das  muss  offenbar  beidemal  der- 
selbe Punkt  sein,  da  in  beiden  Netzen  das  ganze  Büschel  (Sj  Sj) 
sich  befindet;  also  auch  die  Polaren  jedes  der  6  Punkte  in  Bezug 
auf  Z^  und  Z^  kommen  in  ihm  zusannnen,  mithin  auch  in  Bezug  auf 
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jeden  Kegelschnitt  U,r  aus  {2^  Z.,),  also  auch  in  Bezug  auf 
S*!  So  Z,c,  mithin  auch  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Netzes 
(5j  5,  Z^),  d.  h.  die  6  Punkte  sind  auch  Punkte  der  Tripelcurven 
aller  unserer  Netze.  .41so  die  Tripelcurven  hahen  9  Punkte  ge- 
mein, hilden  folglich  ein  Büschel  3.  Ordnung.  Mithin  geht  im 
Allgemeinen  durch  jeden  Punkt  der  Ebene  E  eine,  aber  auch  nur 
eine  Tripelcurve;  also  für  jeden  Punkt  der  Ebene  E  giebt 
es  im  Allgemeinen  einen,  aber  auch  nur  einen  Punkt 
im  Räume,  dessen  quadratisch  e  Polar  fläche  die  Ebene 
E  in  einem  Geradenpaar  schneidet,  dessen  Schnitt- 
punkt jener  Punkt  ist,  oder  die  Ebene  E  in  jenem 
Punkte  berührt. 

Auf  die  6  Punkte,  welche  wir  eben  erhalten  haben  und 
welche  x  genannt  werden  mögen,  kommen  wir  nochmals  zurück. 
Die  Polaren  jedes  von  ihnen  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des 
Netzes  (Sj  S^  Z,r)  kommen  in  einem  Punkt  zusammen,  dem  Gegen- 
punkt jenes  in  Bezug  auf  das  Netz,  der  aber  auch  auf  der  Tripel- 
curve liegen  muss ;  also  wären  auch  diese  6  Gegenpunkte  allen 
Tripelcurven  gemein.  Aber  diese  können  nicht  mehr  als  9  Punkte 
gemein  haben;  mithin  vermengen  sich  die  Punkte  x  und  die 
Gegenpunkte,  die  6  Punkte  t  zerfallen  in  3  Paare  von  je  zweien, 
die  zu  einander  Gegenpunkte  sind.  Ferner,  da  die  Polaren  jedes 
der  Punkte  x  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  aller  Netze  [Z^^S^S^] 
in  einem  Punkte  zusammenkommen,  so  ist  dies  eben  in  Be- 
zug auf  alle  Schnittcurven  des  Polarflächennetzes  mit  E.  Also 
kommen  auch  die  Polarebenen  der  Punkte  x  in  Bezug  auf 
alle  diese  Polarflächen  selbst  in  einem  Punkt  zusammen,  d.  h. 
die  Punkte  x  liegen  auf  der  Curve  4.  Ordnung,  welche  die  Ebene 
E  aus  der  Kernfläche  dieses  Polarflächennetzes  ausschneidet,  und 
zwar  sind  sie  diejenigen  Punkte  dieser  Curve  4.  Ordnung,  welche 
auch  ihre  Gegenpunkte  in  der  Ebene  E  haben. 

Da  sie  auf  den  Tripelcurven  T'\-c  aller  Netze  [S^  S^  Z^^)  liegen, 
so  müssen  in  jedem  von  ihnen  unendlich  viele  Geradenpaare, 
welche  Schnittcurven  von  Polarflächen  mit  E  sind,  ihren  Schnitt- 
punkt haben,  denn  die  verschiedenen  Netze  haben  nur  das  Büschel 
(Sj  Sj)  und  in  diesem  nur  3  Geradenpaare  gemein.  Also  nur  die 
3  erst  erwähnten  allen  Tripelcurven  gemeinsamen  Punkte  sind 
Schnittpunkte  je  eines  und  desselben  Geradenpaars  für  alle  Netze; 
die  übrigen  6,  also  die  Punkte  x,  Schnittpunkte  verschiedener  Ge- 
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radeiipaare  für  die  verschiedenen  Netze.  Folglich  in  den  Punk- 
ten T  berühren  unendlich  viele  (|uadratisclien  Polar- 
flächen die  Ebene  E,  in  jedem  andern  Punkt  berührt 
dagegen  nur  eine. 

39.  Wir  wollen  jetzt  die  Fläche  e  untersuchen,  welche 
von  den  Polarebenen  aller  Punkte  der  Ebene  E  ein- 
gehüllt wird.  Ein  Punkt,  dessen  Polarebene  durch  eine  Ge- 
rade /  geht,  liegt  auf  der  Polarcurve  dieser  Geraden;  da  dieselbe 
der  Ebene  E  in  4  Punkten  begegnet,  so  geben  die  Polarebenen 
von  4  Punkten  der  Ebene  E,  also  4  Tangentenebenen  der  Fläche  e 
durch  /.  Mithin  ist  diese  Fläche  4.  Klasse.  Es  sei  F^  eine 
Polarebene  (die  des  Punktes  S  der  Ebene  E],  welche  die  Fläche  c 
doppelt  berührt,  und  D  eine  durch  S  gehende  Gerade  der  Ebene  E\ 
V  sei  die  Spitze  des  Polarkegels  K  von  D,  die  (piadralische  Po 
larfläche  von  V  geht  durch  D  und  schneidet  E  noch  in  einer 
«weiten  Geraden  D^,  deren  Polarkegel  if,  auch  seine  Spitze  in  V 
hat.  Die  Tangentenebenen  dieser  beiden  Kegel,  die  Polarebenen 
der  Punkte  von  D  und  D^ ,  sind  otfejibar  auch  Tangentenebenen 
von  c,  da  i>  und  D^  in  E  liegen,  und  sie  sind  alle  durch  V 
gehenden  Tangentenebenen  von  e,  also  alle  durch  V  gehenden 
Polarebenen  von  Punkten  von  E,  denn  jeder  Punkt,  dessen  Polar- 
ebene durch  V  geht,  muss  auf  der  quadratischen  Polarlläche  von  V 
liegen,  und  auf  dieser  liegen  in  E  uwv  die  Punkte  von  D  und  D^. 

.\lso  die  Polarkegel  K  und  ATj  bilden  den  vollständigen  Tan- 
gentialkegel,  der  von  F  an  <?  gelegt  ist.  Die  Ebene  F^  gehört 
zu  den  Tangentialebenen  des  Kegels  K,  da  S  auf  D  liegt,  also 
auch  zu  den  Tangentenebenen  des  von  F  an  e  gelegten  Tangen- 
tenkegels. F^  soll  aber  e  doppelt  berühren,  also  muss  sie  auch 
den  Taugentenkegel  [K,  K^  doppelt  berühren;  den  Kegel  K  allein, 
einen  Kegel  2.  Ordnung,  kann  keine  Ebene  doppelt  berühren, 
folglich  muss  die  zweite  Berührung  am  Kegel  K^  geschehen ,  d.  h. 
F^  muss  Polarebene  eines  Punktes  auf  i>^  sein,  denn  sämmtliche 
Tangentenebeneji— von  Ky  müssen  das  sein  wegen  der  in  Nr.  34 
auseinandergesetzten  Projectivität.  Polarebene  von  [D,  D^  kann 
F^  nicht  sein,  weil  dieser  Punkt  ja  beliebig  durch  die  Aenderung 
von  D  geändert  wird.  Also  hat  die  Ebene  F^  einen  Pol  auf  D 
und  einen  auf  D^,  diese  müssen  aber  auf  einer  der  3  Geraden 
A,  B  oder  C  liegen,  folglich  muss  F^  durch  eine  der  3  Geraden 
A',  B'  oder  C  gehen.     Mithin  ist  das  Resultat  gewonnen: 
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D  i  e  F 1  ä  c  h  e  c  w  i  r  d  nur  von  solchen  Ebenen  doppelt 
berührt,  welche  2  Pole  in  der  Ebene  E  haben,  und 
das  sind  nur  die  durch  eine  der  3  Geraden  Ä',  B',  C 
gehenden  Ebenen. 

Durch  jede  dieser  3  Geraden  gehen  unendlich  viele  Tangen- 
tenebenen der  Fläche  c,  die  Polarehenen  der  Punkte  resp,  von 
A,  B,  C,  also  liegen  die  3  Geraden  A' ,  B',  C  ganz  auf 
d  e  r  F 1  ä  c  h  e  e. 

Von  den  4  zweien  Kegeln,  wie  K  und  K^,  gemeinsamen 
Tangentenebenen  sind  demnach  nur  3,  die  durch  A',  B',  C 
gehenden,  Doppeltangenlenebenen  der  Fläche  e,  welche  einen  Pol 
auf  D  und  einen  auf  D^  haben.  Die  vierte  ist  im  Allgemeinen 
eine  einfache,  sie  ist  ja  die  Polarebene  des  Punktes  [D,  D^,  für 
welchen  nach  den  Auseinandersetzungen  der  vorigen  Nummer 
jeder  Punkt  auf  E  eintreten  kann;  die  beiden  Geraden  nun, 
längs  deren  sie  die  beiden  Kegel  K  und  A'j  berührt,  sind  ollen- 
bar  Tangenten  der  Fläche  e,  da  es  alle  Geraden  der  beiden  Kegel 
sind,  folglich,  da  die  Ebene  eine  einfache  Tangeutenebene  ist, 
so  ist  der  beiden  Kegeln  gemeinschaftliche  Scheitel  F,  in  dem 
sich  die  beiden  Tangenten  begegnen,  Derührungspunkt  der  Ebene 
mit  e,  also  ein  Puidvt  dieser  Fläche.  Folglich  haben  wir  eine 
zweite  Definition  für  die  Fläche  e:  Die  Fläche  c  wird  auch 
durch  die  Scheitel  der  P  o  1  a  r  k  e  g  e  1  a  1 1  e  i-  Geraden  der 
Ebene  £,  deren  stets  2  zusammenfallen,  erzeugt. 

Wir  haben  auch  gesehen,  dass  die  quadratische  Polarlläche 
eines  solchen  Scheitels  V  durch  die  Ebene  E  stets  in  einem  Ge- 
radenpaare geschnitten  wird.  Mithin  ergiebt  sich  eine  dritte 
Definition : 

D  i  e  F 1  ä  c  h  e  e  w  i  r  d  erzeugt  d  u  i'  c  h  diejenigen  P  u  n  k  t  e 
des  Raumes,  deren  quadratische  Polarflächen  durch 
die  Ebene  E  in  einem  Geradenpaare  geschnitten  wer- 
den, also  dieselbe  berühren. 

Ein  Punkt  V  der  Fläche  c  wird  stets  der  Berüh- 
rungspunkt der  Polarebene  des  Schnittpunkts  des 
Geradenpaars,  in  dem  seine  quadratische  Polarfläche 
die  Ebene  E  schneidet,  oder  der  Polarebene  des  Be- 
rührungspunkts seiner  quadratischen  Polarfläche  mit 
E  sein. 

Die  dritte  Definition    führt  uns  nun  leicht  zur  Ordnung  der 
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Flache  e.  Die  Polarlläclien  der  Punkte  einer  Geraden  p  bilden 
ein  Fläclienbüscliel.  Dieses  wird  durch  die  Ebene  in  einem  Kegel- 
schnittbüschel geschnitten,  welches  3  Geradenpaare  enthält.  Also 
hegen  auf  p  3  Punkte  der  Fläche.  Mithin  ist  die  Fläche  e 
3.  Ordnung.  Ein  ihr  von  einem  beliebigen  Punkte  um- 
schriebener Kegel  ist  also  nach  Nr.  30  6.  Ordnung; 
ein  ihr  von  einem  ihrer  l'unkle  V  umschriebener  Kegel 
zertheilt  sich  in  2  Kegel  2.  Ordnung  K  ixnA  K^  und  die 
T a n g e n t e u e b e n e  in  dem  Punkte,  welche  beide  Kegel 
berühr l  (die  Polarebene  von  D,  D^).  Bei  der  allgemeinen  Fläche 
3.  Ordnung  und  12.  Klasse  zertheilt  sie  sich  blos  in  die  Tangen- 
ebene und  einen  Kegel  4.  Ordnung,  wie  wir  oben  sahen.  Diese 
Fläche  3.  Ordnung  und  4.  Klasse  bezeichnen  wir  mit  e^^  und 
nennen  sie  zweite  Polare  (Steiner)  oder  cubische  Polar- 
fläche (Salmon)  der  Ebene  E. 

40.  Vermöge  der  in  Nr.  30  gefundenen  Resultate  werden 
wir  behaupten  können,  dass  die  Fläche  c^,  4  Knot  en punkte 
hat.     Es  ist  auch  nicht  schwer,  diese  nachzuweisen. 

Es  sei  V  ein  Punkt  von  e^^  und  K  und  K^  die  beiden  Tan- 
gentialkcgel.  Wo  eine  Tangentialebene  eines  derselben  die  Fläche 
c'\  berührt,  da  berührt  auch  diejenige  Gerade  des  Kegels  die 
Fläche,  längs  deren  die  Tangentialebene  den  Kegel  tangirt.  Die 
beiden  Kegel  durchschneiden  einander,  da  sie  den  Scheitel  gemein 
haben,  in  4  Geraden.  Längs  jeder  dieser  4  Geraden  wird  jeder 
der  beiden  Kegel  von  einer  andern  Ebene  berührt;  die  Gerade 
berührt  die  Fläche  nur  in  einem  Punkte,  da  die  F'läche  eine 
cubische  ist,  folglich  müssen  beide  Ebenen  die  Fläche  in  diesem 
Punkte  tangiren.  Der  Punkt  muss  also  ein  Knotenpunkt  der 
Fläche  sein.  So  ergeben  sich  uns  die  4  Knotenpunkte,  und  es 
ist  ersichtlich,  da  nicht  mehr  sein  können,  da«s  die  4  gemein- 
samen Geraden  aller  ähnlichen  Kegelpaare  durch  diese  4  Knoten- 
punkte gehen.  Die  6  Verbindungsgeraden  der  4  Knoten- 
punkte (die -Kanten  des  Tetraeders,  dessen  Ecken  die  Knoten- 
punkte sind)  treTfen  jede  die  Fläche  in  2  Punkten,  deren  jeder 
die  Bedeutung  von  2  zusammengefallenen  hat,  also  in  4  Punk- 
ten, liegen  mithin  auf  der  Fläche  e'\.  Die  ßerührungs- 
ebene  eines  Punktes  V  auf  e^^  ist  die  Polarebene  des  Schnitt- 
punktes des  Geradenpaars,  in  dem  die  quadratische  Polarfläche 
des   Punktes    V  die  Ebene  E  schneidet.      Im  Knotenpunkte  wird 
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die  Berührungsebene  unbestimmt,  also  wird  auch  der  Schnitt- 
punkt unbestimmt,  d.  h.  die  beiden  Geraden  des  l'aars  lallen  in 
eine  zusammen;  es  giebt  aber  nur  eine  Fläche  2,  Ordnung,  die 
in  zwei  zusammenfallenden  Geraden  eine  Ebene  schneidet:  das 
ist  der  Kegel,  wenn  er  die  Ebene  berührt.  Also  die  quadra- 
tische Polarfläche  jedes  der  4  Knotenpunkte  der  cu- 
biscben  Polarfläcbe  einer  Ebene  ist  ein  Kegel,  der 
(1  i  e  E  b  e  n  e  beruh  r  t.  Jedem  Knotenpunkte  Oo  ^  '*  t  s  p  r  i  c  h  t 
mithin  eine  gewisse  Gerade  q^^  in  der  Ebene  E,  längs 
deren  diese  Ebene  von  der  quadratischen  Polar  fläche 
des  Punktes  1^0 ,  einem  Kegel,  berührt  wird.  Die  qua- 
dratischen Polarflächen  aller  Punkte  der  Verbin- 
dungsgeraden zweier  Knotenpunkte  {),/  Oy''  müssen, 
weil  diese  Gerade  ganz  auf  der  Fläche  e^^  hegt,  durch  E  in 
Geradenpaaren  geschnitten  werden;  aber  sie  müssen  ein 
Flächenbüschel  bilden,  also  diese  Geraden  paare  ein  Kegel- 
schnittbüschel, und  müssen  demnach  alle  ihre  Schnittpunkte 
gemein  haben  und  eine  Involution  erzeugen.  Da  Q^f^ 
und  i)(,*  eben  auch  auf  Q^  Qi^'^  liegen,  müssen  die  Geraden  q^/ 
und  ^(,^,  in  deren  jede  2  Gerade  zusammengefallen  sind,  auch 
unter  diese  Geradenpaare  gehören.  Also  der  gemeinsame 
Schnittpunkt  wird  (5^0',  j(,^j  sein  und  q^^\  «7,/  sind  die 
Asymptoten  strahlen  des  von  allen  den  Geraden  paaren 
gebildeten  Involutionssystems,  mithin  zu  je  2  Geraden 
eines  Paars  harmonisch  zugeordnet. 

Man  wird  wohl  jetzt  auch  leicht  erkennen,  dass  die  6  Punkte 
{%''%'')  niit  den  früher  besprochenen  6  Punk  ten  r  iden- 
tisch sind.  Da  die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte 
von  C*o'^c/  ^^^  Ebene  im  Punkte  (jo'>  ?o^)  berühren,  so  wird 
die  Polarcurve  der  Geraden  Qq' Q^^  in  (§-(,',  g^'^)  einen  Doppel- 
punkt haben,  und  ihre  beiden  Aeste  werden  dort  von  E  berührt. 
In  der  Ebene  je  zweier  einander  schneidenden  \'erbindungsgera- 
den  zweier  Knotenpunkte  liegt  offenbar  noch  eine  dritte  solche 
Gerade,  die  Verbindungsgerade  derjenigen  beiden  Knotenpunkte 
jener  Geraden,  die  ihnen  nicht  gemein  sind.  Nun  muss  jede 
Verbindungsgerade  eine  der  3  Geraden  A' ,  B',  C  treffen,  welche 
zusammen  die  Schnittcurve  ihrer  Ebene  mit  e^^  ausmachen,  folg- 
lich wird  jede  der  3  Geraden  A'  B'  C  von  2  einander 
nicht    schneidenden    Knotenpunktsverbindungsgera- 
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den,  2  Gegeiikaiiten  des  Kuotenpunktstetiaeders,  ge- 
troffen. Ferner  da  die  quadratischen  Polarfläcben  aller  Punkte 
einer  Verbinduugsgeraden  iC^,/ öo^  die  Ebene  E  in  {qo',  q ,)'-')  be- 
rühren, so  berührt  die  Polarebene  von  (g'o',  ö'o^)  ^i^  cu- 
bische Polar  fläche  e^^  der  Ebene  E  in  jedem  Punkte  von 
Qo' Qo''>  ^'so  längs  der  ganzen  Geraden  Q^)' Q^)'\  Da  die 
Polarebenen  aller  Punkte  von  A,  B,  C  durch  resp.  A',  B',  C 
gehen,  so  schneiden  die  quadratischen  Polarllächcn  aller  Puukle 
jeder  der  Geraden  A',  B',  C'  die  Ebene  E  in  A,  B,  C  und  noch 
einer  Geraden,  so  dass  also  die  Schnittpunkte  der  Geradenpaare, 
die  aus  ihnen  durch  j?  ausgeschnitten  werden,  sauf  ^,  B,  C  liegen. 


Nun  liegt  doch  auch  ein  Punkt  Do"''  jeder  der  6  Geraden  Oo'  Qq'' 
auf  einer  der  Geraden  A',  B',  C'.  Die  quadratische  Polarfläche  dieses 
Punktes  wird  durchbin  einem  Geradenpaar  geschnitten,  dessen 
Mittelpunkt  {q^^\  «/,/')  sein  muss,  weil  der  Punkt  0^)'''  auf  Q(/  Oo' 
liegt,  und  auf  A,  B  oder  C  liegen  muss,  weil  der  Punkt  Of^''^'  auf 
A',  B'  oder  C  liegt.  Also  liegen  die  Mittelpunkte  der  6  obigen 
Involutionsstrahlsystenie  oder  die  6  Ecken  des  von  den  Geraden 
q^  gebildeten  Vierseits  auf  den  Geraden  A,  B ,  C,  und  da  A' ,  B' ,  C 
je  2  Gegenkanten  des  Knotenpunktstetraeders  treffen ,  liegen  die 
Gegenecken  des  Vierseits  stets  auf  derselben  von  den  3  Geraden 
A,  B,  C.  Mithin  ist  das  Dreiseit  ABC  das  Diagonaldrei- 
seit  des  Vierseits  der  Geraden  q^^.  Wenn  also  z.  B.  0,^' Qi^'' 
von  A'  getroffen  wird,  so  liegt  (q^y',  «/„^)  auf  A.  Die  Polarebeue 
von  {q(^',  qj"),  d.  i.  die  Ebene,  welche  e\^  längs  der  ganzen 
Qo  Qo''  berührt,  geht  durch  A',  weil  {q(/,  qj')  auf  A  liegt.  Also 
diejenige  Ebene,  welche  die  c  u bische  Pol  arfl  äche  der 
Ebene  E  längs  der  ganzen  V  e  r  b  i  n  d  u  n  g  s  g  e  r  a  d  e  zweier 
Knotenpunkte  derselben  berührt,  geht  durch  diejenige 
der  3  Geraden  A,  B,  C,  die  die  Verbindungsgerade 
trifft;  sie  berührt  mithin  die  cubische  Polarfläche  längs  der  letz- 
teren und  schnjeidel  sie  noch  in  der  ersteren.  Folglich  hat  sie 
mit  der  Fläche  c^^  weiter  keine  Gerade  gemein;  also  hat 
sie  auch  nur  einen  einzigen  Berührungspunkt  (oder  vielmehr  2  zu- 
sammengefallene) auf  der  betreffenden  Geraden  A,  B,  C.  Jede 
andere  durch  eine  dieser  Geraden  gelegte  Ebene  (ausser  den 
beiden,  in  denen  sich  noch  je  eine  der  beiden  die  Gerade  treffen- 
den Knotenpunktsgeraden  befindet)  schneidet  aus  der  cubischen 
Fläche  6^4  noch  einen  Kegelschnitt  aus,  der  die  Gerade  ^',  ^',  C" 
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zweimal  trifft,  so  dass  die  Ebene  die  Fläche  in  2  auf  ^',  B'  oder 
C  gelegenen  Punkten  berührt,  also  auch  auf  A,  ^  oder  C  2  l*ole 
hat,  die  2  conjugirte  Punkte  des  Involutionssystenis  dieser  Ge- 
raden sind.  Dagegen  die  Ebenen,  die  durch  A',  B'  oder  C  und 
durch  eine  Knotenpunktsgerade  gehen,  berühren  (zwar  an  und 
für  sich  in  unendlich  vielen  Punkten,  aber)  nur  in  einem  auf 
A',  B'  oder  C  liegenden  Punkte  (oder  in  2  zusammengefallenen), 
so  dass  also  auch  ihre  beiden  Pole  auf  A,  B  oder  C  zusammen- 
gefallen sind  und  mithin  den  einen  Asyniptotenpunkt  des  Involu- 
tionssystems dieser  Geraden  liefern.  Pole  aber  der  durch  A' ,  B' 
oder  C  und  die  beiden  jede  dieser  Geraden  treffenden  Knoten- 
punktsgeraden gelegten  und  je  längs  der  letzteren  die  Fläche  c'\^ 
berührenden  Ebenen  sind  die  den  Knotenpunktsgeraden  ent- 
sprechenden Punkte  (^0*' ?f/')-  -^'^f'  ^'*^  Ecken  des  von  den 
Geraden  q^^  gebildeten  Vierseits  sind  die  Asymptoten- 
punkte der  Involutionen  der  Geraden  A,  B,  C,  auf 
denen  sie^  liegen.  Da  die  quadratische  Polarlläche  eines 
Knotenpunkts  Q^^'  die  Ebene  E  in  jedem  Punkte  von  (/,/  berührt, 
so  berühren  die  Polar  ebenen  aller  Punkte  von  ^„'  die 
cu bische  Polarfläche  der  Ebene  E  im  Knotenpunkte  Q^/. 
Alle  diese  Polarebenen  hüllen  einen  Kegel  2.  Ordnung  ein,  den 
Polarkegel  der  Geraden  j^'.  Dieser  Polarkegel  der  Ge- 
raden 5-,/  ist  also  der  Kegel  2.  Ordnung,  an  den  sich 
die  cubische  Polarfläche  c"*i  im  l\notenpunkte  Q^f'  an- 
schliesst  (man  sehe  Nr.  31).  Es  scheint  zwar,  als  ob  alle  durch 
eine  Knotenpunktsgerade  gelegten  Ebenen  die  Fläche  c^^  berüh- 
ren und  zwar  in  zwei  Punkten;  und  doch  nur  die  einzige  unter 
ihnen,  welche  längs  der  ganzen  Geraden  berührt,  gehört  mit  zu 
den  Ebenen,  durch  deren  Einhüllung  wir  uns  die  Fläche  e^^  ent- 
standen gedacht  haben ;  nur  sie  allein  von  allen  diesen  Ebenen 
hat  einen  Pol  auf  E;  dagegen  alle  durch  A',  B'  oder  C  gehen- 
den Ebenen  gehören  mit  zu  den  erzeugenden.  Aber  jene  durch 
die  Knotenpunktsgerade  gelegten  Ebenen  schneiden  zwar  aus  der 
cubischen  Fläche  e^^  eine  in  die  Gerade  und  einen  Kegelschnitt 
zerfallende  cubische  Curve  aus,  die  also  in  den  beiden  Begeg- 
nungspunkten ihrer  Eestandtheile  Doppelpunkte  hat;  es  ist  aber 
ersichtlich,  dass  diese  die  beiden  Knotenpunkte  der  Knotenpunkts- 
geraden sind;  und  eine  Ebene,  die  aus  einer  Fläche  eine  mit 
einem  oder  mehreren  Doppelpunkten   behaftete  Curve  ausschnei- 
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clet,  Ijeriihrt  die  Fläche  nur  in  denjenigen  derselben,  die  nicht 
etwaige  Knotenpunkte  der  Fläche  oder  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  einer  etwaigen  vielfachen  Curve  der  Fläche  sind.  Also  be- 
rühren unsere  durch  die  Knotenpunktsgeraden  gelegten  Ebenen 
nicht  (ausser  je  einer).  Etwas  anderes  ist  es  bei  den  Geraden 
A',  B',  C',  da  auf  diesen  sich  keine  Knotenpunkte  heflnden. 

41.  Die  Ebene  ^schneidet  die  cubische  Fläche  i^-* 
in  einer  cnbischen  Curve  C^\  die  Ebenen,  welche  nun 
F^  in  eine ni  Punkte  derselbe n  b e v ü h r e n ,  hüllen  eine 
abwickelbare  Fläche  (Z>  ein.  Alle  von  einem  Punkte  an -F^ 
gelegten  Berührungsebenen  berühren  in  Punkten,  welche  eine 
Ranmcurve  6.  Ordnung  bilden.  Da  diese  von  der  Ebene  E  in 
6  Punkten  getrollen  wird,  so  gehen  6  Tangentenebenen  der  ab- 
wickelbai'en  Fläche  O  durch  den  Punkt,  mithin  ist  (P  6.  Klasse. 
Um  die  Ordnung  der  Fläche  0  zu  linden,  suchen  wir,  wie  viele 
ihrer  Generatricen  von  einer  beliebigen  Geraden  /  getrollen  wer- 
den. Die  (piadratischen  Polarllächen  der  Punkte  dieser  Geraden 
werden  durch  die  Ebene  E  in  einem  Kegelschnittbüschel  geschnit- 
ten; hat  einer  von  den  Kegelschnitten  dieses  Uüschels  mit  der 
Curve  C^  2  unendlich  nahe  Puidae  gemein,  bei'ührt  er  sie  also, 
so  gehen  die  beiden  ebenfalls  unendlich  nahen  Derührungsebenen 
der  Fläche  F"^  in  den  Puiditen  durch  denjenigen  Punkt  auf  /, 
dessen  quadratische  l'olartläche  durch  E  in  dem  betreifenden 
Kegelschnitte  geschnitten  wird.  Mithin  geht  auch  ihre  Schnitt- 
gerade,  eine  Generatrix  der  Fläche  <5,  durch  diesen  Punkt. 

Betrachten  wir  den  allgemeinen  Fall,  wo  C'-^  keine  singu- 
lären  Punkte  hat.  Dann  entnehmen  wir  aus  Herrn  Cremona's 
Introduzione  Nr.  87,  dass  12  Kegelschnitte  des  Büschels  die  Cmve 
C^  berühren,  also  ist  die  Ordnung  der  Fläche  (D  12.  Mit 
der  Klasse  der  Fläche  (D  ist  zugleich  auch  die  ihrer  Rückkehr- 
curve  A  gegeben;  es  kommt  nun  noch  darauf  an,  auch  deren 
Ordnung  zu  bestimmen. 

In  jedem  Punkte  dieser  Curve  A  begegnen  einander  3  un- 
endlich nahe  Schmiegungsebenen  derselben,  d.  h.  3  unendlich 
nahe  Tangentenebenen  von  cE>  oder  3  Tangentenebenen  von  F'^, 
welche  in  3  unendlich  nahen  Punkten  von  C'  berühren.  Mithin 
schneidet  die  Ebene  E  aus  der  quadratischen  Polarlläche  jedes 
Punktes  der  Raumcurve  A  einen  Kegelschnitt  aus,  der  die  Curve 
C^  osculirt.     Da  die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte  einer 
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Ebene  T  ilurch  die  Ebene  E  in  einem  Kcgelschnittnelze  gescbnit- 
ten  werden,  so  werden  so  viel  Punkte  der  Riickkehrcurve  A  in 
der  Ebene  T  liegen,  als  Regelschnille  dieses  Netzes  die  Curve  C^ 
osculiren,  und  das  geschiebt  nach  Herrn  Cremona's  Inlroduzione 
Nr.  103  durch  18.  Die  Ordnung  der  Rück  kehr  curve  A 
der  Fläche  0  ist  mithin  18. 

Die  Berührungsebenen  der  cubischen  Fläche  in  den  Piudi- 
len  von  C^  sind  die  Polarebenen  dieser  Punkte,  also  gehören 
sämmtliche  die  abwickelbare  Fläche  'Z»  einhüllenden  Ebenen  zu 
den  die  cubische  Polarfläche  der  Ebene  E  einhüllenden.  Die 
Fläche  (2>  ist  der  cubischen  Polarfläche  der  Ebene  E 
umschrieben.  Der  Ort  nun  der  Berührungspunkte  der  die 
Ebene  E  berührenden  quadratischen  Polarllächen  von  Punkten 
einer  beliebigen  Ebene  T  ist  eine  cubische  Curve  T'  (Nr.  38), 
welche  der  Curve  C-'  in  9  Punkten  begegnet.  Die  Polarebene  jedes 
dieser  9  Punkte  (C^  2^)  berührt  F^  in  dem  Punkte  selbst,  weil 
sie  eben  Tangentenebene  ist,  gehört  also  mit  zu  den  Tangenten- 
ebenen von  0;  sie  berührt  die  cubische  Polarfläche  von  E  in 
demjenigen  Punkte  der  Ebene  T,  dessen  quadratische  Polarfläche 
die  Ebene  E  in  dem  betreffenden  Punkte  [(ß,  T^)  berührt.  Folg- 
lich ist  dieser  Punkt  der  Ebene  T  ein  Punkt  der  Berührungs- 
curve  der  Fläche  <&  und  der  cubischen  Polarfläche  der  Ebene  E. 
Mithin  liegen  9  Punkte  dieser  Curve  auf  der  beliebigen  Ebene  T. 
Also  die  der  cubischen  Fläche  F^  längs  ihres  Schnitts 
mit  einer  Ebene  £■  umschriebene  abwickelbare  Fläche 
und  die  cubische  Polar  fläche  der  Ebene  E  berühren 
einander  längs"  einer  Raumcurve  9.  Ordnung. 

Die  Curve  C^  liegt  ganz  auf  der  Fläche  d>,  da  ja  jede  Gene- 
ratrix  dieser  durch  einen  Punkt  von  C'^  geht.  Aber  d>  wird  durch 
E  in  einer  Curve  12.  Ordnung,  also  ausser  in  C^  noch  in 
einer  Curve  9.  Ordnung  geschnitten.  Es  sei  x  ein  Punkt 
derselben,  die  durch  ihn  gehende  Generatrix  der  Fläche  (P  be- 
gegnet der  Ebene  E  in  x  und  in  dem  Punkte,  wo  sie  C^  trifft, 
mithin  liegt  sie  ganz  in  der  Ebene.  Also  kann  der  weitere 
Schnitt  von  O  mit  E  nur  in  Generatricen ,  mithin  in  9  Gene- 
ratricen  bestehen.  Jede  Generatrix  aber  ist  vSchnittgerade 
zweier  unendlich  nahen  Tangentenebenen  von  F^  in  Punkten  von 
C^,  und  diese  schneiden  die  Ebene  E  in  2  unendlich  nahen  Tan- 
genten  von  C^.     Geht  also   die  Ebene  E  durch   eine  Generatrix, 
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SO  scimeidet  sie  2  unendlich  nahe  Tangentenebenen  in  derselben 
Geraden,  d.  h.  2  unendlich  nahe  Tangenten  von  C'-^  fallen  zu- 
sammen. Demnach  sind  die  9  in  E  liegenden  Genera- 
tricen  von  0  9  Wendetangenten  der  Curve  6'^  also,  da  eine 
Curve  3.  Ordnung  ohne  singulare  Punkte  gemäss  den  Plücker- 
schen  foimieln  9  Wendetangenten  hat,  sämmtliche  9  Wende- 
tangenten der  Curve  C^. 

Jede  dieser  Wendetangenten  ist  nun  als  Generatrix  von  0 
auch  Durchschnittsgerade  zweier  unendlich  nahen  Schmiegungs- 
ebenen  der  Rückkehrcurve  A,  die  nächste  Schmiegungsebene  ist 
die  Tangentenebene  an  F'^  in  dem  dem  Wendepunkte  auf  C^  un- 
endlich nahen  I'unkte,  also  im  Grenzfalle  sagen  ^vir,  dass  diese 
durch  den  \Vendepunkt  geht.  Derselbe  ist  mithin  Durchschnitts- 
punkt dreier  unendlich  nahen  Schmiegungsebenen  von  A,  mithin 
ein  Punkt  von  A.  A  berührt  alle  Generatricen  von  (P ,  also 
auch  die  W^endetangenten  von  C^  und  zwar  in  den  Wendepunk- 
ten. P'olglich  berührt  die  Rückkehrcurve  A  der  ab- 
wickelbaren F I  ä  c  h  e  (Z»  die  K  b  e  n  e  ^neunmal  und  zwar 
in  den  Wendepunkten  der  Curve  fß;  das  giebt  offenbar 
für  diese  Ebene  die  18  Schnittpunkte. 

Construiren  wir  in  ähnlicher  Weise  die  abwickelbare 
Fläche  0',  gebildet  durch  die  Tangentenebenen  von 
F'^  längs  eines  auf  ihr  liegenden  Kegelschnitts  A\ 
Dessen  Ebene  sei  E',  die  ergänzende  Gerade  y.  Da  E'  die  Fläche 
F^  in  den  beiden  Punkten  {K,  g)  berührt,  so  ist  sie  auch  dop- 
pelte Tangentialebene  an  0'  und  doppelte  Schmiegungsebene  an 
deren  Rückkehrcurve  A' .  Die  beiden-  benachbarten  Tangenten- 
ebenen  an  beiden  Berührungsstellen  begegnen  ihr  ersichtlich  in 
den  beiden  Tangenten  t  und  t'  an  K  in  den  Punkten  [K,  g). 
Dies  sind  also  Generatricen  von  0'  und  zwar  die,  in  denen  sie 
von  E'  berührt  wird;  es  ist  auch  leicht  einzusehen,  dass  ihre 
Berührungspunkte  die  Osculationspunkte  von  A'  und  E'  sind.  Da 
die  quadratische  Polariläche  eines  Punktes  dem  Kegelschnitte  K 
viermal  begegnet,  so  gehen  durch  den  Punkt  4  Tangentenebenen 
von  F"^,  die  in  einem  Punkte  von  K  berühren,  also  ist  0' 
4.  Klasse.  Äf  wird  von  6  Kegelschnitten  des  Büschels,  in  dem 
die  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte  einer  Geraden  durch 
die  Ebene  £■  geschnitten  werden,  berührt  und  auch  von  6  Kegel- 
schnitten des  Netzes,    in  welchem   die  quadratischen  Polartlächen 
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(1er  Punkte  einer  Ebene  durch  E'  geschnitten  werden,  osculirt.*) 
Also  ist  O'  und  ihre  IJückU  ehrcurve  6  Ordnung.  Der 
Schnitt  6.  Ordnung  von  O'  mit  E',  der  Ebene  des  Ke- 
gelschnitts K,  ergiebt  sich  durch  den  Kegelschnitt  K 
und  durch  die  Geraden  /  und  /',  welche  den  Kegel- 
schnitt K  in  seinen  Schnittpunkten  mit  seiner  Ergan- 
zungsgeraden  beiühren  und  in  welchen  E'  die  Fläche 
O'  berührt.  Die  6  Schnittpunkte  von  A'  mit  E'  ergeben 
sich  dadurch,  dass  A'  die  Ebenem'  in  den  beidini  De- 
rührungspunkten  von  /  und  /'  osculirt. 


*)  Cremona's  Introduzione  an  den  oben  erwähnten  Stellen. 
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Die  Kernfläche  einer  cubisohen  Fläche. 

42.  In  No.  34  hat  sich  der  Satz  ergehen:  Das  Büschel  der 
quadratischen  Polarfl.nchen  der  Punkte  einer  Geraden  ist  dieser 
Punktreihe  projeclivisch.  Daraus  ziehen  uir  die  Folgerung:  Auch 
die  Berührungsehcnen  dieser  (juadratischeii  Polarilächen  in  ehiem 
Punkte  der  Grundcurve  ihres  Büschels  hilden  ein  der  Punktreihe 
projectivisches  Ehencnbüschel  (um  die  Tangente  der  Grundcurve 
in  dem  Punkte),  indem  <!in  Punkt  und  die  Berührungsehene  an 
seine  quadratische  Polarfläche  einander  entsprechen. 

Es  sei  nun  F  (He  quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  unsere  cuhische  Fläche  F'^ ,  E  die  Polarebene  von 
P  in  Bezug  auf  F^ ,  also  gemäss  ihrer  Definition  auch  in  Bezug 
auf  F.  Die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte  einer  belie- 
bigen Geraden  l  der  Ebene  E  gehen  (in  Folge  des  Lehrsatzes  2) 
von  No.  33)  durch  den  Punkt  P,  so  dass  dieser  auf  der  Grund- 
curve ihres  Büschels  liegt.  Die  Berührungsebenen  an  die  quadra- 
tischen Polarflächen  in  P  schneiden  folglich  nach  dem  Obigen  die 
Gerade  /  in  einer  Punktreihe,  die  der  Punktreihe  derselben  pro- 
jectivisch  ist,  indem  einander  ein  Punkt  und  ein  anderer  ent- 
sprechen, welcher  auf  der  Tangentenebene  der  quadratischen  Po- 
larfläche jenes  liegt.  Mithin  giebt  es  auf  /  2  Punkte,  in  denen 
je  2  entsprechende  Punkte  der  beiden  Beihen  zusammenfallen.*) 
Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  diese  beiden  Punkte  die  sind ,  in 
denen  l  dem  Kegelschnitte  begegnet,  welchen  E  aus  F  ausschnei- 
det, denn  die  quadratische  Polarfläche  F'  und  die  Polarebene  E' 
jedes  dieser  beiden  Punkte  U  geht  durch  P,  weil  jeder  der  beiden 
Punkte    auf    der   Polarebene    und    der    quadratischen    Polarfläche 


*)  Steiner's  Systematische  Entwickelung  etc.  pag.  65. 
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von  P  Hegt.  Da  nun  aber  die  PolareJ^LMie  eines  Punktes,  z.  B. 
eines  Punktes  77  in  Bezug  auf  F"^  es  auch  in  Bezug  auf  seine 
quadratische  Polarfläche  ist,  so  geht  die  Tangentenebene  an  die 
letztere  in  einem  Punkte,  der  auch  auf  der  erstereu  liegt,  also 
z.  B.  in  P  durch  den  Pol,  d.  i.  durch  den  betreuenden  von  den 
beiden  Punkten  77. 

Es  sei  nun  aber  P  ein  Punkt,  dessen  quadratische  Polar- 
fläche ein  Kegel  2.  Ordnung  K  ist,  der  den  Scheitel  P'  hat;  so 
geht  die  Polarebene  L  von  P  in  Bezug  auf  7^^  (auch  in  Bezug 
auf  K)  durch  die  Spitze  P'  von  K,  denn  die  Polarebene  jedes 
Punktes  in  Bezug  auf  einen  Kegel  2.  Ordnung  geht  durch  dessen 
Spitze.  Demnach  gehen  auch  die  quadratische  Polarfläche  und 
die  Polarebene  von  P' ,  resp.  A"  und  L' ,  durch  P.  Es  sei  /' 
eine  durch  P  gehende  Gerade  der  Ebene  L'.  Die  quadratischen 
Polarflächen  ihrer  Punkte  gehen  durch  P';  unter  diesen  befindet 
sich  aber  auch  die  Polarfläche  K  von  P,  der  ja  auf  l'  liegt,  und 
dieselbe  hat  ihre  Spitze  in  P'.  Nach  dem  ersteren  der  beiden 
letzten  Sätze  ist  klar,  dass  /*'  auf  der  Grundcurve  des  Büschels 
der  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte  von  /'  liegt,  einer  von 
den  Kegeln  dieses  Büschels  hat  aber  seine  Spitze  in  P' ;  folglich 
ist  P'  ein  Doppelpunkt  der  Grundcurve,  und  sämmtliche  quadra- 
tischen Polarflächen  haben  in  P'  dieselbe  Berührungsebene.  Mit- 
hin schrumpft  die  zweite  Punktreihe,  die  auf  /'  beschrieben  wird, 
in  einen  einzigen  Punkt  zusammen.  Es  kann  folglich  auch  nur 
dieser  Punkt  ein  solcher  sein,  in  den  2  entsprechende  Pimkte 
der  beiden  Beihen  zusammenfallen.  Die  Gerade  /'  hat  demnach 
mit  dem  Kegelschnitte,  in  dem  K'  und  L'  einander  begegnen, 
nur  einen  Punkt  gemein,  und  das  kann,  da  /'  sowie  auch  A' 
und  L'  durch  P  gehen,  nur  P  sein.  Nun  hat  aber  die  Gerade 
/'  keine  andere  Bedingung  zu  erfüllen,  als  in  der  Ebene  L'  durch 
den  Punkt  P  zu  gehen.  Wenn  sie  also  dennoch  mit  einem  ge- 
wissen Kegelschnitt  bei  dieser  ganz  beliebigen  Lage  nur  einen 
Punkt  (genauer:  2  zusammenfallende)  gemein  haben  soll,  so  muss 
dieser  Kegelschnitt  ein  Geradenpaar  sein  und  P  sein  Schnitt- 
punkt. Also  entweder  berührt  L'  die  Fläche  K' ,  oder  diese 
Fläche  ist  ein  Kegel  mit  dem  Scheitel  P  und  L'  geht  durch  diesen 
Scheitel.  Die  Polarebene  kann  nur  dann  die  quadratische  Polar- 
fläche berühren,  wenn  der  Pol,  also  hier  der  Punkt  P' ,  auf  der 
cubischen  Fläche  liegt.     Dieser  Fall,   der  im  Allgemeinen  nicht 
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statt  hat,  wird  gleicli  betrachtet  werden.  In  dem  andern  Falle 
liat  sich  also  schon  ergeben,  dass  K'  ein  Kegel  ist  und  P  sein 
Scheitel.  • 

Wir  wollen  erst  noch  den  ganz  speciellen  Fall  betrachten, 
dass  die  quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  P  ein  Kegel  sei, 
der  seine  Spitze  in  P  selbst  hat.  P  muss  dann  auf  der  cubischeu 
Fläche  selbst  liegen,  denn  nur  die  Punkte  der  cubischeu  Fläche 
liegen  auf  ihren  quadratischen  Polarflächen.  In  diesem  speciellen 
Falle  triff"t  aber  otfenbar  jeder  von  P  ausgehende  Strahl  die 
quadratische  Polarfläche  von  P  eben  nur  in  P,  so  dass  in  diesen 
Punkt  beide  Schnittpunkte  zusammenfallen.  Aus  der  in  No.  30 
gegebenen  Bedingungsgleichung  für  die  quadratische  Polarfläche 
lässt  sich  (nach  F'ortschaflung  der  Nenner)  erkennen,  dass  dann, 
da  ja  beide  Wurzeln  0  sein  sollen,  auch  2  der  Grössen  P«,  Pb,  Pc 
{P  für  0  gesetzt)  0  sein  müssen,  so  dass  also  auch  jeder  von  P 
ausgehende  Strahl  der  cubischeu  Fläche  in  P  zweimal  begegnet; 
woraus  wir  schliessen,  dass  P  ein  Knotenpunkt  sein  muss.  Also 
bei  der  allgemeinen  cubischeu  Fläche  kann  der  betrachtete  specielle 
Fall  nicht  eintreten,  da  ist  P'  immer  von  P  verschieden. 

Nehmen  wir  nun  den  oben  noch  verschobenen  andern  Fall 
an,  dass  P'  auf  der  cubischen  Fläche  F^  liege.  Dann  berühren 
A'  und  L'  einander  (und  die  cubische  Fläche)  in  P',  so  dass  P' 
der  Schnittpunkt  des  Geradenpaars  ist,  in  dem  I^'  und  L'  ein- 
ander schneiden.  Oben  ergab  sich  aber,  dass  P  dies  sein  soll. 
P  und  P'  fallen  nun  nicht  zusammen.  Also  müssen  die  beiden 
Geraden  des  Paars  in  die  eine  Gerade  PP'  sich  zusammenbegeben. 
Folgüch  schneidet  und  berührt  die  Ebene  L'  die  Fläche  A'  längs 
dieser  Geraden.  Das  kann  nur  dann  geschehen,  wenn  K'  ein 
Kegel  ist.  PP'  ist  offenbar  eine  Kante  desselben.  Aus  den  Aus- 
einandersetzungen von  No.  31  ergiebt  sich  nun  leicht,  dass  PP' 
AVendetangente  an  die  cubische  Fläche  in  P'  ist  und  also  ausser 
in  P'  die  Fläche  sonst  nicht  mehr  trifft.  Nehmen  wir  nun  an, 
dass  der  Kegel  A'  seinen  Scheitel  nicht  in  P  habe,  sondern  in 
einem  andern  Punkte  P"  der  Geraden  PP' ,  der  also  kein  Punkt 
der  cubischen  Fläche  ist;  so  ist  klar,  dass  die  quadratische  Po- 
larfläche von  P"  ein  Kegel  ist,  der  seine  Spitze  in  P'  hat,  weil 
die  von  P'  ein  Kegel  mit  der  Spitze  P"  ist,  P"  aber  kein  Punkt 
der  cubischen  Fläche  ist,  mithin  hier  der  schon  oben  absolvirte 
Fall  eintritt   [P'   ist    an    die   Stelle   von   P,   P"    an  die  von  P' 

Sturm,  Flächen  3.  Ordnung-.  0 
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getreten).  Nun  ist  aber  auch  die  quadratische  Polarfläche  von  P 
ein  Kegel,  dessen  Spitze  in  P'  fällt;  folglich  hätten  2  verschie- 
dene der  Kegel  des  Büschels  der  quadratisch«n  Polarflächen  der 
Punkte  der  Geraden  PP  ihre  Spitze  gemein.  Das  ist  nur  dann 
möglich,  wenn  die  Grundcurve  des  Büschels  in  4  in  einen  Punkt 
(die  Spitze)  zusammenlaufende  Geraden  degenerirt;  dann  werden 
aber  alle  Flächen  des  Büschels  zu  Kegeln,  die  ihre  Spitze  in 
jenem  Punkte  haben.  Folglich  müsste  auch  der  Kegel,  der  quadra- 
tische Polarfläche  von  P'  ist  und  von  dem  wir  annahmen,  dass  er 
seine  Spitze  in  P" ,  einem  von  P'  verschiedenen  Punkte  hat,  sie 
eben  auch  in  P'  haben,  was  ein  Widerspruch  wäre.  Der  Kegel  kann 
in  ein  Ebenenpaar  degeneriren,  dessen  Schnittgerade  PP'  ist. 
Doch  dieser  specielle  Fall  widerspricht  dem  nachfolgenden  Satze 
nicht,  worüber  Ausführlicheres  später  (No.  50). 

Also  ist  die  Annahme,  dass  die  Spitze  der  quadratischen 
Polarfläche  von  P'  nicht  in  den  Punkt  P  falle,  falsch.  Mithin 
fällt  sie  in  diesen  Punkt. 

Und  wir  können  jetzt  das  allgemeine  Theorem  aufstellen: 

Ist  die  quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  eine  cubische  Fläche  ein  Kegel  2.  Ord- 
nung mit  der  Spitze  P' ,  so  ist  die  quadratische  Polar- 
fläche von  P'  ebenfalls  ein  Kegel  2.  Ordnung,  dessen 
Spitze  in  den  Punkt  P  fällt. 

Für  den  im  Vorigen  erwähnten  speciellen  Fall,  dass  P  und 
P'  zusammenfallen,  also  P  ein  Knotenpunkt  der  cubischen  Fläche 
ist,  versteht  sich  der  Satz  von  selbst. 

Zwei  solche  Punkte,  wie  P  und  P' ,  heissen  reciproke 
Pole  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche. 

In  jedem  Flächenbüschel  2.  Ordnung  giebt  es  nun  4  Kegel, 
mithin  giebt  es  auf  jeder  Geraden  gemäss  der  in  ]No.  34  ausein- 
andergesetzten Projectivität  4  Punkte,  deren  quadratische  Polar- 
flächen in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche  Kegel  sind.  Diese 
4  Punkte  sind  aber  auch  Scheitel  von  Kegeln,  welche  die  quadra- 
tischen Polarflächen  der  Scheitel  der  eben  genannten  Kegel  sind. 

Es  ist  also  ersichtlich,  dass  die  Fläche,  welche  durch 
diejenigen  Punkte  gebildet  wird,  deren  quadratische 
Polarflächen  Kegel  sind,  mit  dem  Orte  der  Scheitel 
dieser  Kegel  identisch  und  4.  Ordnung  ist.  Man  kann 
sie  auch  als  den  Ort  der  reciproke n  Pole  der  cubischen 
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Fläche  bezeichnen.  Gemäss  den  am  Ende  von  No.  36  gemach- 
ten Benieiknngcn  ergiebt  sich  die  eben  gefundene  Fläche  4.  Ord- 
nung mit  der  dort  betrachteten  Kernfläche  des  Netzes  der  quadra- 
tischen Polarllächen  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche  identisch, 
die  wir  damals  kurz  die  K er nf lache  in  Bezug  auf  die 
cubische  Fläche  nannten.  Diese  Benennung  habe  sie  von  nun 
an,  und  sie  werde  mit  P^  bezeichuet. 

43.  nie  quadralische  Polarfläche  des  Scheitels  jeder  der  in 
No.  23  behandelten  240  Trieder  enthält  die  9  Ecken  der  drei 
Dreiecke,  deren  Ebenen  das  Trieder  bilden,  denn  diese  Ebenen 
berühren  in  ihnen  die  cubische  Fläche,  mithin  liegen  sie  auf  der 
Berührungscurve  des  von  dem  Scheitel  des  Trieders  an  die  cubische 
Fläche  gelegten  Tangentialkegels,  also  auch  auf  der  quadratischen 
Polarfläche  des  Scheitels.  Aber  diese  9  Ecken  liegen  dreimal  zu 
je  dreien  auf  einer  Geraden,  nämlich  auf  einer  Kante  des  conju- 
girten  Trieders.  Also  enthält  jede  dieser  3  Kanten  3  Punkte  der 
quadratisclien  Polarfläche,  liegt  folglich  auf  ihr,  und  da  die  3  Kan- 
ten in  einen  Punkt,  den  Scheitel  des  conjugirten  Trieders,  zu- 
sanmienlaufen,  so  ist  diese  quadratische  Polarfläche  ein  Kegel. 
Demnach  haben  wir  den  Satz: 

Die  quadratische  Polarfläche  des  Scheitels  jedes 
der  240  Trieder  einer  cubischen  Fläche  ist  ein  Kegel 
2.  Ordnung,  welcher  dem  conjugirten  Trieder  um- 
schrieben ist.  Die  240  Triederscheitel  liegen  auf  der 
Kernfläche,  und  die  Scheitel  conjugirter  Trieder  sind 
reciproke  Pole. 

44.  Die  Polarcurve  B^  einer  Geraden  /,  welche  aul  der  Po- 
larebene eines  Punktes  P  liegt,  enthält  diesen  Punkt.  Nun  liege 
P  auf  der  Kernfläche  und  P'  sei  sein  reciproker  Pol,  durch  den 
offenbar  die  Polarebene  von  P  geht,  wie  aus  No.  42  zu  erkennen; 
die  Gerade  l  gehe  durch  P'.  Die  quadratische  Polarfläche  von 
P'  geht  dann  durch  R^ ,  ist  aber  ein  Kegel  mit  der  Spitze  P. 
P  also,  da  es  auf  R^  liegt,  ist  ein  Doppelpunkt  dieser  Raum- 
curve.  Durch  die  Grundcurve  eines  Flächenbüschels  2.  Ordnung, 
die  einen  Doppelpunkt  hat,  gehen  bekanntlich  nur  2  Kegel,  die 
ihre  Spitze  ausserhalb  der  Curve  haben,  und  einer,  der  sie  auf 
derselben  in  dem  Doppelpunkte  hat.  In  den  letzteren  sind  2  von 
den  4  Kegeln,  welche  durch  eine  allgemeine  Raumcurve  4.  Ord- 
nung gehen,  zusammengefallen.    So  verhält  es  sich  auch  mit  dem 

9* 
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Kegel,  welcher  quadratische  Polarfläche  von  P'  ist.  Mithin  sind 
auch  in  den  Punkt  P'  2  von  den  4  Schnittpunkten  der  deraden 
l  mit  der  Kernfläche  zusammengefallen,  also  herührt  /  die  Kern- 
fläche in  P'.  Dies  lässt  sich  ebenso  von  jeder  andern  durch  P' 
gehenden  Geraden  der  Polarebene  von  P  beweisen,  also  berührt 
diese  Ebene  die  Kernfläche  in  P'. 

Demnach  tangirt  die  Polarebene  jedes  Punktes  der 
Kernfläche  dieselbe  im  reciproken  Pole   des  Punktes. 

Umgekehrt:  Jede  Berührungsebene  der  Kernfläche 
ist  Polarebene  eines  Punktes  der  Kerufläche,  näm- 
lich des  reciproken  Pols  ihres  Berührungspunktes. 
Wäre  sie  von  der  Polarebene  dieses  Pols  verschieden,  dann  wür- 
den sie  und  diese  Polarebene  die  Kernfläche  in  demselben  Punkte 
berühren,  also  der  Berührungspunkt  der  betrachteten  Ebene  ein 
Knotenpunkt  der  Kernfläche  sein.  Doch  die  Knotenpunkte  be- 
trachten \\1r  einstweilen  noch  nicht. 

Nehmen  wir  an,  zwei  Punkte  P  und  P^  der  Kernfläche  haben 
denselben  reciproken  Pol  P' ,  so  niuss  die  Polarcurve  der  Gera- 
den PP^  aus  4  in  den  Punkt  P'  zusammenlaufenden  Geraden 
bestehen,  denn  so  durchschneiden  sich  2  Kegel,  die  quadratischen 
Polarflächen  von  P  und  Pj ,  die  die  Spitze  P'  gemein  haben. 
Durch  diese  Polarcurve  gehen  aber  nur  Kegel  und  alle  haben  ihre 
Spitze  in  P' ;  folglich  ist  P'  auch  reciproker  Pol  zu  allen  übrigen 
f*unkten  der  Geraden  PP^. 

Also  sobald  ein  Punkt  reciproker  Pol  zu  2  Punkten 
der  Kernfläche  ist,  ist  er  es  auch  zu  allen  übrigen 
Punkten  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Punkte, 
oder  alle  Punkte  dieser  Geraden  sind  seine  reciproken  Pole. 
Seine  Polarebene  muss  also  die  Kernfläche  in  allen  diesen  Punk- 
ten, ipithin  längs  der  Geraden  berühren.  Doch  davon  eigentUch 
erst  später,  jetzt  ziehen  wir  nur  den  Schluss  daraus,  dass  jede 
Berührungsebene  der  Kernfläche,  die  in  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Punk ten  berührt,  so  viele  von  ihren 
8  Polen  auf  der  Kern  fläche  haben  muss,  als  sie  Be- 
rührungspunkte hat.  Denn  diese  Pole  müssen  reciproke  Pole 
der  Berührungspunkte  sein,  und  hätten  2  der  Berührungspunkte 
denselben  reciproken  Pol,  so  müsste  die  Ebene  in  unendlich 
vielen  Punkten  berühren. 

Da  eine  Curve  4.  Ordnung  höchstens  6  Doppelpunkte  haben 
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kann,  wenn  sie  nämlich  in  4  Gerade  zerfällt,  so  sehen  wii-,  dass 
höchstens  6  Pole  einer  ßerührungsehene  der  Kernlläche  auf  dieser 
liegen  können. 

Alle  Punkte,  deren  Polarebenen  durch  eine  gewisse  Gerade 
geheU;  liegen  auf  der  Polarcurve  derselben.  Diese  schneidet,  da 
sie  4.  Ordnung  ist,  die  Kernfläche  in  16  Punkten.  Die  Polar- 
ebenen dieser  16  Punkte  sind  Berührungsebenen  der  Kernfläche 
und  gehen  durch  jene  Gerade,  sind  auch  nach  dem  Obigen  die 
einzigen  IJerührungsebenen,  die  dies  thun;  also  ist  die  Kern- 
fläche 16.  Klasse,  hat  mithin,  da  die  allgemeinen  Flächen 
4.  Ordnung  36.  Klasse  sind,  in  der  Klasse  eine  Erniedrigung  um 
20  erfahren,  was,  wie  wir  später  erkennen  werden,  von  10  Knoten- 
punkten herrührt,  die  auf  ihr  liegen. 

45.  Ist  p  eine  Gerade,  welche  eine  Polargerade  p 
hat,  so  enthalten  die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte  auf 
p'  die  ganze  Gerade  p  (No.  37),  so  dass  die  Polarcurve  von  //  in 
die  Gerade  p  und  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  zerfällt.  Durch 
eine  solche  Raumcurve  4.  Ordnung  lassen  sich  bekanntlich  nur 
2  Kegel  legen,  oder  besser:  zweimal  je  2  von  den  4  Kegeln,  die 
sich  durch  eine  allgemeine  Raumcurve  4.  Ordnung,  welche  Grund- 
curve  eines  Flächenbüschels  2.  Ordnung  ist,  legen  lassen,  sind 
in  diesem  Falle  zusammengefallen ;  also  sind  auch  auf  der  Ge- 
raden p'  zweimal  je  zwei  Schnittpunkte  mit  der  Kernfläehe  zu- 
sammengefallen, d.  h.  die  Gerade  /^'  berührt  die  Kern- 
fläehe doppelt.  Jede  Ebene  ist  nun  die  Polarebene  von  8  Punk- 
ten in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche;  die  Polarkegel  der  28  Geraden, 
welche  je  zwei  dieser  8  Punkte  verbinden,  sind  (No.  37  zu  Po- 
largeraden degenerirt,  und  diese  Polargeraden  hegen  ersichtlich 
alle  in  der  gemeinschaftlichen  Polarebene ;  wie  wir  eben  gefunden, 
berühren  sie  die  Kernfläche  doppelt.  Es  ergeben  sich  auf  diese 
Weise  die  28  Doppeltangenten  der  Curve  4.  Ordnung, 
in  welcher  die  Polarebene  die  Kernfläche  schneidet. 

Die  27  Geraden  der  cubischen  Fläche  haben  auch 
Polargeraden,  und  zwar  jede  sich  selbst,  berühren  mithin  auch 
die  Kernfläche  doppelt.  Die  Polarcurve  jeder  von  ihnen  be- 
steht aus  ihr  selbst  und  einer  cubischen  Raumcurve.  Durch  diese 
Polarcurve  lassen  sich  nur  2  Kegel  legen;  es  fragt  sich  inin, 
welche  die  beiden  Punkte  sind,  deren  quadratische  Polarflächen 
diese  beiden  Kegel  sind.    Es  seien  n  und  %'  die  beiden  Asymptoten- 
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punkte  der  Involution  auf    unserer  Geraden  g.     Die   quadralische 
Polarflächc   des  einen  von  ihnen,  z.  B.   n,  entliält,    wie  die  jedes 
Punktes    der    Geraden    g,    diese    Gerade    selbst.     Jede  durch  g 
gehende  Ebene   schneidet   mithin  diese  Polarlläche   in  einem  Ge- 
radenpaare,   dessen   eine  Gerade  g  ist,    die  cubische  Fläche  in  g 
und    einem   Kegelschnitte.     Die   Berührungspunkte   der  von  %  an 
diesen  Kegelschnitt   gelegten   beiden    Tangenten    müssen  sich  er- 
sichtlich auf  der  quadratischen  Polarlläche    von  %  befinden,    mit 
hin  auf  der  zweiten  Geraden  des  Paars,  in  dem  diese  Polartlächc 
durch  die  Ebene  geschnitten    wird;    folglich   ist  die  Verbindungs- 
gerade der   beiden   Berührungspunkte,   also    die  Polare  von  n  in 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt   diese   zweite   Gerade.     Nun   sind  die 
beiden  Asymptotenpunkte  der  Geraden  g  stets  den  beiden  Schnitt- 
punkten dieser  Geraden  mit  jedem  der  Kegelschnitte,  die  in  den 
durch  (/  gelegten  Ebenen  auf  der  cubischen  Fläche  liegen,  harmonisch 
zugeordnet  gemäss  der  Eigenschaft  der  Involution;  also  muss  die  Po- 
lare des  einen  Asymptotenpunktes  in  Bezug  auf  jeden  der  Kegel- 
schnitte durch  den  andern  gehen.    Folglich  wird  die  quadratische 
Polarlläche  eines  Asymptotenpunktes  einer  Geraden  der  cubischen 
Fläche  von  allen  durch  diese  Gerade  gehenden  Ebenen  in  einem 
Geradenpaare  geschnitten,   dessen   eine  Gerade   diese  Gerade  der 
Fläche,    dessen  Schnittpunkt  deren  anderer  Asymptotenpunkt  ist. 
Mithin  ist  die  quadratische  Polarfläche    eines  Asymp- 
tote npunktes  einer  Geraden  der  cubischen  Fläche  ein 
Kegel  2.  Ordnung,  dessen  Scheitel   im  andern  Asymp- 
totenpunkte liegt.     Daraus  folgt,  dass  die  beiden  Asynip- 
totenpunkte   einer   Geraden  reciproke  Pole  sind,   fer- 
ner  die   Punkte,    in   denen   die  Gerade   die  Kernfläche 
berührt,    und    auch    die   Punkte,    in   denen    sie  von  der 
cubischen  Baumcurve  getroffen  wird,   die  mit  ihr  zu- 
sammen ihre  Polarcurve  ausmacht. 

In  der  Ebene  jedes  der  45  Dreiecke,  die  auf  der  cubischen 
Fläche  sich  befinden,  liegen  16  Triederscheitel  (No.  23). 

Also:  Die  16  Triederscheitel,  welche  sich  in  der 
Ebene  jedes  der  45  Dreiecke  der  cubischen  Fläche  be- 
finden, liegen  auf  einer  Curve  4.  Ordnung,  dem  Schnitt 
der  Ebene  und  der  Kernfläche  der  cubischen  Fläche, 
welche    zugleich    jede    Seite    des    Dreiecks     doppelt 
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berührt,  und  zwar  iii  den  beiden  Asymptotenpunk  len 
ihrer  Involution. 

4().  Es  sei  V  ein  Punkt  der  Kernfläcbe,  i\  sein  reciproker 
Pol,  der  aueh  auf  der  Kernfläche  liegt;  die  quadratische  Polar- 
lläche  von  V  sei  der  Kegel  A',  die  von  J\  der  Kegel  H^.  K  hat 
seinen  Scheitel  in  F, ,  /ij  den  seinigen  in  V.  i?*  sei  die  Polar- 
curve  der  Geraden  T'r, ,  also  auch  die  Schnittcurve  der  Kegel 
K  und  A',.  Die  beiden  andern  Kegel,  Avelche  durch  sie  gehen, 
seien  A'o  und  A'.j,  ihre  Scheitel  F,'  und  F^';  diese  sind  oflenbar 
reciprok  zu  2  gewissen  Punkten  F,  und  Fg  auf  F  F, ,  deren 
quadratische  Polarflächen  die  beiden  Kegel  K.,  und  A'^  sind, 
während  wieder  die  von  F./  und  F3',  Afo'  und  K^,  ihre  Scheitel 
in  Fo  und  F3  haben.  Die  Polarebene  von  F  in  Bezug  auf  die 
cubische  Fläche  ist  es  auch  in  Bezug  auf  die  quadratische  Polar- 
fläche von  V,  einen  Kegel,  aber  diese  ist  bekanntlich  auch  die 
Polarebene  von  F  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  (A',  A',), 
denn  der  Scheitel  jedes  der  4  Kegel  eines  Büschels  2.  Ordnung 
hat  dieselbe  Polarebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels, 
velche  durch  die  Scheitel  der  3  andern  Kegel  geht,  also  gehl 
die  Polarebene  von  F  durch  V^,  J\',  V.^'.  Ebenso  geht  die  Po- 
larebene von  J\  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche,  d.  i.  die  von 
f\  in  Bezug  auf  A\  und  wiederum  auch  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
des  Büschels  (AT,  AfJ  durch  F,  F,',  Fg'.  Die  Schnittgerade  dieser 
beiden  Ebenen  ist  Fj'  Fg'.  Das  ist  die  reciproke  Polare  von  F  F^ 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels;  mithin  geht  auch  die 
Polarebene  jedes  Punktes  von  F  Fj  in  Bezug  auf  jede  Fläche 
des  Büschels  (A',  A'j)  durch  V^'  Fg',  folglich  auch  die  jedes  Punk- 
tes von  F  Fj  in  Bezug  auf  seine  quadratische  Polarfläche,  die 
sich  ja  im  Büschel  (AT,  £'^)  vorfindet,  d.  i.  die  Polarebene  jedes 
Punktes  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche.  Demnach  ist  F  F^ 
eine  solche  Gerade,  die  eine  Polargerade  hat,  und  F2'  Fg'  ist 
ihre  Polargerade.  Folglich  berührt  die  Gerade  V.^'  Fg'  die  Kern- 
fläche doppelt  (nach  No.  45)  und  zwar  offenbar  in  den  beiden 
Punkten    V^   und    Fg'. 

Wir  erhalten  so  folgendes  Theorem: 

Die  Verbindungsgerade  zweier  reciproken  Pole 
der  Kernfläche  ist  stets  eine  solche  Gerade,  welche 
eine  Polargerade  besitzt;  und  diese  Polargerade  ist 
die  Verbindungsgerade  der  reciproken  Pole  derjenigen 
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beiden  Punkte,  in  denen  die  obige  Verbindungsgerade 
die  Kernfläche  noch  trifft.  Diese  Polargerade  aber 
trifft  die  Kernfläche  ausser  in  den  beiden  genannten 
Punkten,  welche  sie  verbindet,  nicht  mehr,  sondern 
berührt  sie  in  jedem  derselben.  Sucht  man  also  zu 
den  beiden  Punkten,  in  denen  die  Kernfläche  von  der 
V  e  r  b  i  n  d  u  n  g  s  g  e  r  a  d  e  n  zweier  r  e  c  i  p  r  o  k  e  n  Pole  n  o  c  h  g  e  - 
troffen  wird,  die  reciproken  Pole,  so  erhält  man  in 
deren  Verbindungsgeraden  eine  Doppeltangente  der 
Kernfläche. 

Die  Polarebene  von  f  in  Bezug  auf  die  cubiscbe  Fläche  ist 
die  Berührungsebene  der  Kernfläche  in  F, ,  die  von  Fj  die  Be- 
rührungsebene in  V.  Diese  beiden  Berührungsebenen  müssen 
sich  also  in    }\'  V^  schneiden.    Wir  können  nun  also  auch  sagen: 

Die  Berübrungsebenen  der  Kernfläche  in  2  reci- 
proken P  o  1  e  n  schneiden  sich  in  e i n e r  D  o p p  e  1 1 a n g e n  t e 
der  Kern  fläche,  durch  welche  auch  die  Polarebener, 
säm  mtlicher  Punkte  der  Verbindungsgeraden  der  bei- 
den reciproken  Pole  gehen.  Diese  schneidet  d'ie  Kern - 
fläche  noch  in  2  Punkten,  deren  reciproke  Pole  die 
Berührungspunkte  der  Doppeltangente  sind.*) 

Es  ist  auch  ersichtlich,  dass  die  quadratischen  Polarllächen 
aller  Punkte  von  V^  F^'  die  ganze  Gerade  F  Fj  enthalten ,  so 
dass  die  Polarcurve  von  F/  V^  aus  dieser  Geraden  F  Fj  und 
einer  cubischen  Baumcurve  R"^  besteht,  die  F  F^  offenbar  dort 
treffen  wird,  wo  die  Spitzen  der  beiden  Kegel  liegen,  welche  sich 
unter  den  quadi'atischen  Polarflächen  der  Punkte  der  Geraden 
V^  V-i  befinden,  das  sind  die  beiden  Kegel  äV  und  K^ ,  die 
Polarflächen  von  V.^,  F3';  ihre  Spitzen  sind  F,  und  V.y  Also 
in  diesen  beiden  Punkten  wird    V  Vy  von  R^  getroffen. 

Ferner  auf  V  V^  befindet  sich,  da  sie  eine  Polargerade  hat, 
eine  Involution  von  Paaren  von  Punkten,  welche  je  dieselbe  Po- 
larebene haben.  Diese  Punktenpaare  erhält  man  durch  die  Flächen 
des  Büschels  der  Polarflächen  einer  beliebigen  Geraden,  die  der 
F2'  F3'  nicht  begegnet.  Wir  können  dazu  die  F  F^  selbst  wäh- 
len; unter  den  Polarflächen  der  Punkte   dieser  Geraden  befinden 


*)  Ein  Theil  hiervon  ist  der  Satz,  den  Herr  Salmon  in  seiner  Geo- 
metrie des  Raumes,   deutsch  Theil  II  Seite  412  giebt. 
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sich  K  lind  A'j,  die,  da  sie  ihre  Scheitel  in  V  und  V\  haben, 
der  Geraden  V  }\  nur  in  jedem  derselben,  also  je  in  2  zusanniien- 
fallenden  Punkten  begegnen.  V  und  T,  sind  mithin  die  Asymp- 
totenpunkte der  Involution  auf  V  l\.  Folglich  liegen  auf  der 
V e r b i n d u n g s g e r a d e n  z ^^  e i e r  r e c i p r o k e n  Pole  je  zwei 
Punkte,  welche  dieselbe  Polarebene  haben,  mit  den 
beiden  reciproken  Polen  harmonisch;  die  beiden  recipro- 
ken  Pole  sind  auch  auf  ihrer  Verbindungsgeraden  die  einzigen 
Punkte,  welche  je  mit  keinem  andern  Punkte  der  Geraden  die- 
selbe Polarebene  haben. 

Es  sei  T  eine  Doppeltangente  der  Kernfläche  und  v  und  ?', 
ihre  Berührungspunkte.  Da  also  nur  2  Punkte  derselben  v  und 
^1  auf  der  Kernfläche  liegen,  so  können  sich  unter  den  (|uadra- 
tischen  Polarflächen  ihrer  Punkte  nur  2  Kegel  befinden,  also  ihre 
Pülarcurve  niuss  in  eine  Gerade  T^  und  eine  cubische  Raum- 
curve  zerfallen.  Da  nun  die  Polarflächen  aller  Punkte  von  T 
durch  T^  gehen,  so  gehen  die  Polarebenen  aller  Punkte  von  J' 
durch  T,  also  T  ist  die  Polargerade  von  T^. 

Somit  ist  nun  klar,  dass  das  System  der  Polargeraden 
einer  eubischen  Fläche  mit  dem  der  Doppeltangenten 
ihrer  Kern  fläche  identisch  ist;  jede  Polargerade  ist  eine 
Doppeltangente  der  Kernfläche,  und  jede  Doppeltangente  der  Kern- 
fläche eine  Polargerade.  Auf  T^  liegen  offenbar  die  Scheitel  der 
beiden  Kegel ,  welche  Polarflächen  von  v  und  y,  sind  (und  sind 
zugleich  die  Schnittpunkte  der  Geraden  T^  und  der  eubischen 
Raumcurve),  mithin  die  reciproken  Pole  v   und  i\    von  y  und  v^^. 

Also  jede  Doppeltangente  der  Kern  fläche  ist  die 
Polargerade  für  die  Verhindungsgerade  der  recipro- 
ken Pole  ihrer  Berührungspunkte. 

Diese  Verbindungsgerade  v'v{,  trifl't  die  Kernfläche  noch  in 
2  Punkten  v.^  und  v.y  Dieselben  sind  zu  einander  reciprok;  an- 
genommen, sie  wären  es  nicht,  sondern  ?'./  und  v.^'  wären  zu  ihnen 
reciprok,  also  die  Scheitel  der  quadratischen  Polarflächen  k^  und 
Äj  von  Vo  und  v^ ;  ebenso  k'  und  A/  die  quadratischen  Polar- 
flächen von  v  und  v^,  deren  Scheitel  in  die  Berührungspunkte 
V  und  v^  von  T  fallen.  Es  sei  R^  die  Polarcurve  von  T^,  durch 
sie  gehen  die  4  Kegel  k' ,  A/,  k^,  Ag  mit  den  Scheiteln  v,  v^,  v^',  v-^, 
da  sie  quadratische  Polarfläclien  von  4  Punkten  v,  v{,  v^,  v,^   auf 
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T^  sind.  Die  Polarebenen  aller  Punkte  von  T'  gehen  nun  durch 
T,  d.  i,  vv^;  also  z.  B.  auch  die  Polarcbeneu  von  v.^  und  v^, 
d.  h.  die  in  Bezug  auf  die  Kegel  ^2  ""^  ^3»  diese  müssen  aber 
durch  die  Spitzen  dieser  Kegel,  v^  und  v^',  gehen.  Mithin  geht 
die  Polarebene  von  t.,  in  Bezug  auf  k.y  durch  Wi  v^  ,  die  von  v-^ 
in  Bezug  auf  A,  durch  vv^v-^.  Die  Punkte  vv^v.^  v.{  sind  die 
Scheitel  der  4  Kegel  des  Büschels,  dessen  Grundcurve  W^  ist, 
und  Ar,  und  Ä.,  sind  2  von  diesen  Kegeln;  also  niuss  die  Polar- 
ebene von  v.^  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels,  mithin 
auch  in  Bezug  auf  A-.j  durch  vi\  v_{,  ebenso  die  von  v^  in  Bezug 
auf  A-2  durch  vv^  v^  gehen.  Somit  ist  vv^  v^  die  Polarebene  so- 
wohl von  v^,  als  von  v.^  in  Bezug  auf  k\.  Im  Allgemeinen  hat 
zwar  jede  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  2.  Ordnung  nur 
einen  Pol,  in  Bezug  aber  auf  einen  Kegel  2.  Ordnung  unendlich 
viele,  welche  alle  auf  einer  durch  die  Spitze  des  Kegels  gehen- 
den Geraden,  der  Polare  der  Ebene,  liegen.  Mithin  müssen  v^ 
und  V3'  mit  v^  ,  der  Spitze  von  k.^,  in  gerader  Linie  liegen; 
ebenso  aber  auch  v-^  und  v.^  mit  i'g',  also  alle  4  Punkte  v.,  ^3  r,'  ^3' 
in  gerader  Linie,  d.  h.  vö  und  v^  auf  T^. 

Auf  T^  liegen  schon  4  Punkte  von  P^,  nämlich  v  v{  r.^  >\^; 
also  müssen  v,'  und  Vr^'  mit  zweien  von  diesen  zusammenfallen; 
da  sie  reciprok  sind  zu  v^  und  v^,  können  sie  nicht  mit  v  und 
^'/  zusammenfallen,  denn  diese  sind  reciprok  zu  v  und  t',,  also 
müssen  sie  mit  i^  ""^  ^'3  zusammenfallen,  und  da  kein  Punkt 
der  Kernfläche  mit  seinem  reciproken  zusammenfällt,  wird  v^' 
mit  Vo,  v^  mit  i>.^  identisch  sein.  Das  heisst:  i\  und  ^3  sind  reci- 
prok zu  einander. 

Also  ergiebt  sich  folgender  Satz: 

Die  reciproken  Pole  der  Berührungspunkte  einer 
Doppeltangente  der  Kernfläche  bilden  eine  Gerade, 
welche  der  Kernfläche  ausser  in  ihnen  noch  in  2  zu 
einander  reciproken  Polen  begegnet. 

Und  da  jede  Polargerade  einer  cubischen  Fläche  eine  Dop- 
peltangente an  deren  Kernfläche  ist,  so  verbindet  jede  Gerade, 
welche  eine  Polargerade  hat,  2  reciproke  Pole  der  Kernfläche. 

Wir  sehen  also  auch,  dass  das  System  derjenigen  Ge- 
raden, die  eine  Polargerade  haben,  und  das  System 
der  Verbindungsgei-aden  reciproke r  Pole  der  Kern- 
fläche identisch  ist. 


Die  Kernfläche  einer  ciibischen  Fläche.  139 

47.  Von  jedem  Punkte,  der  nicht  auf  der  Kernfläche  liegt 
und  dessen  Polarehene  auch  diese  nicht  herührt,  gehen  7  Ge- 
rade nach  den  7  andern  Punkten,  die  ebenfalls  diese  Polarebene 
haben,  und  diese  alle  sind  Gerade,  welche  Polargerade  haben,  *) 
also  Gerade,  welche  reciproke  Pole  verbinden;  mithin  gehen 
durch  jeden  Punkt,  der  nicht  auf  der  Kern  fläche  liegt 
und  dessen  Polarehene  diese  nicht  berührt,  7  Ver- 
bindungsgerade reciproker  Pole.  Ihre  Polargeraden  sind 
7  von  den  28  Doppeltangcnten  der  Curve  4.  Ordnung,  in  der  die 
Polarebene  des  Punktes  die  Kernlläche  schneidet.  Wir  haben 
schon  oben  erwähnt,  dass  alle  28  Doppeltangenten  die  Polar- 
geraden für  die  28  Verbindungsgeraden  je  zweier  der  8  Pole 
dieser  Ebene  sind. 

Es  berühre  dagegen  nun  eine  Ebene  E  die  Kernfläche  eiu- 
mal,  in  dem  Punkte  r;  der  reciproke  Pol  von  r,  r,  ist  offenbar 
einer  der  Pole  von  E,  und  zwar  sind  in  ihn  2  von  den  8  Polen 
zusammengefallen.  Denn  x  ist  (No.  44]  ein  Doppelpunkt  der 
Polarcurve  jeder  beliebigen  durch  r  gehenden  Geraden  der  Ebene  E. 
Lassen  wir  diese  Polarcurve  noch  durch  die  quadratische  Polar- 
fläche eines  beliebigen  ausserhalb  der  Geraden  liegenden  Punktes 
der  Ebene  E  schneiden,  so  erhalten  wir  die  Pole  von  E.  Jede 
dieser  Polarflächen  geht  aber  durch  x,  da  ja  x'  gewiss  Pol  von 
E  ist,  trifft  jedoch,  da  x  Doppelpimkt  der  Polarcurve  ist,  diese 
dort  in  einem  Punkt,  der  deshalb  doppelt  zu  rechnen  ist,  also 
ausserdem  noch  in  6  Punkten,  welche  wir  mit  p  bezeichnen  wol- 
len. E  hat  folglich  nin-  7  Pole,  nämlich  x'  und  die  6  Punkte  p, 
und  durch  x  sowohl  als  auch  jeden  der  6  Punkte  p  gehen  nur 
6  Gerade,  welche  Polargerade  haben,  oder  6  Verbindungsgerade 
reciproker  Pole.     iMithin: 

Durch  jeden  Punkt  x  der  Kernfläche,  sowie  auch 
durch  jeden  Punkte  ausserhalb  der  Kern  fläche,  des- 
sen Polarebene  die  Kern  fläche  berührt  oder  dessen 
einer  Mitpol  r'  (und  er  hat  dann  nur  6  Milpoie)  auf  der 
Kernfläche   liegt,   gehen    6    Verbindungsgerade    reci- 


*)  Es  wäre  wohl  wünschenswerth,  für  diese  Geraden  eine  kürzere 
womöglich  aus  ihrer  Eigenschaft  hervorgehende  Benennung  zu  finden; 
vielleicht  könnte  man  sie  auch  nach  Herrn  Salmon  benennen ,  der  sie 
zuerst  in  ihrer  Allgemeinheit  erkannt  hat. 
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proker  Pole.  Für  einen  Punkt,  der  einen  Mitpol  auf  der  Kern- 
lläche  hat,  sind  zwei  von  den  im  allgemeinen  Falle  möglichen 
7  Geraden  in  die  Verbindungsgerade  des  Punktes  mit  diesem  Mit- 
pole zusammengefallen;  für  einen  Punkt  hingegen  der  Kernüäche 
seihst  ist  keine  der  6  als  aus  2  zusammengefallenen  entstanden 
zu  helrachlen. 

Die  Polargeraden  der  (3  Geraden,  die  den  Punkt  x  mit  den 
Punkten  p  verhinden,  sind  offenbar  die  Doppeltangenten  der  Kern- 
lläche,  die  das  eine  Mal  in  x  berühren.  Da  E  Berührungsebene 
der  Kernfläche  ist,  so  schneidet  sie  aus  derselben  eine  Curve 
4.  Ordnung  aus,  welche  in  x  einen  Doppelpunkt  hat.  Von  die- 
sem Doppelpunkte  gehen  bekanntlich  6  Tangenten  an  die  Curve, 
die  sie  in  andern  Punkten  berühren,  und  das  sind  ofl'enbar  die  6 
oben  genannten  Doppeltangenten  der  Kernfläche,  die  einmal  in  x 
berühren,  also  die  Polargeraden  der  6  Geraden,  die  x  mit  den 
Punkten  p  verbinden.  Eine  Curve  4.  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkt hat  gemäss  den  Plückerschen  Formeln  16  Doppeltangenten. 
15  von  denselben  sind  ersichtlich  die  Polargeraden  der  15  Ge- 
raden, welche  die  6  Punkte  p  zu  je  zweien  verbinden. 

Durch  x  gehen  6  Verbindungsgeraden  reciproker  Pole ,  das 
sind  aber  solche,  auf  denen  x  keiner  dieser  reciproken  Pole  ist. 
Es  geht  noch  eine  siebente  derartige  Gerade  durch  ihn,  nämlich 
die,  welche  ihn  mit  seinem  reciproken  Pole  x  verbindet,  und  die 
Polargerade  dieser  Geraden  ist  die  sechzehnte  Doppeltangente, 
die  wir  oben  noch  ausgelassen  haben.  Es  ist  auch  die  Gerade, 
in  der  E  durch  die  Polarebene  von  x  oder  die  Berührungsebene 
in  x    geschnitten  wird. 

Es  berühre  E  in  2  (resp.  3)  Punkten  r,  Tj  (t,  Tj,  x^  die 
Kernfläche,  ihre  reciproken  Pole  seien  x ,  x\  (resp.  x ,  x(,  x^\. 
Jeder  dieser  Punkte  x  repräsentirt  2  von  den  Polen  der  Ebene  E, 
so  dass  sich  die  Anzahl  der  Punkte  p  auf  4  (resp.  2)  reducirt. 
Durch  jeden  der  Punkte  x'  gehen  4  (resp.  2)  Gerade,  welche 
reciproke  Pole  verbinden,  ohne  dass  x  einer  dieser  Pole  ist, 
ebenso  durch  jeden  Punkt  p  5  (resp.  4)  Verbindungsgerade  reci- 
proker Pole,  von  denen  2  (resp.  3)  als  durch  das  Zusammenfallen 
zweier  solchen  Geraden  entstanden  zu  denken  sind.  Die  Ebene 
E  schneidet  die  Kernfläche  in  einer  Curve  4.  Ordnung  mit  2 
Doppelpunkten  r,  r,  (resp.  mit  3  Doppelpunkten  x,  Tj  ,  To).  Von 
jedem  dieser  Doppelpunkte   lassen  sich  4  (resp.  2]  Tangenten  an 
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die  Ciir\  e  zielieu ,  welclie  sie  in  einem  vom  Doppelpunkte  ver- 
schiedenen Punkte  berühren.  Diese  2.4  =  8  (resp.  3  .  2  :^  6) 
Tangenten  sind  die  Polargeraden  für  die  2.4  =  8  (resp.  3.2=6) 
Geraden,  welche  die  Punkte  t'  mit  den  Punkten  p  verbinden. 
Eine  Curve  4.  Ordnung  mit  2  (resp.  3)  Doppelpunkten  hat  8 
(resp.  4)  Doppeita ngcnten.  6  von  den  8  (resp.  1  von  den  4) 
sind  die  Polargeraden  der  6  (resp.  1)  Geraden,  welche  die  4 
(resp.  2)  Punkte  p  zu  je  zweien  verbinden.  Die  2  übrigen  (resp.  3) 
sind  die  Polargeraden  der  Geraden  tt',  t^t/  (resp.  noch  t.^To'), 
welche  ja  auch  Verbindungsgerade  reciproker  Pole  sind,  und 
sind  auch  die  Geraden,  in  denen  E  durch  die  Berührungsebenen 
der  Kernfläche  in  x,  t/  (resp.  noch  t^')  geschnitten  wird.  Die 
eine  (resp.  3)  Verbindungsgerade  der  Punkte  x  ist  auch  eine 
Gerade,  welche  eine  Polargerade  hat,  und  verbindet  deshalb  auch 
reciproke  Pole,  die  noch  übrigen  Punkte,  in  denen  sie  die  Ivern- 
fläche  trilft,  z.  B.  Tg,  t^  bei  x  x{.  Ihre  Polargeride  ist  die  Ver- 
bindungsgerade der  beiden  entsprechenden  Punkte  t,  der  Doppel- 
punkte der  Curve  4.  Ordnung,  welche  Gerade  ollenbar  eine 
Doppeltangente  der  Kernfläche  ist'. 

Noch  können  wir  hier  bemerken,  dass,  da  x  und  t,'  die- 
selbe Polarebene  E  haben,  sie  zu  x.^  und  t^,  den  reciproken  Po- 
len, die  auf  ihrer  Verbindungsgeraden  sich  befinden,  harmonisch 
liegen.     Also: 

Wenn  eine  Ebene  die  Kern  fläche  mehrfach  be- 
rührt, dann  liegen  eben  so  viele  von  ihren  Polen  auf 
der  Kern  fläche,  die  reciproken  Pole  ihrer  Berührungs- 
punkte. D i e  V e r b i n d u n g s g e r a d e  je  zweier  dieser  Pole 
schneidet  die  Kernfläche  in  2  zu  einander  recipro- 
ken Polen,  welche  zu  den  beiden  Polen  harmonisch 
liegen;  so  dass  wir  so  Gerade  erhalten,  die  der  Kern- 
fläche in  4  harmonischen  Punkten   begegnen. 

48.  Eine  beliebige  Ebene  E  schneidet  die  Kernfläche  in 
einer  Curve  4.  Ordnung  K^ ,  die  Polarebenen  der  Punkte  dieser 
Curve  berühren  die  Kernfläche  in  den  reciproken  Polen.  Sie 
berühren  aber  auch  die  cubische  Polarfläche  der  Ebene  E  und 
zwar  ebenfalls  in  den  reciproken  Polen.  Denn  es  sei  V'  der 
reciproke  Pol  eines  Punktes  V  der  Curve  Ä'^;  der  Kegel,  welcher 
quadratische  Polarfläche  von  V  ist,  hat  seine  Spitze  in  V  und 
wird  also  durch  ^  in  2  Geraden  l^   und  I^   geschnitten,   welche 
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einander  in  V  begegnen.  Die  Polarebenen  aller  Punkte  von  /, 
und  Zj  enthalten  den  Punkt  F',  da  /j  und  I2  auf  der  quadra- 
tischen Polarfläche  von  V'  liegt.  Mithin  ist  V'  der  gemein- 
schaftliche Scheitel  der  beiden  Polarkegel  von  /,  und  /.,,  demnach 
der  Berührungspunkt  der  cubischen  Polarfläche  der  Ebene  E  und 
der  Polarebene  des  Punktes  V,  in  dem  /j  und  I2  einander  treflen 
(No.  39).  Also  berührt  in  der  That  die  Polarebene  eines  Punk- 
tes der  Curve  A'^  nicht  blos  die  Kernfläche,  sondern  auch  die 
cubische  Polarfläche  der  Ebene  in  dem  reciproken  Pole  des 
Punktes. 

Folglich  berühren  die  Kernfläche  und  die  cubische  Polarfläche 
einer  Ebene  E  einander  längs  der  Curve,  welche  von  den  reci- 
proken Polen  der  Punkte  derjenigen  Curve  gebildet  wird,  in 
welcher  die  Ebene  E  die  Kernfläche  durchschneidet. 

Betrachten  wir  nun  irgend  einen  Punkt  V  der  Schnittcurve 
beider  Flächen.  Da  er  Punkt  der  Kernfläche  ist,  so  muss  der 
Scheitel  des  Kegels,  der  seine  quadratische  Polarfläche  ist,  eben- 
falls auf  der  Kernflächc  liegen.  Da  aber  V  auch  ein  Punkt  der 
cubischen  Polarfläche  der  Ebene  E  ist,  so  muss  seine  quadratische 
Polarfläche  durch  die  Ebene  E  in  einem  Geradenpaare  geschnit- 
ten werden.  Also  muss  der  Scheitel  des  Kegels,  welcher  die 
quadratische  Polarfläche  von  V'  ist,  auch  auf  E,  mithin  auf  K^ 
liegen.  Folglich  ist  jeder  Punkt  der  Schnittcurve  der  beiden 
Flächen  reciproker  Pol  eines  Punktes  der  Curve  E^,  liegt  also 
auf  der  Berührungscurve  der  beiden  Flächen,  d.  h.  die  beiden 
Flächen  haben  nur  die  Berührungscurve  mit  einander  gemein. 
Die  Schnittcurve  einer  Fläche  3.  und  einer  Fläche  4.  Ordnung 
ist  12.  Ordnung;  berühren  sich  aber  die  Flächen  in  allen  Punk- 
ten, welche  sie  gemein  haben,  und  zwar  einfach,  wie  dies  hier 
offenbar  der  Fall  ist,  so  zerlegt  sich  diese  Raumcurve  12.  Ord- 
nung in  2  dicht  nebeneinander  herlaufende  Raumcurven  6.  Ord- 
nung, welche  für  den  Anblick  in  eine  einzige  zusammenfliessen. 
Da  nun  die  Ebene  E  ganz  allgemein  ist,  haben  wir  folgen- 
den Satz: 

Die  Kern  fläche  und  die  cubische  Polar  fläche  jeder 
beliebigen  Ebene  E  berühren  sich,  längs  einer  Raum- 
curve G.  Ordnung  L*^,  welche  zugleich  der  Ort  der 
reciproken  Pole  der  Punkte  der  Curve  It'^  ist,  in  der 
diese  Ebene  die  Kernfläche  schneidet.    Man  könnte  diese 
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Curve  L^  die  reciproke  Ciirve  der  Ebene  E  oder  aucli 
der  ebenen  Curve  K^  nennen. 

Dass  übrigens  die  reciproken  Pole  der  Punkte  der  Curve  K^ 
eine  Raunicurve  6.  Ordnung  bilden,  ist  auch  aus  einem  früheren 
Resultate  einzusehen.  Diese  reciproken  Pole  sind  offenbar  die 
Spitzen  der  Kegel,  die  sich  in  dem  Bündel  der  quadratischen 
Polarflächen  der  Punkte  der  Ebene  E  befinden,  und  diese  liegen, 
wie  früher  (No.  16)  gezeigt  worden  ist,  auf  einer  Raunicurve 
6.  Ordnung. 

Aus  dem  eben  gefundenen  Resultate  geht  auch  hervor: 

Diejenigen  Punkte,  welche  ihre  reciproken  Pole 
auf  einer  gewissen  Ebene  haben  oder,  was  dasselbe 
ist,  de  reu  quadratische  Polar  flächen  Kegel  sind,  w  eiche 
ihre  Scheitel  auf  dieser  Ebene  haben,  bilden  eine  auf 
der  Kernfläche  liegende  Raunicurve  6.  Ordnung,  speciell 
also  auch  diejenigen  Punkte,  deren  quadritische  Po- 
larflächen Cylinder  sind  (Kegel,  deren  Spitzen  in  der  un- 
endlich entfernten  Ebene  liegen).  Ferner  giebt  es  also  auch 
unter  den  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte  einer 
Ebene  G  Cylinder,  überhaupt  je  G  Kegel,  welche  ihre 
Spitzen   in  derselben  Ebene  haben. 

Es  fand  sich  (No.  40),  dass  die  quadratische  Polariläche  jedes 
der  4  Knotenpunkte  der  cubischen  Polarfläche  einer  Ebene  E 
ein  Kegel  ist  (welcher  von  der  Ebene  berührt  wird).  Also  liegen  diese 
Knotenpunkte  auf  der  Kernfläche.  Daraus  folgt,  dass  die  4  Kno- 
tenpunkte der  cubischen  Polarfläche  jeder  Ebene  auf 
der  Berührungscurve  Z'''  derselben  mit  der  Kernfläche 
liegen,    auf  der  reciproken  Curve  der  Ebene  E. 

Die  gemeinschaftlichen  B  e  r  ü  h  r  u  n  g  s  e  b  e  n  e  n  der 
Kernfläche  und  der  cubischen  Polarfläche  einer  Ebene 
^  (längs  der  Curve  Z^)  hüllen  eine  abwickelbare  Fläche 
^  ein.  Diese  Ebenen  sind  ja  die  Polarebenen  der  Punkte  der 
Curve  K^.  Folglich  gehen  so  viele  durch  einen  beliebigen  Punkt, 
als  Punkte  sind,  in  denen  die  quadratische  Polarfläche  dieses 
Punktes  der  Curve  K^  begegnet,  d.  i.  8,  also  ist  die  abwickel- 
bare Fläche  f?  von  der  8.  Klasse.  Aehnlich  wie  bei  der 
früher  betrachteten  Fläche  (2>,  findet  sich,  dass  'F  von  der  so- 
vielten  Ordnung  ist,  als  Kegelschnitte  des  Büschels,  welches  die 
Ebene  aus  dem  Büschel  der  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte 
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einer  beliebigen  Geraden  aussclnieidet ,  die  Curve  K^  berühren, 
und  dass  die  Hückkelircurve  von  'F  von  der  soviellen  Ordnung 
ist,  als  Kegelschnitte  des  Netzes,  in  dem  das  Bündel  der  quadra- 
tischen Polarfläclien  der  Punkte  einer  beliebigen  Ebene  durch  E 
geschnitten  wird,  die  (liu've  K^  osculiren.  Nehmen  wir,  ohne  auf 
die  Specialfälle  einzugehen,  A'^  nur  als  allgemeine  Curve  4.  Ord- 
nung ohne  Doppel-  und  Rückkehr[)unkte,  so  findet  das  erstere  durch 
20,  das  letztere  durch  30  Kegelschnitte  statt.*)  Also  ist  '^'  von 
der  20.  Ordnu  ng,  ihre  Rück  k  ehr  curve  von  der  36.  Ord- 
nung. 

Es  sei  T  eine  beliebige  Ebene;  sie  schneidet  aus  der  Kern- 
fläche eine  Curve  4.  Ordnung  C*  aus,  aus  der  cubischen  Polar- 
Häche  aber  der  Ebene  E  eine  cubische  Curve  /?•';  das  ist  offen- 
bar der  Ort  derjenigen  Punkte  auf  T,  deren  quadratische  Polar- 
flächen  durch  E  in  einem  Geradenpaare  geschnitten  werden  (oder 
E  berühren),  gemäss  der  dritten  Definition  der  cubischen  Polar- 
fläche einer  Ebene  (No.  39).  Der  Ort  der  Schnittpunkte  dieser 
Geradenpaare  (auf  ^  ist  eine  cubische  Curve  T'^  (No.  38).  Die 
beiden  Curven  '6'^  und  p^  berühren  sich  in  6  Punkten,  da  sie 
resp.  auf  der  Kernfläche  und  der  cubischen  Polarfläche  der  Ebene 
E  liegen,  welche  ja  einander,  wie  wir  oben  gefunden,  längs  der 
Raumcurve  Z"  berühren.  Die  6  Punkte  sind  die  Schnittpunkte 
von  L^  mit  T;  olTenbar  die  6  Punkte  von  7,  welche  ihre  reci- 
jiroken  Pole  auf  E  haben.  Diese  reciproken  Pole  müssen  auf  K'^ 
liegen,  da  jene  auf  V'  sich  befinden,  und  auf  T^,  da  jene  auf  p'-^ 
liegen,  denn  die  quadratische  Polarfläche  jedes  Punktes  von  p^ 
muss  durch  E  in  einem  Geradenpaare  geschnitten  werden,  des- 
sen Schnittpunkt  auf  T^  liegt',  also  der  Kegel,  der  die  quadra- 
tische Polarfläche  eines  der  6  Berührungspunkte  von  C^  und  7/ 
ist,  wird  durch  E  in  einem  Geradenpaare  geschnitten,  dessen 
Schnittpunkt  auf  T^  liegt,  d.  h.  er  muss  seinen  Scheitel  auf  T'^ 
haben;  dieser  Scheitel  ist  aber  der  reciproke  Pol  zu  dem  be- 
treffenden Berührung-spunkte.  Diese  6  reciproken  Pole  sind  also 
6  von  den  12  Schnittpunkten  der  Curven  K^  und  Tl  Betrach- 
ten wir  einen  von  den  6  übrigen  Schnittpunkten,  er  heisse  k. 
Weil  er  auf  K^  liegt,  so  ist  er  der  Scheitel  eines  Kegels,  welcher 
die  quadratische  Polarfläche  eines  Punktes  k'  auf  Z*'  ist.     Ferner 


*)  Introduzione  No.  87  und  103. 
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weil  k  aucli  auf  F'^  Hegt,  muss  ihm  auf  p*'  ein  Punkt  f  ent- 
ppreclien,  dessen  (juadratisclie  Poiarfläclie  durch  E  in  einem  G«- 
radenpaare  geschnitten  wird,  <lessen  Schnittpunkt  k  ist.  Aher 
dies  Geradenpaar  muss  nicht  nothwendigerweise  .mit  dem  iden- 
tisch sein,  in  welchem  der  ohige  Kegel  durch  die  Ebene  E,  auf 
welcher  sein  Scheitel  liegt,  geschnitten  wird.  Das  gilt  eben  nur 
für  diejenigen  6  Schnittpunkte  von  K^  und  r\  welche  die  reci- 
proken  Pole  zu  den  6  Berührungspunkten  von  C^  und  p^  sind. 
Vielmehr  haben  wir  ja  in  den  G  Punkten  x  (Nr.  38)  oder  in  den 
damit  identischen  Punkten  [q^^\  q^^)  (Nr.  40)  Punkte  kennen  gelernt, 
in  denen  die  Schnittpunkte  unendlich  vieler  Geradenpaare  sich  be- 
finden, in  Melclien  die  Ebene  quadratische  Polarflächen  schneidet. 
Und  zwar  waren  diese  Polarllächen  die  der  Punkte  der  Geraden 
(),/{),/'.  Also  wird  auch  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  t 
und  k'  eine  dieser  Geraden  sein.  Wir  haben  das  Resultat  ge- 
bunden: 

Die  12  Schnittpunkte  der  Curven  K^  und  T^  sind  erstens 
die  6  Punkte  der  Ebene  E,  deren  reciproke  Pole  auf  T  liegen, 
derjenigen  Ebene,  in  der  die  Punkte  liegen,  deren  quadratische 
Polarfläcben  von  E  in  Punkten  von  T"^  berührt  werden,  nnd 
zweitens  die  G  Punkte  (y^',  q^^'')  der  Ebene  E. 

Die  Curve  L^\  welche  die  reeiproken  Pole  der  Punkte  von 
K^  enthält,  begegnet  der  Ebene  E  in  6  Punkten,  die  ersichtlich 
auf  K^  liegen;  sie  seien  a^^,  j3„,  y\^,  a^',  /S,/,  y^^'.  Jeder  von  ihnen 
muss,  weil  er  auf  L^  Hegt,  seinen  reeiproken  Pol  auf  K^,  und 
weil  er  auf  A'^  Hegt,  seinen  reeiproken  l'ol  auf  L^'  haben,  d.  b. 
jeder  von  den  G  Punkten  muss  unter  den  5  übrigen  seinen  reei- 
proken Pol  haben.  Es  seien  also  «(,  und  «(,',  ß^^  und  ß^' ,  y^  und  y^' 
reciproke  Pole.  In  jeder  Ebene  giebl  es  somit  3  Paare 
reciproker  Pole.  Die  Verbindungsgeraden  reciproker  Pole 
sind  solche  Geraden,  welche  Polargerade  besitzen;  also  sind  die 
3  Geraden  «y  «o',  ßoßi),  ^'o  ^o'  ""*■  ^l*^"  Geraden  A,B,  C  iden- 
tisch. Die  reeiproken  Pole  sind  aber  die  Asymptotenpunkte  der 
Involutionssysteme  ihrer  Verbindungsgeraden,  also  fallen  die 
6  Punkte  mit  den  G  Punkten  [q^',  gf/'j  zusammen.  Wir  schliessen 
daraus,  dass  die  3  Paare  reciproker  Pole  der  Ebene  E, 
ihre  Schnittpunkte  mit  ihrer  reeiproken  Curve  L^,  die 
3  P  a  a  r  e  G  e  g  e  n  e  c  k  e  n  d  e  s  V  i  e  r  s  e  i  t  s  d  e  r  G  e  r  a  d  e  n  ^^  s  i  n  d, 
so  dass  also  auch  viermal  je  3  dieser  6  Punkte,  von  denen  keine 
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2  rcciprok  sind,  auf  einer  Geraden  liegen.  Umgekcln-l  wissen 
wir  nun  auch,  dass  die  Gegenecken  dieses  Vierseits  der  Geraden 
</(,  reciproke  Pole  sind,  also  auch,  dass  die  Punkte  [q^^',  (?,/')  aiil 
der  Kernfläche  liegen.  Doch  das  kann  man  auch  schon  daraus 
entnehmen,  dass  die  Polarcurve  der  zugehörigen  Geraden  (),/  9,/ 
in  dem  Punkte  {q^|,  q^^'')  einen  Doppelpunkt  hat,  so  dass  in  dem- 
selhen  also  auch  der  Scheitel  eines  durch  diese  Polarcurve  ge- 
legten Kegels  sich  hefindet,  welcher  bekanntlich  die  Bedeutung 
von  2  zusammengefallenen  Kegeln  hat.  Der  Pol  dieses  Kegeln 
liegt  demnach  auf  (j^|  Q^^',  und  da  in  den  Kegel  2  zusammen- 
gefallen sind,  so  berührt  in  ihm  die  Gerade  0^'  {),/'  die  Kern- 
fläche, und  weil  Co' )Qo''  ganz  auf  der  cubischen  Polarlläche  der 
Ebene  fliegt,  auch  die  Curve  X*",  die  sie  ausserdem  in  Q^^  und 
Q^  schneidet.  Der  Pol  des  Kegels  aber,  dessen  Scheitel  in  den 
Punkt  ((;'(,',  <7,/')  fällt,  ist  der  reciproke  Pol  von  (y,/,  y,/'),  und  <las 
ist  die  Gegenecke  von  {q^},  q^^'')  im  Vierseit  der  Geraden  q^^.  Also 
eine  Gerade  Qj  Qt^'^  trifft  die  Ebene  E  in  der  Gegen- 
ecke  ihres  entsprechenden  Punktes  (qo',  qi/^')  ini  Vier- 
seile  der  G  e  r  a  d  e  n  (/„  u  n  d  berührt  dort  d  i  e  K  e  r  n  f  1  ä  c  h  e. 
Da  diese  Gegenecke  [q^/,  y,,'")  zu  {q^f',  q,/')  reciprok  ist,  so  berührt 
auch  in  («/,/,  yy"')  die  Polarebene  von  {q^,\  qj')  die  Kernfläche,  so 
dass  sich  wieder  zeigt,  dass  durch  {q^^',  y^,"')•,  ebenso  durch  jeden 
andern  Purdit  (*/(,,  q^^)  die  Gurve  Z''  geht.  Die  Polargerade  der 
Verbindungsgeraden  der  Punkte  {q^^',  /^,/)  und  (^q',  q^^'"),  also  einer 
der  Geraden  A,  B,  C,  ist  die  Schnittgerade  der  Tangentenebenen 
an  die  Kernfläche  in  f^y,/',  q^/')  und  (y,/,  y,/"),  d,  i.  der  Polarebc- 
neii  von  {q^/,  q^^"')  und  (5^,/',  qf^^),  also  derjenigen  Ebenen,  die  die 
cubische  Polarfläche  der  Ebene  E  längs  der  Geraden  ^o^  Qt"' 
und  O,/  0^^  berühren,  und  in  beiden  Ebenen  liegt  auch  be- 
kanntlich je  eine  der  Geraden  A',  B',  C',  welche  die  Polargera- 
den resp.  von  A,  B,  C  sind,  denn  jede  dieser  Geraden  schneidet 
2  Gegenkanten  des  Knotenpunktstetraeders  und  bildet  mit  jeder 
derselben  die  längs  der  Kante  die  cubische  Polarfläche  berührende 
Ebene.  Die  Geraden  A',  B' ,  C'  berühren  demnach  die  Kern- 
fläche doppelt  (also  da  sie  auf  der  cubischen  Polarfläche  von  E 
liegen,  auch  die  Gurve  Z**)  und  zwar  in  den  reciproken  Polen 
der  beiden  Punkte,  in  denen  die  entsprechende  Gerade  A,  B 
oder  C  die  Kernfläche  ausser  in  ihren  beiden  Pimkten  [q^■^,  q^) 
trifl't. 
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Auf  jeder  Geraden  q^y'  li  a  b  e  ii  wir  schon  3  Kegel- 
spitzen,  also  3  Punkte  der  Kernfläche,  nämlich  ihre 
3  Schnittpunkte  {q^.  q^y),  also  (^o',  ?o^)'  (<?ü'.  ^üO»  {%'^  9o")- 
Ihre  reciproken  Pole  sind  die  3  übrigen  Punkte  {q^^,  ^,)),  also 
•■esp.  (^oWo'").  ((/o''>/ü"')  ""J  {%'''flA  Der  vierte  Punkt 
der  Kernfläche  auf  (/,/'  ist  oflenbar  der  Scheitel  des  Kegels, 
der  die  Ebene  E  längs  q^^  benihrt,  also  der  Scheitel  qy'  der 
quadratischen  Polarfläche  (oder  der  reciproke  Pol) 
des  der  Geraden  (^(/entsprechenden  Knotenpunktes^jQ^'. 

49.  Da  die  quadratischen  PolarOächen  der  Punkte  der  Kern- 
fläche Kegel  sind,  so  ist  klar,  dass  die  Sclinittcurve  12.  Ord- 
nung 7?'-  der  cubischen  Fläche  F"^  und  ihrer  Kern- 
fläche d  i  e  P  u  n  k  t  e  der  p  a  r  a  b  o  1  i  s  c  h  e  n  B  e  r  ü  h  r  u  n  g  g  i  e  1»  t, 
also  die  Punkte,  in  denen  die  Krümmung  Null  ist,  in 
denen  nur  eine  Wendetangente  die  cubischc  Fläche 
osculirt  (oder  genauer  2  zusamniengcfalleno)  und  deren  Be- 
rührungsebene die  cu bische  Fläche  in  einer  cubi- 
schen Cur  ve  schneidet,  die  im  Berührungspunk te  einen 
Rückkehrpunkt  hat,  dessen  Rückkehrtangente  jene 
eine  Wendetangente  der  cubischen  Fläche  ist  (Nr.  31). 
Die  Gurve  i?i-,  „die  parabolische  oder  Wendecurve  der 
cubischen  Fläche",  scheidet  auch  die  Punkte  positi- 
ver Krümmung  von  denen  negativer  Krümmung.  Fer- 
ner die  21  Geraden  der  cubischen  Fläche  berühren  in 
ihren  Asymptotenpunkten  die  Kernfläche,  also  auch  die 
parabolische  Curve  in  denselben.  Die  eine  Wendetan- 
gente eines  Punktes  W  der  parabolischen  Curve  (kurz- 
weg ,, parabolischen  Punktes")  oder  die  Rückkehrtangente 
der  Schnittcurve  seiner  Berührungsebene  ist  offenbar 
d i e  K a n t e ,  1  ä n g s  d c r e n  d e r  K e g e  1 ,  welcher  die  quadra- 
tische Polarfläche  von  W  ist,  durch  die  Polarebene 
von  W  (die  Berührungsebene  der  cubischen  Fläche  in 
W)  berührt  wird.  Es  sei  JF' der  reciproke  Pol  von  W.  Die 
(|uadratische  Polarfläche  von  W  geht  durch  W,  weil  dieser  Punkt 
auf  F'^  liegt,  hat  ihren  Scheitel  in  W,  also  ist  fF^' eine  Kante 
derselben.  Die  Polarebene  von  W  ist  die  Berübrungsebene  von 
F"^  in  W,  geht  also  durch  W,  sie  berührt  aber  die  Kernfläche 
im  reciproken  Pole  W',  also  enthält  sie  auch  die  Gerade  W  W'. 
Mithin   ist   diese  Gerade  die  Kante  der  quadratischen  Polarfläche 
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des  Punktes  W,  längs  deren  dieselbe  von  dessen  Polarehene  be^ 
riünl  wird,  also  die  einzige  Wendetangenie  der  cnbistlien  Fläelie 
in  W  und  zugieicb  die  Rückkejirtangente  der  Scbnittcurve  dei- 
Berührungsebene  in  W.  Da  die  Polarebene  von  Tf  die  Kern- 
Ijäcbe  in  JV'  beriihrt  und  die  Gerade  fFTF' enthält,  so  ]»erijhrt 
diese  „Rück  kehrwende  lange  nte"  des  Punktes  JFauch 
die  Kci-n  fläche  in  dessen  recij)rokein  Pole   W. 

In  jedem  Asymplolenpunkte  einer  Geraden  der  cuhischen 
Fläche  wird  diese  Gerade  selbst  die  Riickkehrwendetangenle,  weil 
der  reciproke  Pol  des  Asymplolenjiiniktes  der  andere  Asymptolen- 
])unkt  derselben  Geraden  ist.  Folglich  wird  jede  der  27  Ge- 
raden der  cuhischen  Fläche  zweimal  eine  solche  Riick- 
kehrwendetangenle, mithin  eine  Doppelgera  de  d(!r  von 
denselben  gebildeten  Fläche  /.  Zwei  aufeinanderfolgende 
Generatricen  dieser  Fläche  schneiden  einander.  Denn  es  sei  fV^  dei- 
iniendlich  nahe  Punkt  auf  i?'-  neben  JF  und  W^'  sein  reciproker 
Pol,  der  ollenbar  unendlich  nahe  neben  W  liegt.  W^  W{  ist 
die  nächstfolgende  Generatrix  von  /  neben  W  W'.  W^  liegt 
noch  auf  der  Reriihrungsebene  der  cuhischen  Fläche  in  W, 
ebenso  W^  noch  auf  der  der  Kernfläche  in  W'.  Beide  Ebenen 
sind  aber  identisch,  nämlich  die  Polarebene  von  W,  also  liegt 
W^  und  W^'  in  derselben,  d.  h.  die  Gerade  W^  W^' ,  aber  in 
ihr  liegt  schon  die  Gerade  W  W,  folglich  schneiden  beide  ein- 
ander. Mithin  ist  t  eine  abwickelbare  Fläche.  Aus  den 
eben  gemachten  Auseinandersetzungen  geht  hervor,  dass  die 
Ebenen,  durch  2  aufeinander  folgende  Generatricen  der  Fläche 
gelegt,  also  die  Berührungsebeuen  der  Fläche  /  die  Tan- 
gentialebenen der  cuhischen  Fläche  längs  der  para- 
bolischen Curve  sind.  Deren  gehen  durch  einen  Punkt  so 
viel ,  als  der  parabolischen  Curve  und  der  Berührungscurve  des 
von  dem  Punkte  an  die  cubische  Fläche  gelegten  Tangentialkegels 
gemeinsame  Punkte  sind.  Das  sind  aber  die  gemeinsamen  Punkte 
der  cuhischen  Fläche,  der  Kernfläche  und  der  quadratischen  Polar- 
iläche  des  Punktes,  und  deren  sind  3.4.2  =  24.  Also  ist  die 
Klasse  der  ,,Rückkehrwendelangentenfläche"  24. 

Da  WW'  Verhindungsgerade  reciproker  Pole  ist,  so  gehen 
die  Polarebenen  aller  ihrer  Punkte  durch  dieselbe  Gerade,  und 
auf  W  W'  ist  eine  Involution  von  Paaren  von  Punkten,  welche 
je  dieselbe  Polarebene  haben.     Die  Asymptotenpunkte  dieser  In- 
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volulioü  sind  die  beiden  reciproken  Pole  TV  und  fF'.  Also  W 
und  sein  nächster  Xaclibar  auf  WW',  dei"  auch  noch  aul"  der 
tubischen  Fläche  liegt,  haben  (Ueseihe  Poiarebene,  folglieh,  da 
sie  eben  Punkte  der  cubischen  Fläche  sind,  dieselbe  Beriihrungs- 
ebene;  mithin  bleibt  in  2  aufeinander  folgenden  Punkten  der 
Fläche  in  der  Richtung  W  W'  die  Tangentialebene  dieselbe. 
Die  Tangen ten ebene  der  cubischen  Fläche  in  einem 
p a r a  b 0 1 i s c  h  e n  P u n k  t e  ist  in  d  e r  R i c h  t u  n g  n a c h  dessen 
reciprokem  Pole  stationär. 

Ebenso  haben  W  und  sein  nächster  Nachbar  auf  Jf  IV  die- 
selbe Polarebene.  Aber  W  IV'  berührt  die  Kernilächc  in  W, 
also  liegt  der  nächste  Nachbar  von  U"  auf  fV  JV'  auch  noch  auf 
der  Kernlläche.  Folglich,  da  die  Polarebenen  von  ^r"  uinl  seinem 
Nachbar  auf  JV  JV'  identisch  sind,  so  werden  die  RcriUnungs- 
ebenen  an  die  Kernfläche  in  den  beiden  reciproken  Polen,  dem 
Punkte  JJ'  und  einem  ihm  unendlich  nahen  Punkte,  dieselben 
sein.  Also  die  Tangentialebene  an  die  Kernfläclie  in  JV  ist  in 
einer  gewissen  Richtung  stationär,  nämlich  in  der  Richtung  von 
JV  zu  dem  reciproken  Pole  des  dem  Punkte  JV'  auf  JJ^  JV'  un- 
endlich nahen  Punktes.  Man  kann  auch  sagen:  die  Ebene  be- 
rührt zweimal,  aber  in  2  Punkten,  die  einander  unendlich  nahe 
liegen,  also  sie  schneidet  die  Kernlläche  in  einer  (lurve,  <lie  in 
JV  einen  Rückkehrpunkt  hat.  Rückkehrtangente  ist  die  mehr- 
fach erwähnte  Richtung. 

Die  Polargerade  der  Geraden  JV  JV'  muss  nun  olfenbar  auf 
der  Berührungsebene  der  cubischen  Fläche  in  Jr  liegen,  da  dies 
die  l'olarebene  des  Punktes  JV  ist.  Ferner  gehen  die  Polarebe- 
nen aller  Punkte  von  JV  JV'  durch  JV,  da  JV  JV'  die  cubische 
Fläche  in  JV  osculirt  (Nr.  32).  Also  ist  JV  ein  Punkt  der  gesuchten 
Polargeraden.  Die  Curve,  in  der  die  Rerübrungsebene  in  JV  die 
cubische  Fläche  schneidet,  hat  in  JV  einen  Rückkehrpunkt,  besitzt 
demnach  einen  Wendepunkt  Z.  Die  Wendetangente  z  desselben 
schneide  JV  JV'  in  einem  Punkte  /.  Es  ist  klar,  dass  dessen 
Polarebene  durch  Z  geht,  also  geht  sie  durch  JV  und  Z,  schnei- 
det folglich  die  Polarebene  oder  Berührungsebene  von  fr  in  JV Z, 
demnach  ist   JV Z  die  Polargeradc  der  Geraden    JV  JV' . 

Also  die  Polar  ebenen  sämmtllcher  Punkte  einer 
R  ii  c  k  k  e  b  r  \\  e  n  d  e  t  a  n  g  e  n  t  e  gehen  durch  d  i  e  G  e  r  a  d  e ,  die 
auf     der    Berührungsebene     des     Osculationspunktes, 
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N^ eiche  die  cubisclie  Fläche  in  einer  cu bischen  Curve 
mit  einem  Rückkehipunkte  schneidet,  diesen  Rück- 
kehr p  u  n  k  t  mit  dem  einzigen  Wendepunkte,  welchen 
die  Curve   besitzt,  verbindet. 

Diesen  Satz  findet  man  zuerst  ausgesprochen  in  einer  Ab- 
handlung des  Herrn  Clebsch.  *) 

Da  WZ  Polargerade  ist,  so  berührt  sie  die  Kernlläche  dop- 
pelt, also  einmal  in  W;  das  ist  auch  daraus  klar,  dass  sie  auf 
der  Polarebene  des  Punktes  W  liegt,  welche  die  Kernlliiche  in  W 
berührt.  Mithin  berührt  ?FZauch  die  parabolische  Curve  i?^^  in  W, 
weil  sie  die  beiden  Flächen,  deren  Schnilt  diese  ist,  in  W  tangirl. 
Die  cubische  Fläche  nämlich  berübrt  WZ  in  W,  weil  sie  in  der 
Tangentialebene  von  W  durch  W  geht.  Also  die  Tangenten 
der  Raum  curve  7?'^  berühren  die  Kernlläche  alle  noch 
einmal. 

Ferner  die  Polarcurve  der  Geraden  WW'  hat  in  W  einen 
Doppelpunkt,  da  W  W'  in  W',  dem  rociproken  Pole  von  W\ 
die  Kernlläche  berührt;  folglich  berühren  die  quadratischen  Polar- 
llächen  aller  Punkte  von  W  W'  einander  in  W,  haben  in  W  alle 
dieselbe  Berührungsebene.  Eine  von  ihnen,  die  von  W,  wird  in 
W  von  der  Tangentialebene  der  cubischen  Fläche  in  W  berülui, 
folglich  berühren  alle  diese  Tangentialebene.  Die  Polarebenen 
aller  Punkte  von  W  W'  schneiden  aber  diese  Tangentialebene  in 
WZ,  folglich  berührt  der  Kegelschnitt,  in  welchem  die  Polar- 
ebene eines  Punktes  auf  W  W'  der  quadratischen  Polarfläche  des- 
selben begegnet,  die  Gerade  WZ  in  W,  also  berührt  eilt*  solcher 
Kegelschnitt  in  W  die  parabolische  Curve.  Es  sei  D  eine  be- 
liebige Gerade.  Die  eben  beschriebenen  Kegelschnitte  für  die- 
jenigen Punkte  dieser  Geraden,  welche  auf  Rückkehrwendetan- 
genten sich  befinden,  berühren  die  parabolische  Curve  in  den 
Osculationspunkten  derselben.  Diese  Kegelschnitte  für  alle  Punkte 
der  Geraden  I)  construirt  erzeugen  die  \yendepolarfläche  (Nr.  35) 
der  Geraden  B.  Die  Bedeutung  der  Wendepolarlläche  einer  Ge- 
raden B  war  die,  dass  in  allen  Punkten  ihrer  Schnittcurve  mit 
der  -cubischen  Fläche   die  eine  der  dort  osculirenden  Wendetan- 


*)  Journal  von  Crelle-Borchardt,  Band  63,  Seite  21 ;  er  ist  auch  schon 
wiedergegeben  in  Salmou-Fiedler's  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie  des 
Raumes  (Band  II,  Seite  497). 
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geilten  ilie  (jcrade  I)  Irifl't.  Also  aiuh  in  den  Punkten,  wo  die 
Wendepolailläclie  der  Geraden  I>  die  parabolisciie  (lurve  7?'-  der 
ciibisclien  Fläche  (liirt,  wird  die  eine  dort  osculirende  Wende- 
tangente  die  Gerade  D  schneiden.  Aber  in  solchen  Punkten  giebt 
es  nur  eine  Wendetangente,  und  das  ist  eine  Rückkebrweiule- 
tangente.  Der  Durchschnitt  der  quadratischen  Polartläche  und 
der  Polarchcne  jedes  Punktes  derselben  berührt  die  parabolische 
Curve  im  Osculationspunkte  der  I{i"ickkehr\>endetangentc,  also 
auch  der  Durchschnitt  für  den  Punkt,  wo  diese  Tangente  die  Ge- 
rade I>  trifft,  folglicli  einer  der  Kegelschnitte,  durch  welche  wir 
uns  die  Wendepolarlläche  dieser  Geraden  erzeugt  gedacht  haben; 
■mithin  berührt  auch  diese  die  parxibolische  Curve.  Also  wo  die 
Wendepolarfläche  einer  Geraden  die  parabolische 
Curve  trifft,  da  berührt  sie  dieselbe,  und  so  oft  eine 
Gerade  einer  der  Rückkehrwendetangenten  begegnet, 
so  oft  berührt  die  ^Vendepolarfläche  der  Geraden  die 
parabolische  Curve  und  zwar  in  dem  Osculations- 
punkte jener  Tangente,  und  umgekehrt:  so  oft  die 
Wendepolarfläch  e  einer  Geraden  die  parabolische 
Curve  berührt  (und  sie  berührt  sie  überall,  wo  sie  sie  trifft), 
so  oft  trifft  die  Gerade  eine  Rückkehrwendetangente, 
nämlich  die  in  dem  Berührungspunkte  osculirende. 
Die    Wendepolarfläche   der   Geraden   D,    welche   5.    Ordnung    ist, 

12    5 
berührt  die  parabolische  Curve  in  -^ —  =  30  Punkten,  also  tref- 

Li 

fen  30  Rückkehrwendetangenten  die  beliebige  Gerade  B.  Mithin 
ist  die  durch  die  R  ü  c  k  k  e  h  r  w  e  n  d  e  t  a  n  g  e  n  t  e  n  erzeugte 
abwickelbare  Fläche  i  30.  Ordnung,  also  t^^.  Jede  ihrer 
Generatricen  osculirt  die  cubische  Fläche  in  einem  Punkte  der 
parabolischen  Curve,  trifft  sie  demnach  sonst  nicht  mehr;  also 
osculirt  auch  die  Fläche  t^^  die  cubische  Fläche  längs 
der  parabo.li sehen  Curve  R^-.  Diese  Curve  mithin  drei- 
fach gerechnet,  und  die  27  Geraden  der  cubischen 
Fläche,  deren  jede  eine  D  o  p  p  e 1 g  e  n  e  r  a  t  r  i  x  der  Fläche 
t^^  ist,  jede  doppelt  gerechnet,  ergeben  den  Schnitt 
90.  Ordnung  der  Flächen  F'^  und  i^^. 

Die  B  e  r  ü  h  r  u  n  g  s  e  b  e  n  e  n  der  Fläche  i?-'''  s  i  n  d  d  i  e  B  e  - 
rührungsebenen  an  F^  in  den  Punkten  von  i?^^.  Stationäre 
Tangentenebenen  an  i^^  können  nur  da  vorkommen,  wo  die  Ge- 
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rade  W  W' ,  in  deren  Richtung  bei  W  die  Tangenlenebene  an 
die  cubisclie  Hache  stationär  ist,  eine  Tangente  an  R^"^  in  W 
wird,  also  mit  ihrer  Polargcraden  WZ  zusannnenfällt.  Oflenbar 
können  nur  die  Polarcbenen  von  Punkten  der  cubischen  Fläche 
durch  diese  Punkte  gehen,  mithin  nur  die  Polargeraden  von  Ge- 
raden dci-  cubischen  Fläche  njit  diesen  Geraden  zusammenfallen, 
demnach  sind  nur  diejenigen  Berührungsebenen  der 
cubischen  Fiäclie,  welche  in  den  Asymptoten  punkten 
der  27  Geraden  berühren,  also  die  cubisclie  Fläche 
in  einem  Kegelschnitte  und  einer  ihn  tangir enden 
Geraden  schneiden,  stationäre  oder  Wendeberühr- 
ebenen  der  Fläche  fi^;   es   giebt   folglich   deren  54. 

Da  wir  nun  die  Ordnung,  die  Klasse  und  die  Anzabl  der 
Wendeberührungsebenen  der  Fläche  t^^  kennen,  so  ist  es  leicht 
mit  Illlfe  der  von  Herrn  Cayley*)  auf  die  Raumcurven  übertrage- 
nen Plückerschen  Formeln  die  Ordnung  der  Uückkehr- 
curve  von  i^^  zu  ermitteln;  sie  ist  72.  Die  Polarebenen  aller 
Punkte  einer  Geraden  W  W'  gehen  durch  WZ,  die  Tangente  an 
PJ-  in  W,  diejenige  des  Punktes,  in  dem  W  W'  von  der  un- 
endlich nahen  Generatrix  der  Fläche  i^^  getrofl'en  wird,  also  eines 
Punktes  der  Rückkelncurve  von  fi^,  auch  durch  die  der  Tangente 
WZ  unendlich  nahe  Tangente  der  parabolischen  Curve,  ist  mit- 
hin eine  Schmiegungsebene  derselben. 

Also  die  Polar  ebenen  der  Punkte  der  Rückkehr- 
curve  der  Rückkehrwend  etangentenfläche  sind  die 
S  c  h  m  i  e  g  u  n  g  s  e  b  e  n  e  n  d  e  i"  p  a  r  a  b  o  1  i  s  c  h  e  n  (]  u  r  v  e. 

50.  Es  sei /*o  ein  Punkt,  dessen  quadratische  Polar- 
fläclie  in  Bezug  auf  die  cubisclie  Fläche  in  zwei  Ebe- 
nen F  und  F'  sich  auflöst,  die  sich  in  der  Geraden  /?„ 
durchschneiden.  Da  lässt  sich  ganz  nach  Art  des  Beweises 
von  Nr.  42  darthun,  dass  die  quadratische  Polarfläche 
jedes  Punktes  p  der  Geraden  p^  ein  Kegel  ist,  dessen 
Scheitel  in  den  Punkt  P^  fällt;  ist  ja  doch  jedes  Ebenen- 
paar als  ein  Kegel  aufzufassen,  dessen  Scheitel  sich  zu  einer  Ge- 
raden erweitert  hat,  so  dass  jeder  Punkt  derselben  als  Scheitel 
zu  betrachten  ist. 

Der  Punkt  P^^   und   die  Gerade  p^   liegen   nolhwendig 


*)  Journal  de  Mathe'matiques  par  Liouville  vol.  X  pag.  245. 
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auf  der  Kern  fläche;  alle  Punkte  ^)  der  Geraden  py  sind 
dem  einen  Punkt  P^^  reciprok,  so  dass  nach  Steiner  eine 
solche  Gerade  />(,  dem  Punkte  P^  reciprok  genannt  wird. 
Ein  Punkt  Pq  kann  nicht  auf  der  cu bischen  Fläche 
liegen,  denn  dann  müsstc  er  doch  auch  auf  seiner  quadratischen 
Polariläche,  mithin  auf  einer  der  beiden  Ebenen  i^  und  F',  z.  ß. 
auf  F  liegen;  die  cubische  Curve,  welche  F  aus  der  cubischen 
Fläche  ausschneidet,  wäre  ein  Theil  der  Berührungscurve;  die 
von  Py  nach  allen  Punkten  dieser  Curve  gezogenen  Geraden 
wären  Tangenten  an  die  cubische  Fläche  und,  weil  ^^^  in  der 
Ebene  der  Curve  liegt,  auch  Tangenten  dieser,  was  nicht  mög- 
lich ist.  Mithin  kann  auch  kein  Punk t  Pq  auf  seiner  reci- 
prok en  Geraden  ;^„  liegen. 

Ebenso  kann  eine  G  e  r  a  d  e  -p^^  nicht  auf  der  cubi- 
schen Fläche  liegen,  denn  dann  gehörte  sie  mit  zur  ßeriili- 
rungscurve;  die  von  P„  nach  allen  ihren  Punkten  gezogenen 
Geraden  berührten  in  diesen  Punkten  die  cubische  Fläche;  die 
Ebene  (P,,,  /)„)  berührte  diese  also  längs  einer  Geraden,  was  bei 
allgemeinen  Flächen  3.  Ordnung  nicht  eintritt. 

Da  der  Punkt  P^  zu  allen  Punkten  p  von  p^  reciprok  ist, 
so  berührt  die  Polar  ebene  von  P„  die  Kernfläche-  in 
allen  Punkten  von  />„,  also  längs  der  ganzen  Geraden  />„. 
Un)gekehrt  berührt  auch  die  Polarebenc  jedes  Punktes  ^> 
die  Kernfläche  in  dem  Punkte  P^,  und  zwar  haben  alle 
diese  Punkte  p  verschiedene  Polarebenen.  Denn  hätten  alle  die- 
selbe, so  müssle  diese  doch  durch  die  3  Punkte  gehen,  in  denen 
p^^  die  cubische  Fläche  trifft,  mithin  durch  die  ganze  Gerade, 
demnach  auch  durch  ihre  übrigen  Pole,  was  nicht  möglich  ist, 
da  diese  nicht  auf  der  cubischen  Fläche  liegen.  Also  berühren 
in  den?  Punkte  P,j  unendlich  viele  Ebenen  die  K e r n - 
fläche,  mithin  ist  Pq  ein  Knotenpunkt  derselben.  Dem- 
nach ist  jeder  Punkt,  dessen  quadratische  Polarfläche 
in  ein  Ebenenpaar  degenerirt,  ein  Knotenpunkt  der 
Kern  fläche.  Da  jy^  keine  Polargerade  hat,  weil  sie  nicht  zwei 
zu  einander  reciproke  Pole  verbindet,  sondern  nur  lauter  solche 
Punkte,  die  zu  P(,  reciprok  sind,  so  hüllen  die  Polarebenen 
der  Punkte  p  einen  Kegel  2.  Ordnung  ein,  dessen  Spitze 
natürlich  in  den  Punkt  Py,  in  dem  alle  die  Kernfläche 
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tangircn,  fallen  iiiuss   und  Ji  ii  den  sicli  die  Keinl'läclie 
in  P^^  anschliessl. 

Nun  handelt  es  sich  darum  nachzuweisen,  dass  es  hei  jeder 
allgemeinen  cubisclien  Fläche  Punkte  gieht,  deren  (|uadratische 
rolarfläche  in  zwei  i:]benen  zerndll.  Wir  landen  in  Nr.  48  den 
Satz:  Diejenigen  Punkte,  deren  quadratische  Polarllächen  Kegel 
sind,  \velche  ihre  Spitzen  in  einer  Ebene -£"  haben,  befinden  sich 
auf  einer  Raumcurve  (J.  Ordnung  L'',  längs  deren  die  Kerij- 
lläche  und  die  cubische  Polarlläche  e'-^  der  Ebene  E  einander  be- 
rühren. Eine  andere  Ebene  E^,  deren  cubische  Polarlläche  c'\ 
sei,  habe  i'\  zur  reciproken  Curve.  Ebenenpaare  sind,  wie  oben 
gesagt,  Kegel,  welche  ihren  Scheitel  in  jedem  beliebigen  l'unkte 
ihrer  Schiiitlgeraden,  also  in  jeder  beliebigen  Ebene  haben.  Ein 
Punkt,  der  den  beiden  Curven  gemein  ist,  muss  zur  quadratischen 
Pülarlläche  einen  Kegel  haben,  der  seinen  Scheitel  sowohl  auf  E, 
als  auf  E^  hat  und  natürlich  auch  auf  der  Kernfläche.  Nun  giebt 
es  nur  4  Punkte,  die  zugleich  auf  E,  E^  und  der  Kernfläche 
liegen,  es  sind  die  4  Schniltpunkte  £  der  Geraden  [E,  E^)  mit 
dieser  Fläche.  Da  V'  auf  der  Kernllächc  liegt  und  L^^  die  dieser 
mit  der  cubischen  Polarfläche  e^^  gemeinschaftliche  Curve  ist,  so 
treffen  i*^  und  Z^j  einander  so  oft,  als  V'  die  Fläche  r'^j  tiilft, 
also  achtzehnmal.  In  den  reciproken  Polen  c'  der  4  Punkte  £ 
berührt  L^  die  Fläche  e^j.  Denn  die  Polarebene  jedes  der 
4  i*unkte  £  berührt  im  reciproken  Punkte  e'  die  Kernlläcbe  und 
die  Fläche  e^,  weil  £  auf  E  liegt,  und  die  Rernfläche  und  die 
Fläche  c^,,  weil  £  auf  E^  liegt.  Da  die  Ebenen  E  und  E^  ganz 
beliebig  sind,  werden  die  Punkte  £,  sowie  auch  die  reci{Jioken 
Pole  e'  derselben  keine  singulären  Punkte  auf  der  Kernfläche 
sein,  also  in  jedem  der  letzteren  wird  die  Kernfläche  nur  eine 
Berührungsebene  haben,  so  dass  in  jedem  derselben  die  Kern- 
fläche und  die  beiden  Flächen  c^  und  e^^  einander  berühren, 
also  in  jedem  die  Curve  V',  längs  deren  sich  die  Kernlläcbe  und 
e^  berühren,  und  die  überall  von  den  diesen  gemeinschaftlichen 
Tangentenebenen  berührt  wird,  von  einer  in  dem  Punkte  zugleich 
die  Fläche  e^j  berührenden  Ebene  t,  mithin  von  der  Fläche  e^^ 
selber  tangirt  wird.  Die  4  Punkte  e  absorbiren  demgemäss  8 
von  den  18  ßegegnungspunkten  der  Fläche  e'\  und  dei  Curve  L^ 
oder  der  beiden  Curven  L''  und  L^^.  Die  übrigen  Punkte  cp,  in 
denen  L^  und  L^^  einander  treffen,  müssen  nun  Punkte  sein,  die 
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ZU  ({iiailraüscheii  Polarlläclien  Kegel  besitzen,  die  ilireii  Scheitel 
aul'  E  sowohl,  \vie  auf  E^  haben,  aber  nicht  auf  [E,  E^),  also 
einen  Scheitel  ))  auf  E  und  einen  von  diesem  verschiedenen  1)1 
auf  Ey,  d.  h.  diese  quadratischen  Polarflächen  müssen  Ebenen- 
paare sein,  deren  Schnittyerade  die  Punkte  p  und  )^^  verbindet. 
Also  die  Punkte  cp  müssen  Punkte  I\^  sein  und  die  Geraden  \!\!^ 
Geraden  p^j.  Damit  ist  die  Existenz  von  Punkten  P„  für  jede 
cubische  Fläche  nachgewiesen.  Es  handelt  sich  jetzt  noch  darum  zu 
zeigen,  dass  es  10  solche  Punkte  giebt,  d.  h.  dass  die  Punkte  cp 
nicht  auch  Berührungspunkte  von  L^  und  e^j  sind,  sondern  ein- 
fache Schnittpunkte.  Zwar  wird  V'  in  jedem  Punkte  go  von  einer 
die  Flächen  c^  und  die  Kernflächc  in  ihm  zugleich  berührenden 
Ebene  tangirt  und  ebenso,  da  qo  auch  Punkt  von  L^y,  die  Kern- 
fläche und  die  Fläche  c^j  in  cp  von  derselben  Ebene  berührt. 
Aber  diese  beiden  Ebenen  sind  diesmal  nicht  identisch.  Der 
Punkt  (p  ist  ja  als  Punkt  P^  ein  Knotenpunkt  der  Kernfläche, 
hat  demnach  unendlicli  viele  Berührungsebenen  an  die  Kern- 
lläclie,  darum  braucht  die  der  Kernfläche  und  der  cubischen 
Polarfläche  6'^  in  q)  gemeinsame  Berührungsebene  nicht  dieselbe 
Ebene  zu  sein,  wie  die,  welche  in  (p  zugleich  die  Kernfläche 
und  die  cubische  Polarfläche  e^^  tangirt.  Jene  ist  ja  auch  die 
Polarebene  des  Punktes  ^5,  und  diese  die  des  von  ^  verschiede- 
nen Punktes  p^;  die  einzelnen  Punkte  einer  Geraden  />,)  haben 
aber,  wie  oben  gezeigt,  verschiedene  Polarebencn.  Mithin  be- 
rührt die  Curve  V^  die  Fläche  e^i  in  den  Punkten  9?  oder  ^^^ 
nicht,  sondern  durchschneidet  sie  nur  einfach.  Also  ist  die  An- 
zahl dieser  Punkte  P^^  in  der  That  10.  Demnach  haben  wir  fol- 
genden Satz: 

Für  jede  cubische  Fläche  giebt  es  10  Punkte  P^, 
deren  quadratische  Polarfläche  in  je  zwei  Ebenen 
zerfällt.  D e r  V 0 n  e i n e m  d i e s e r  I* u n k t e  an  d i e  c u b i s c h e 
Fläche  gelegte  Tangentenkegel  zerspaltet  sich  in  zwei 
Kegel  3.  Ordnung,  welche  längs  zweier  ebenen  cubi- 
schen Curven  berühren. 

Diese  10  Punkte  ergeben  10  Knotenpunkte  der 
Kernfläche.  Es  sind  mithin  die,  Avelche  wir  vermutheten,  als 
wir  ihre  Klasse  16  statt  36  fanden. 

Es  sei  Pq^  einer  von  den  10  Punkten  Pq,  /*,/  seine  reci- 
proke  Gerade.     Wir    haben    schon   gefunden,    dass   die  quadra- 
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tischen  Pnlarnächoii  aller  Pimkle  von  />„'  Kegel  sind,  die  ihren 
Scheitel  in  /•„'  hahen.  Mithin  besteht  die  Polarcurve  von  />„' 
aus  4  in  den  Punkt  Pq^  zusammenlaufenden  Geraden  /',',  f.,\ 
f^\  fi^-     Durch  diese  lassen  sich  3  Ebenenpaare  legen,  nämlicli: 

ifi'  f2\  fz  n')'  ih'  h''  U  fi)  "nd  (A'  fi'  f>}  U%  l^emnach 
giebt  es  vermöge  der  in  Nr.  34  auseinandergesetzten  Projectivi- 
tät  auf  py^  3  Punkte  I\.  Die  3  Schnittgeraden  dieser  Ebenen- 
paare, also  die  reciproken  Geraden  der  3  Punkte  Pq,  geben  er- 
sichtlich durch  P,/.  Also  auf  jeder  Geraden  js^  liegen 
3  I*  u  n  k  t  e  P„  u  n  d  durch  jeden  P  u  n  k  t  P„  geben  3  Gerade 
l\^,  welche  zu  den  3  Punkten  P,^  reciprok  sind,  wenn 
der  Punkt  P„ ,  durch  welchen  sie  gehen,  zu  der  Gera- 
den /?u  reciprok  ist,  auf  der  sich  die  3  Punkte  Py  be- 
finden. Demnach  genügt  auch  schon  der  Nachweis,  dass  kein 
Punkt  Py  auf  der  cubischen  Fläche  liegen  kann,  um  einzusehen, 
dass  dieselbe  auch  keine  Gerade  i\  enthalten  kann. 

Die  durch  den  Punkt  P^^  gebenden  Geraden  p^^  seien  /?„-, 
Py?'  Po^'  ^^'^^  reciproken  Pole  auf  p,)^  also  Py^  P^^,  P,/.  Jede 
der  3  Geraden  />y-,  p^^,  p^*  ist  die  Polare  der  durch  die  beiden 
übrigen  gebildeten  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Ivegcl  des  Büschels 
A' A' A^  A')'  also  können  sie  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Mit- 
hin können  auch  nicht  alle  Geraden  p^^,  p^^,  Pq*  die  Gerade  />,/ 
trelFen;  da  nun  kein  Grund  vorhanden  ist,  warum  die  eine  oder 
die  andere  dieser  3  der  Geraden  p^j^  ganz  gleichartig  gegenüber- 
stehenden Geraden  die  Gerade  p^^  eher  treffen  sollte,  als  jede 
der  beiden  andern,  so  ist  im  Allgemeinen  anzunehmen,  dass 
keine  Gerade  pp  die  r  e  c  i  p  r  o  k  e  Gerade  eines  der  auf 
ihr  liegenden  Punkte  P^  trifft  oder,  anders  gesagt,  kein 
Punkt  Pq  auf  einer  Geraden  p^  liegt,  die  seine  reci- 
proke  schneidet.  Mithin  liefern  die  3  durch  P^^  gehenden 
Geraden  p,f,  p^^,  p^^^  noch  6  Punkte  P^,  die  von  P^^,  Pq-*,  P,j^ 
verschieden  sind,  und  zwar  p^-:  Py^  Py^  p^^:  Py^  P,^^  und  />„*: 
P^  P'^  -Damit  sind  alle  10  Punkte  Py  erschöpft.  Sie  müssen 
uns  die  noch  übrigen  Geraden  p^  geben.  Wir  haben  bei  dem 
Punkte  Pfj^  die  3  Geraden  p^,  bei  jedem  der  9  andern  erst  eine; 
also  durch  jeden  gehen  noch  zwei,  z.  B.  durch  Py',  durch  den 
schon  Pq-  geht.  Keine  von  ihnen  kann  zugleich  die  beiden  Ge- 
raden /)y^,  Pq*  treffen,  weil  diese  dann  mit  py^  in  einer  Ebene 
liegen   müssten;  jede   aber   muss  noch  2  Punkte  Py  haben,   die 
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sie  doch  nur  auf  p,,^, />,/  oder;?,,'  finden  kann;  also  muss  sie  eine 
der  Geraden  ;j,;'^  und  Pf,*  und  die  Gerade  p^^^  treffen  und  zwar  in 
einem  Punkte  Pq.    Nun  leuchtet  ein,  dass  jede  Gerade  der  Kern- 
fläche   eine  Gerade  />,,  sein  muss,    denn  die  quadratischen  Polar- 
flächen   aller    ihrer   Punkte   müssen   Kegel   sein,    aher   auch    ein 
Büschel   hilden,    also    die  Scheitel  gemein  haben,   so  dass  umge- 
kehrt  die   quadratische  Polarfläche   dieses   Scheitels   ihren  Schei- 
tel in  allen  Punkten  der  Geraden  hat,    demnach    ein  Ehenenpaar 
ist.    Daraus  geht  hervor,  dass  in  jeder  Ebene,  in  der  sich  3  Gt^- 
rade  pf^beünden,  auch  noch  eine  vierte  liegen  muss,  welche  den 
Schnitt    mit    der    Kernlläche    vervollständigt.      Eine    der    beiden 
weiteren    durch   P,,''   gehenden    Geraden  p^    sei  js^'.      Denn  jjf/' 
kann  selbstverständlich  durch  P,,^  nicht  gehen,  ebenso  />,/•  nicht, 
weil   diese   dann  />„-,    auf  der   P^"  liegt,    träfe.      Die    Gerade  p„" 
kann   p,,''  nicht   treffen,   weil    auf  dieser  P„'^  Hegt,    also  trifft  sie 
Pt*  (wir  nehmen  an  in  P„")  und  ;j,/    und   zwar   in  P,/*,    weil  P,/ 
auf  Pf^^  liegt.     In  der  Ebene  (p,,-  p^'^)  haben    wir    nun  3  Gerade 
Po-    Pii' Po*  Po"'    'nitbin    giebt    es    noch    eine    vierte    in    dersel- 
'ben;   da   in   dieser  Ebene    durch    die  Punkte  P,/,  Pf,^,  P^|^   schon 
je  zwei  Gerade  />,,  gehen,  die  drei  durch  einen  Punkt  P„  gehen- 
den Goraden  p^^  niemals  in  derselben  Ebene  liegen,  so  muss  die 
vierte  Gerade    die   3  übrigen  IHinkte   P„"  P,,'"  und  P^'',    die   sich 
in  dei- Ebene   {p(^,  iJf^^)  befinden,  verbinden.    Mithin  ist  diese  Ge- 
rade die  dritte  Gerade  Po,  die  durch  P^^  geht  ausser  /;„'  und /j„", 
folglich  p^^,  denn  auf  p^^  liegen  P,,',  P„",  P,,^.    In   ähnlicher  Weise 
wird   uns  die  Ebene  {P(f  Pi^)   die  Geraden  ^^^^i'',  p,,'"   geben,    von 
denen  ^^^   durch  P,,^  (denn  P^''  liegt   auf/?,/,   welche  durch  P^^■^ 
geht),    Pq"  (denn  p,,'  geht  durch  P„9),   P,,^  geht   (denn  P^^^  liegt 
auf  po^),  j9y'o  aber    infolge   dessen   durch  P„\  P^^,  P,/.     Endlich 
die  Ebene  (/Vi'o^)    liefert  die  beiden  Geraden   p^""  und  p^^,  von 
denen  p^^^  die  3  Punkte  P^'  (denn/?,/  geht  durch  Pq^),  P„'"  (weil 
Po'*^  durch  Pfj^  geht)  und  P,,'-  (weil  P,/  auf  p,/-  liegt),  p^^"'  aber  die 
Punkte   Pq^,  P,,^   und   P„-    enthält.      Jetzt   lassen   sich   leicht   die 
Geraden  Pq  zusammenstellen,  welche  durch  jeden  Punkt  Pq  gehen: 
durch  P„i  gehen  i?/,  p^s,  p„^,    durch  P„«  gehen  Po''  Po^-  Pi^ 
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Wir  nrlialten  ohne  Mülic  5  Eljenen  mit  je  4  Geraden  /)„: 
uäntlich  p^^  p^-^  /?„"  ;>,/",  py^  p,,-i  p^  p,,^,  ;;,,3  ^^^4  ^^s  ^^ü^   ^,^  i  ^^^^s 

A)^  PQ>P'^P{)'P(i~P(\^^-  J*-'*^'"'  ''*^''  4  (ieradcn  einer  Ehene  ist  die 
S(hniltg(,'rade  der  Ebene  mit  einer  der  4  andern.  Die  4  (Gera- 
den einer  Ebene  l)ilden  ein  Vierseit,  dessen  6  Ecken  l*unkte  P„ 
sind,  aber  die  gerade  immer  die  6  andern  obern  Indices  baben, 
als  die  4  Geraden  />„  der  Ebene,  weil  ja  kein  Pnnkt  P^,  auf  einer 
Geraden  /;„  liegt,  welche  seiner  reciproken  beg(;gnet.  Jeder  «Icr 
G  Punkte  1\  einer  Ebene  ist  Schnittpunkt  derselben  mit  2  andern. 
Wir  entnehmen  daraus  folgende  Resultate: 

Die  10  Geraden  p^^  sind  die  Kanten  eines  Penta- 
eders und  die  1  0  Punkte  7^,j  dessen  Ecken.  Die  Gerade, 
in  der  zwei  Ebenen  des  F'entaeders  sich  schnei- 
den, ist  reciprok  zu  der  Ecke,  in  der  die  3  übrigen 
zusammmenkommen. 

Die  4  Geraden  p^^  einer  Pentaederebene  haben  zu 
reciproken  Polen  die  ausserhalb  der  Ebene  liegenden 
4  Ecken,  welche  zugleich  die  Knotenpunkte  der  cn bi- 
schen Polarfläche  der  I'entaederehene  sind.  Die  4  Ge- 
raden bilden  in  dieser  Ehene  das  Vierseit  der  Gera- 
den «/„  (man  sehe  No.  40).  Die  reciproken  Geraden  der 
G  Punkte  P^^  einer  P  entaed  er  ehene  liegen  ebenfalls 
ausserhalb  der  Ebene,  sind  die  6  Kanten  des  von  den 
eben  genannten  Knotenpunkten  gebildeten  T  e  1 1'  a  e  d  e  r  s 
und  bilden  die  reciproke  Curve  der  Pentaeder  ebene 
oder  des  G  e  r  a  d  e  n  v  i  e  r  s  e  i  t  s ,  das  diese  aus  der  K  e  r  n  - 
fläche  ausschneidet,  mithin  berühren  längs  ihnen  die 
Kernfläche  und  die  cubische  Polarfäche  der  Pen- 
ta  et  er  ehene  einander,  und  zwar  berührt  in  allen 
Punkten  einer  solchen  Geraden  beide  Flächen  ein  und 
dieselbe  Ebene,  die  P  o  1  a  r  e  b  e  n  e  des  r  e  c  i  p  r  o  k  e  n  P  u  n  k  - 
tes  der  betreffenden  Geraden.  Jede  dieser  G  ausser- 
halb der  Pentaederebenc  liegenden  Geraden  ;y„  trifft 
die  Ehene  in  der  Ecke  desVierseits,  die  dem  recipro- 
ken Pole  gegenüberliegt. 

51.  Die  ersten  Mittheilungen  über  dieses  nun  allgemein  nach 
Steiner  benannte  Pentaeder  sind,  noch  ehe  Steiner  seine  Unter- 
suchungen   über    die    cubischen    Flächen    veröllentlichte,    durch 
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Herrn  Sylvester*)  geschehen.  Dann  hat  Herr  Clehsch  zwei  uni- 
langreiche  Abhandhiiiycn**)  über  dasselbe  herausgegeben.  Er 
bedient  sich  in  denselben  einer  sehr  bequemen  Bezeichnnngsweise 
für  (he  Ebenen,  Kaiiteji  und  Ecken  des  Pentaeders  durch  Zahlen, 
welclie  \vir  nur  a(b)ptiren  können,  indem  wir  freilich,  zur  Unterschei- 
dung von  wirklichen  Zahlen,  schrägstehende  Zill'ern  anwenden. 

Seien  die  5  Pentaederebenen,  deren  allgemeine  Benennung 
E„  sein  mag,  durch  die  Zahlen  7,  ^,  3,  4,  5  bezeichnet,  dann 
sind  die  10  Kanten  j)^^  offenbar  12,  13,  14,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45 
und  die  10 Ecken  P,,  123,  124,  125,  134,  135,  145,  234,  235,  245,  345. 
Die  4  Kanten,  die  eine  Zider  gemein  haben,  (ibenso  die  G  Ecken, 
die  ebenso  beschaffen,  liegen  in  derselben  Ebene,  der  diese  Zifl'er 
zukommt.  Ebenso  kann  man  leicht  die  3  l'nnkle  /'„,  die  auf 
einer  lieraden  p,^  liegen,  finden,  z.  B.  auf  15  liegen  125,  135,  145, 
oder  die  3  Geraden  /^^  finden,  die  durch  einen  l*unkt  P^^  gehen, 
z.  B.  durch  125  gehen  12,  15,  25.  Ferner  sind  auch  reciproker 
Punkt  inid  Gerade  leicht  zusammenzustellen,  z.  B.  2/  und  135. 
Die  beiden  Ebenen,  welche  die  quadratische  l'olailläche  eines 
Punktes  P^^  bilden,  mögen  so  bezeichnet  werden:  die  von  135  durch 
24'  und  24",  weil  sie  sich  in  der  Geraden  24  begegnen.  Die 
allgemeine  Bezeichnung  für  diese  20  Ebenen  sei  F. 

Es  ist  klar,  dass  die  Polarebenen  aller  Punkte  einer  solchen 
Ebene  F  durch  den  Punkt  P^  gehen,  zu  dessen  quadratischer 
Polarfläche  die  Ebene  F  gehört.  Es  sei  T  eine  durch  P^,  gehende 
Ebene,  /  eine  beliebige  nicht  durch  P^  geheiule  Gerade  der 
Ebene  T,  so  wird  onenbar  die  Polarcurve  von  /  die  Ebene  F  in 
4  Punkten  treffen;  die  Polarebenen  dieser  4  Punkte  gehen  durch 
/  und  /•„  d.  h.  T  ist  die  Polarebene  dieser  4  Punkte.  Also  jede 
durch  Py  gehende  Ebene  ist  Polarebene  für  4  Pimkte  von  F. 
Mithin  werden  die  Polarebenen  der  Punkte  der  Ebene  F  durch 
das  vierfach  zu  rechnende  Ebenenbündel  um  P^  gebildet;  die 
cu bische  Polarfläche  ist  zum  vierfachen  Punkte  P^  degenerirt, 
also  die  4.  Klasse  hat  sich  bewahrt. 

Im  Anfang  von  No.  50  fanden  wir  schon,  dass  die  Polar- 
ebenen  aller  Punkte  einer  Geraden  p^)  die  Kei'nfläche 
im    reciproken    Pole    P^    berühren    und     einen    Kegel 


*)  Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal  vol.  VI. 
**)  Journal  von  Crelle-Borehardt,  Band  58  8.  109  und  Band  59  S.  193. 
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2.  Ordnung  C„-  einhüllen,  dessen  Scheitel  in  diesen 
Punkt  fällt,  und  an  den  sich  die  Kern  fläche  im  Kno- 
tenpunkte Pq  an  seh  lies  st. 

Ehenso  fanden  wir,  dass  die  Polarehene  JI^  eines 
Punktes  Pq  (zum  Unlerscliiede  von  etwaigen  andern  Punkten 
Py  werde  er  mit  P^  bezeichnet)  die  Kern  fläche  in  jedem 
Punkte  der  reciproken  Geraden  /?'q,  also  längs  dieser 
ganzen  Geraden  berührt.  Sie  schneidet  also  die  Kern- 
fläche  noch  in  einem  Kegelschnitte  ä'q.  Es  giebt  mit- 
hin aufder  Kern  fläche  10  Kegelschnitte  Ä'„.  Jede  Tan- 
gente i  eines  solchen  Kegelschnitts  ist  Doppeltangente  der  Kern- 
lläche,  die  sie  nämlich  dort,  wo  sie  //q  berührt,  und  wo  sie  P(,' 
trifft,  tangirt.  Jener  Berührungspunkt  sei  r,  dieser  Schnittpunkt  n. 
Jede  Doppeltangente  der  Kernlläche  ist  Polargerade  derjenigen 
Geraden,  welche  die  reciproken  Pole  ihrer  Berührungspunkte  ver- 
bindet. Der  reciproke  Pol  von  n  ist  Pq';  es  sei  der  von  t  :  t'. 
Also  ist  t  Polargerade  der  Geraden  t',  welche  /{/  und  r'  verbin- 
det. Die  beiden  Punkte,  in  denen  t'  die  Kernlläche  noch  trifft, 
sind  P^'  (da  derselbe  Knotenpunkt  der  Kernfläche  ist)  und  ein 
anderer  Punkt  tt^.  P,,'  und  tt,  müssen  reciprok  sein  (So.  46), 
also  muss  Jtj  auf  Po'  liegen.  31ithin  sind  die  Tangenten  des 
Kegelschnitts  ä'q  Polar  geraden  von  Geraden,  vvelclie 
den  Punkt  P^'  mit  einem  Punkt  der  reciproken  Gera- 
den Pq  verbinden.  Die  Tangentialebenen  an  die  Kernfläche 
in  den  beiden  reciproken  Polen  Pq  und  ttj  auf  i'  oder  die  Po- 
larebenen von  TTj  um]  P,)'  begegnen  sich  (No.  46)  in  i.  Die  Po- 
larebene von  P(,'  ist  J7p,  in  der  ^(,  liegt,  die  Polarebene  aber 
von  TT,,  als  einem  Punkte  von  pj ,  hüllt  mit  den  Kegel  6^^  ein, 
an  den  sich  die  Kernfläche  in  P,,'  anschliesst,  also  wird  /  auf 
I7„  durch  den  Schnitt  einer  Tangentenebene  dieses  Kegels  C^- 
erzeugt.  Mithin  ist  E^  der  Schnitt  des  Kegels  Cq-  mit 
der  Ebene  il^,.  Also  auch,  wo  die  Polarebene  eines  Punktes 
TT,  der  Geraden  p^^'  diese  Gerade  trifft,  da  ist  der  Punkt  jt. 
7E  und  3tj  fallen  dreimal  zusammen  in  den  Punkten,  in  denen  p^' 
der  cubischen  Fläche  begegnet.  Da  von  jedem  Punkte  ti  2  Tangen- 
ten /  an  A\i  gehen,  so  entsprechen  jedem  Punkte  n  2  Punkte  n;j, 
während  jedem  Punkte  tTj  ein  Punkt  n  entspricht.  Also  werden 
die  Punkte  7t^  eine  der  Punktenreihe  %  projectivische  Involution 
bilden;    was  ja   auch   mit   dem    dreimahgen  Zusammenfallen   ent- 
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sprechender  Punkte  stimmt.  Die  Geraden  P^^  n^,  deren  Polar- 
geraden die  Tangenten  von  K^^  sind,  liegen  ersichtlich  alle  in  der 
Ebene  (P,/, />,/);  auf  ihnen  liegen  die  reciproken  Pole  t' der 
Punkte  r  des  Kegelschnitts  Ä',).  Es  sind  offenbar  die  Punkte, 
in  denen  P^^  n^  die  Kernfläche  ausser  in  P^^  und  n^  trifft;  sie 
liegen  also  auf  der  Curve  3.  Ordnung  Ii^\  in  der  die 
Ebene  {Pq,p^)  ausser  in  p,/  die  Kern  fläche  schneidet. 
Die  Gesanimtschnittcurve  {p^^,  Ä'^^)  dieser  Ebene  hat  in  P^  und 
den  3  Punkten  P^^,  welche  auf  p^  liegen,  Doppelpunkte,  weil  diese 
Knotenpunkte  der  Kernfläche  sind.  Also  ist  P^^  für  K^^  ein 
Doppelpunkt,  dagegen  die  3  PiHikte  P,,  auf  /)„  sind  für  die  blosse 
Curve  Kq^   einfache   Punkte.     Mithin    ist   Pq    reciproker   Pol  von 

2  Punkten  von  K^^,  ersichtlich  von  den  beiden,  in  denen  Ä'y  der  Ge- 
raden /?„'  begegnet.  Auch  die  3  Punkte  P„  auf  p^  haben  reci- 
proke  Pole  t^,  auf  K^.  Alle  Punkte  aber,  die  reciprok  zu  einem 
Punkte  Pq  sind,  liegen  auf  dessen  reciproker  Geraden  /;„,  also 
gehen  die  reciproken  Geraden  p^^  der  3  Punkte  P^^  auf  unserer 
Geraden  p^^  durch  die  respectiven  Punkte  r^;  sie  gehen  aber 
auch  durch  unsern  Punkt  jP^',  also  da  ä'q  auf  C^-  liegt,  sind  die 

3  Geraden  p^,  die  in  P,,'  zusammenstossen.  Kanten  des 
Kegels  C^;  längs  dieser  Geraden  p^^  berühren  nun  respective 
die  Polarebenen  der  3  Punkte  Pq  auf  /?,/  die  Kernfläche,  sie  be- 
rühren aber  auch  den  Kegel  Cq^,  also  müssen  sie  auch  diesen 
längs  dieser  3  Geraden  berühren,  folglich  müssen  auch  Kegel 
und  Kernfläche  einander  längs  der  3  Geraden  berüh- 
ren. Es  ist  nun  auch  klar,  dass  da,  eine  Fläche  2.  Ordnung 
und  eine  4.  Ordnung  eine  Schnittcurve  8.  Ordnung  haben,  ausser 
den  3  Berührungsgeraden  nur  noch  eine  Schnittcurve  2.  Ordnung 
übrig  bleibt,  und  das  ist  eben  üf^.  Die  Geraden  Pgr^  sind  er- 
sichtlich ähnliche  Geraden  wie  die  mehrfach  betrachteten  P'o^i- 

Es  werde  nun  noch  die  cubische  Polarfläche  einer 
Ebene  77o  betrachtet.  Die  Berührung  mit  der  Kernfläche 
findet  ersichtlich  statt  längs  der  ebenen  cubischen  Curve 
K^^,  welche  die  reciproken  Pole  der  Punkte  von  K(^ 
enthält.  Jedoch  ist  dadurch  die  gewöhnliche  Raumcurve  6.  Ord- 
nung noch  nicht  vollständig  repräsentirt.  Wir  werden  jedoch  bald 
die  übrige  Curve  3.  Ordnung  linden.  Da  p^  in  Üq  liegt,  so  be- 
rühren alle  Tangentenebenen  des  Polarkegels  C'^-  die  cubische 
Polarfläche.     Die   quadratische   Polarfläche   des  Punktes  P„'   wird 

St  Ulm,  Flüchen  3.  Orilnung'.  1| 
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durch  I7„  in  2  in  die  Gerade  p^,'  zusammengefallenen  Geraden 
geschnitten,  folglich  ist  /?„'  eine  Gerade  ^^  der  Ebene  77„  und 
Pq'  ein  Knotenpunkt  (),j  der  cuhischen  Polarfläche  der  Ebene  TI^^, 
mithin  berühren  auch  die  Polarebenen  aller  Punkte  von  ji^,  also 
die  Berührungsebenen  von  C^  diese  cubische  Polarfläche  in 
dem  Knotenpunkt  P^  ,  folglich  haben  die  Kernfläche  und 
die  cubische  Polarfläche  von  77,j  den  Knotenpunkt  P^| 
und  auch  den  Kegel  2.  Ordnung  gemein,  an  den  sie 
sich  in  diesem  Knotenpunkt  an  seh  Hessen.  Die  quadra- 
tischen Polarflächen  aller  Punkte  jeder  der  3  Geraden  p^^,  die 
durch  Py'  gehen,  sind  Kegel,  welche  ihren  Scheitel  in  dem  ent- 
sprechenden Punkte  Pq  der  Geraden  />(,'  haben,  also  durch  TI^  in 
einem  Geradenpaare  geschnitten  werden.  Mithin  ])erührt  die  Po- 
larebene jedes  der  3  Punkte  P„  auf  />„'  die  cubische  Polarfläche 
der  Ebene  U^  (ersichtlich  auch  die  jeder  andern  durch  p^  gehen- 
den Ebene)  längs  der  ganzen  reciproken  Geraden  /?(,  des  betref- 
fenden Punktes  P,j.  Also  berühren  die  Kernfläche  und 
die  cubische  Polarfläche  der  Ebene  TIo  einander  längs 
der  3  Geraden  ^,j,  die  durch  P^  gehen,  und  diese  3  Ge- 
raden bilden  die  oben  erwähnte  Curve  3.  Ordnung.  Die  3  durch 
P^l  gehenden  Geraden  Pf^  sind  3  von  den  Kanten  des  Knoten - 
punktstetraeders  der  cuhischen  Polarfläche  von  ^^^,  auf  jeder  liegt 
also  noch  ein  Knotenpunkt  dieser  Fläche. 

Die  3  Paare  -Pq^o  sind  die  einzigen  Paare  reciproker  Pole 
in  der  Ebene  /7„.  Sie  sind  also  die  Punkte  (^f,,  q^  dieser  Ebene 
und  bilden  die  Gegenecken  des  Vierseits  der  Geraden  y,,.  Je  3 
von  ihnen,  unter  denen  sich  keine  2  reciproken  Pole  befinden, 
liegen  auf  einer  Geraden  q^^',  von  den  3  Punkten  P,,  ist  es  er- 
sichtlich. Es  sei  P^  Aer  Punkt  123,  p^  ist  dann  45,  die  3  Punkte 
Pq  auf  /)()'  sind  145,  245,  345;  also  ihre  3  reciproken  (durch 
123  gehenden)  Geraden  23,  13,  12.  r^  sind  die  Punkte,  wo  diese 
den  Kegelschnitt  Ä'f,  treflen;  sie  seien  mit  23^,  i.?„,  72^  bezeich- 
net. Reciprok  sind  145  und  23^,  245  und  13^,  345  und  12^.  Es 
«rgiebt  sich  nun  leicht,  dass  -?2q,  13^^,  145  auf  einer  Geraden  q^^^, 
ferner  12^^,  23 f^,  245  auf  einer  Geraden  ^^^  und  13^,  23 ^f,  345  auf 
einer  Geraden  q^^  liegen.  Aber  12,  13  (also  auch  12^,  13^^  und 
145  liegen  in  der  Pentaederebene  1,  also  ist  q^^  die  Gerade 
(/,  n^),  ^,2  ebenso  [2,  7IJ  und  y^^  ist  (5,  /7„). 

Also     die    4    Geraden    ^^    der    Ebene    il^    sind    die 
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Schnittlinien  von  il,^  mit  den  5  Pentaeder  ebenen;  die- 
jenigen beiden  Pentaederebenen,  welciie  sicli  in  der  reciproken 
Geraden  2)^^  des  Punktes  P„  schneiden,  dessen  Polarebene  77^  ist, 
ergeben  nur  eine  Schnittgerade,  eben  die  p^. 

Die  3  Geraden  PqT„  sind  die  3  Geraden  A,  B,  C  der  Ebene 
JI^i,  die  einzigen,  Avelche  Polargerade  besitzen.  Diese  Polarge- 
raden liegen  in  den  Polarebenen  der  Punkte  P,,  und  berühren 
den  dort  befindlichen  Kegelschnitt  K(^. 

Auf  jeder  der  durch  P^^'  gehenden  Geraden  p^^  z.  B.  12  liegt 
ein  gewisser  Punkt,  dessen  quadratische  Polarfläche,  ein  Kegel, 
durch  die  Ebene  77^^  in  derjenigen  Geraden  *7q  berührt  ^vird,  die 
durch  den  reciproken  Pol  von  12,  also  345  geht,  also  längs  q^^^. 
Jener  Punkt  ist  der  auf  12  liegende  Knotenpunkt  der  cubischen 
Polarfläche  von  TI^y  Die  quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte 
von  12  haben  ihren  Scheitel  in  345  und  werden  durch  J7„  in 
Strahlenpaaren  geschnitten,  die  eine  Involution  bilden.  Asynip- 
totenstrahlen  sind  45  und  q^{^  =  {3,  n^) ;  zu  ihnen  sind  mithin  je 
2  Strahlen  eines  Paars  harmonisch,  also  z.  B.  auch  je  die  beiden 
Geraden,  in  denen  {35',  35")  und  {34',  34"),  die  quadratischen 
Polarflächen  der  beiden  noch  auf  12  liegenden  Punkte  124  und 
125,  durch  Uf^  geschnitten  werden. 

17^ ^^"^  ist  Polarebene  von  123  in  Bezug  auf  die  cubische 
Fläche,  also  auch  in  Bezug  auf  {45',  45"),  die  quadratische  Po- 
larfläche von  123,  mithin  sind  {123,  45),  77^^-^;  4o  ,  45"  har- 
monisch. 

52.  Ein  Ebenenpaar  ist  ein  Kegel,  dessen  Scheitel  in  jeder 
beliebigen  Ebene  liegt.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  Baumcurven 
6.  Ordnung,  auf  denen  die  Punkte  liegen,  deren  quadratische 
Polarflächen  Kegel  sind,  die  ihre  Spitzen  auf  einer  gewissen  Ebene 
haben,  durch  die  10  Punkte  P^  der  Kernfläche  gehen.  Die 
reciproken  Curven  also  aller  möglichen  Ebenen,  oder, 
was  dasselbe  ist,  die  Berührungscurven  der  cubischen 
Polar  flächen  aller  Ebenen  mit  der  Kern  fläche  gehen 
durch  die  10  Knotenpunkte  der  letz  leren  (treffen  also 
auch  jede  der  10  Geraden  ;?„  derselben  dreimal).  Jede  solche 
Berührungscurve  geht  folghch  nicht  nur  durch  die 
4  Knotenpunkte  der  cubischen  Polarfläche  (No.  48), 
sondern  auch  durch  die  10  Knotenpunkte  der  Kern- 
11  ä  che. 

11* 
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Nehmen  wir  zuerst  einmal  als  Gegenstand  unserer  Betrach- 
tung die  allgemeine  Schnittcurve  12.  Ordnung  S^'^  einer  Fläche 
4.  Ordnung  (der  Kernfläche)  und  einer  3.  Ordnung  (der  cubischen 
Polarfläche  einer  Ehene).  Eine  Tangente  der  Schnittcurve  he- 
i'idirt  beide  Flächen;  also  muss  sowohl  die  cuhische  Polarfläche 
(erste  Polare)  eines  Punktes,  in  dem  eine  solche  Tangente  einer 
beliebigen  Geraden  ß  begegnet,  in  Bezug  auf  die  Fläche  4.  Ord- 
nung, als  auch  die  quadratische  Polarfläche  (ebenfalls  erste  Po- 
lare) desselben  Punktes  in  Bezug  auf  die  Fläche  3.  Ordnung 
durch  den  Berührungspunkt  der  Tangente  gehen.  Mithin  be- 
gegnet die  Tangente  der  Schnittcurve  S'-  in  einem  Punkte,  in  dem 
die  Curve  von  der  Begegnungscurve  zweier  solchen  ersten  Polaren 
getroffen  wird,  der  Geraden  B.  Die  quadratischen  Polarflächen 
aller  Punkte  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  die  Fläche  3.  Ordnung 
bilden  ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung,  welches  der  Punktreihe 
der  Geraden  projectivisch  ist  (No.  34] ;  aber  ebenso  bilden  auch 
die  cubischen  Polarflächen  aller  Punkte  der  Geraden  B  in  Bezug 
auf  die  Fläche  4.  Ordnung  ein  Flächenbüschel  3.  Ordnung,  das 
der  Punktreihe  der  Geraden  B  auch  projectivisch  ist  (der  Beweis  ist 
ein  ähnlicher,  wie  er  früher  für  die  Flächen  3.  Ordnung  geführt 
worden,  und  es  kann  hier  nicht  näher  auf  ihn  eingegangen  wer- 
den), also  sind  die  beiden  Büschel  unter  einander  projectivisch 
und  erzeugen  eine  Fläche  5.  Ordnung,*)  welche  der  Curve  S'-' 
sechzigmal  begegnet.  Daher  treffen  60  Tangenten  dieser  Curve 
die  beliebige  Gerade  B;  ihre  Tangentenfläche  ist  also  60.  Ord- 
nung. Wir  bemerken  nebenbei,  dass  demgemäss  von  der 
60.  Ordnung  die  Tangentenfläche  der  parabolischen 
Curve  B^-  ist.  Eine  Verminderung  der  Ordnung  der  Curve  .9^- 
tritt  ein,  wenn  sie  durch  Knotenpunkte  der  Flächen,  die  einander 
in  ihr  schneiden,  geht.  Wir  nehmen  an,  sie  gehe  durch  alle 
14  Knotenpunkte  der  Kernfläche  und  der  cubischen  Polarfläche. 
Jeder  Knotenpunkt  ist  dann  Doppelpunkt  der  Durchdringungs- 
curve,  und  jeder  vermindert  die  Anzahl  der  Tangenten,  welche 
einer  beliebigen  Geraden  begegnen,  um  2;  denn  der  Knotenpunkt 
einer  Fläche  liegt  auf  der  ersten  Polare  jedes  beliebigen  Punk- 
tes in  Bezug  auf  die  Fläche,  also  die  10  Knotenpunkte  der  Fläche 
4.  Ordnung   auf  der  Grundcurve  des    cubischen   Polarenbüschels 


*)  Cremona's  Introduzione  No.  50. 
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und  die  4  Knotcnininktc  der  Fläclie  3.  Ordmmg  auf  der  (iruud- 
curve  des  quadralischen  Polarenbüschels  und  mit  diesen  beiden 
Grundcurven  also  auf  der  Fläche  5.  Ordnung.  Da  aber  die  Kno- 
tenpunkte auch  auf  S^-  liegen  und  zwar  als  Doppelpunkte,  so 
absorbiren  sie  2.14=28  von  den  60  Begegnungspunkten  der 
Curve  5'-  und  der  Fläche  5.  Ordnung,  mithin  werden  nur  die 
Tangenten  in  den  32  übrigen  Punkten  der  beliebigen  Geraden  D 
begegnen,  die  Tangentenfläche  von  S'-  demnach,  wenn  die  Curve 
durch  die  14  Knotenpunkte  der  beiden  Flächen  geht,  32.  Ord- 
nung sein.  Jetzt  gehen  wir  nun  darauf  zurück,  dass  die  Curve 
S'^  aus  2  dicht  neben  einander  herlaufenden  Raumcurven  6.  Ord- 
nung besteht,  die  sich  als  eine  einzige  Curve,  die  ßerührungs- 
curve  der  beiden  Flächen,  präsentiren.  Jeder  Piudit  der  Haum- 
curve  6.  Ordnung  hat  mithin  die  licdeutung  eines  Doppelpiniktes 
der  Curve  12.  Ordnung,  so  dass  nun  auch  die  14  Knotenpunkte 
sich  nicht  mehr  vor  den  ül)rigen  Punkten  auszeichnen,  sondern 
als  Punkte  der  Raumcurve  6.  Ordnung  in  die  Bedeutung  von 
einfachen  Punkten  zurücktreten.  Ebenso  hat  jede  Tangente  der 
Curve  6.  Ordnung  die  Bedeutung  von  2  Tangenten  der  Curve 
12.  Ordnung;  begegneten  daher  32  Tangenten  dieser  Curve  jeder 
beliebigen  Geraden,  so  begegnen  16  Tangenten  der  Curve  6.  Ord- 
nung derselben.  Also  die  Tangentenfläche  der  rccipro- 
ken  Curve  einer  Ebene  oder  der  Curve,  längs  deren 
sich  die  Kernfläche  und  die  cubische  Polarfläche  einer 
Ebene  berühren,  ist  16.  Ordnung.  Es  wird,  da  diese 
Curve  auch  Schnitt  zweier  Oberflächen  3.  Ordnung  ist,  die  schon 
eine  cubische  Raumcurve  gemein  haben  (No.  16),  dies  Resultat 
im  nächsten  Kapitel  nochmals  bewiesen  werden.  Es  schien  uns 
daher  um  so  weniger  nothwendig,  auf  den  genaueren  Beweis  der 
oben  erwähnten  Sätze  einzugehen,  die  aus  der  Theorie  der  Po- 
laren im  Allgemeinen  bekannt  sind ;  hier  kam  es  uns  nur  dar- 
auf an,  die  durch  die  Knotenpunkte  der  beiden  ein- 
ander berührenden  Flächen  bewirkte  Verkleinerung 
der  Ordnung  der  Tangentenfläche  ihrer  Berührungs- 
curve  nachzuweisen. 

53.  Nach  No.  48  bilden  die  reciproken  Pole  der  Punkte 
der  Curve  4.  Ordnung,  welche  durch  eine  Ebene  aus  der  Kern- 
fläche ausgeschnitten  wird,  eine  Raumcurve  6.  Ordnung.  Diese 
schneidet  die   cubische  Fläche  in    18  Punkten,   folglich  giebt  es 
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in  jener  Ebene  18  Punkte,  deren  recii)roke  Pole  auf  der  cubi- 
sclien  Fläche,  also  auf  der  parabolischen  (lurve  liegen,  oder  18 
reciproke  Pole  von  Punkten  der  parabolischen  Curve  liegen  auf 
jener  Ebene.  Mithin  bilden  die  reciproken  Pole  der 
Punkte  der  parabolischen  Curve  eine  Raunicurve 
18.  Ordnung  E^^.  Das  sind  stets  die  Punkte  IV  (No,  49).  In 
diesen  Punkten  berührt  die  Gerade  W IF'  die  Kernfläche,  also 
berührt  die  Rückkehrwendetangentenflächc  t^^  die 
Kernfläche  längs  der  Curve  18.  Ordnung  K^^.  Sie 
durchschneidet  sie  in  d  er  parabolischen  Curve  Ä*'  und 
demnach  noch  in  einer  Curve  72.  Ordnung  A''-.  Jede 
Generatrix  von  t'-^^  berührt  also  die  Kerndäche  in  dem  Punkte 
fV'  auf  A'*,  schneidet  sie  in  dem  Punkte  JV  auf  ü '-  und  einem 
Punkte  W"  auf  E'-.  W  und  W  sind  reciprok,  mithin  sind  die 
beiden  reciproken  Pole  von  W',  der  als  Berührungspunkt  dop- 
pelter Schnittpunkt  ist,  und  von  W"  —  der  von  W  ist  W,  der 
von  W"  sei  Z'  —  die  Berührungspunkte  der  Geraden  WZ,  der 
Polargcraden  von   WW',  mit  der  Kernfläche  ['So.  46). 

Die  reciproke  Curve  L^  einer  beliebigen  Ebene  T  begegnet 
<3"  in  ISO  Punkten,  welche  sich  auf  die  Curven  R^-,  A'>«,  A" 
vertheilen  müssen,  und  zwar  gilt  jeder  Punkt,  in  welchem  Z" 
die  Curve  A'^  trifl't,  für  je  zwei  von  den  180,  weil  in  A'*^  die 
Kernfläche,  anfderZ*^  liegt,  und  t'^^  einander  berühren.  Da  nun 
A'^*  die  reciproken  Pole  von  J?  ^^  enthält  und  umgekehrt,  so  muss 
i*^  der  Curve  A'^^  so  oft  begegnen,  als  die  Ebene  T  der  Curve 
i?'*,  also  zwölfmal,  und  der  Curve  R^'-  so  oft,  als  T  der  Curve 
A'^,  also  achtzehnmal.  Doch  ausser  den  12  Punkten,  in  denen, 
wie  wir  eben  gefunden,  i ''  und  A'^"'  einander  begegnen,  haben 
sie  noch  andere  Begegnungspunkte.  Da  jede  der  Geraden  p^^  die 
cubische  Fläche  in  3  Punkten  trifft,  so  ist  jeder  der  Punkte  ^^^ 
reciproker  Pol  zu  3  Punkten  von  ß^-;  mithin  geht  die  Curve 
A'*  dreimal  durch  jeden  der  10  Punkte  P^.  Durch  diese 
geht  aber  auch  die  reciproke  Curve  Z^  der  Ebene  T,  mithin  erhalten 
wir  noch  10  Schnittpunkte  von  i^  und  A'^^,  deren  jeder  die 
Bedeutung  von  3  hat.  Wir  haben  nun  auf  R^'^  18,  auf  A'^ 
2.12  +  3.10=54  Schnittpunkte  von  i"^^  mit  Z*^— die  letzteren 
ersichtlich  die  54  Punkte,  in  denen  A'^^  die  cubische  Polarfläche 
von  T  trifl't  — ,  mithin  kommen  auf  A'-  noch  108.  Demnach 
giebt  es  auf  der  Ebene  T  108  Punkte,  deren  reciproke  Pole  auf 
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A^Miegeii,  also  I'uiikte  W"  sind.  Die  recipiolieii  l*ole  der  runkle 
W"  sind  aber  die  Punkte  Z' ,  in  denen  die  Geraden  WZ  die 
Keriilläche  zum  zweiten  Male  berühren;  denigeniäss  liegen  108 
derartige  Punkte  in  der  beliebigen  Ebene  T,  mithin  ist  die  von 
diesen  zweiton  Berührungspunkten  der  Geraden  WZ,  der  Tan- 
genten der  paraliolischen  Curve,  gebildete  Raumcurve  108.  Ord- 
nung, daher  heisse  sie  ä''"^.  Also  die  Tangentenl'läche 
der  parabolischen  Curve  berührt  die  Kernfläche  längs 
dieser  parabolischen  Curve  selbst  und  längs  einer 
Curve  108.  Ordnung  A''"^  wodurch  auch  der  Schnitt  240.  Ord- 
nung, den  sie  als  Fläche  60.  Ordnungen  mit  der  Kernfläche  gemein 
hat,  sich  herausstellt:  2  .  12  +  2  .  108  =  240. 

Die  reciproke  Curve  von  R^'-  ist  K^^ ,  die  von  Af'^ 
ist  A'^"*^,  und  jede  L^  ist  reciproke  Curve  zu  einer 
ebenen  Curve  A'.  Es  hat  sich  also  wiederholt  das  Verhält- 
niss  der  Ordnungen  zweier  (AU'ven,  von  denen  jede  stets  die  reci- 
proken  Pole  der  andern  enthält,  2  :  3  ergeben. 

54.  Die  quadratischen  Polarflächen  der  Punkte  einer  Gera- 
don /?„  gellen  alle  durch  dieselben  4  Geraden,  welche  in  den 
reciproken  Pol  P^  der  Geraden  /^^  zusammenlaufen  (man  sehe 
No.  50);  demnach  gehen  die  Polarebenen  aller  Punkte  dieser 
4  Geraden  durch  die  Gerade  Pf, ;  diese  ist  folglich  gemeinschaft- 
liche Polargerade  der  4  Goraden.  Jede  Gerade  p^  ist  also 
gemeinschaftliche  Polargerade  der  4  in  ihren  reci- 
proken Pol  zusammenlaufenden  Geraden  f. 

Das  Pentaeder  hat  15  Diagonalen;  jede  derselben  schneidet, 
da  sie  2  Knotenpunkte  der  Kernfläche  verbindet,  dieselbe  nicht 
mehr;  also  muss  ihre  Polarcurve  eine  solche  Raumcurve  4.  Ord- 
nung sein,  durch  welche  wohl  2  Ebenenpaare,  aber  kein  Kegel 
gelegt  werden  kann;  sie  besteht  aus  4  ein  windschiefes  Vierseit 
bildenden  Geraden  «',  h',  c',  d' .  Wiederum  ist  also  nothwendig, 
dass  die  Polarebenen  sämmtlicher  Punkte  dieser  4  Geraden  durch 
die  entsprechende  Diagonale  gehen ;  so  dass  diese  die  Polargeradc 
für  alle  4  ist.  Demnach  ist  jede  Diagonale  des  Steiner- 
scheu  Pentaeders  gemeinschaftliche  Polargerade  der 
4  Geraden,  in  denen  sich  die  Polar  ebenen  paare  ihrei- 
beiden  Endpunkte  durchschneiden.  Es  giebt  daher 
100  Gerade,  welche  Polargerade  haben,  aber  so,  dass 
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je  4  dieselbe  Polargeiade  haben.  Die.se  100  Geraden  sind 
die  einzigen,  von  denen  Steiner  erwähnt,  dass  sie  statt  eines  Po- 
larkegels eine  Polargerade  haben;  während  sich  nach  dem  Frühe- 
ren ergeben  hat,  dass  es  deren  unendlich  viele  giebt.  Freilich 
zeichnen  sich  unter  ihnen  die  eben  betrachteten  100  Geraden 
aus.  Diese  100  Geraden  zerfallen  nach  dem,  was  wir  eben  ge- 
sehen, in  2  Abtheilungen  von  40  und  60  Geraden.  Für  jene 
haben  wir  uns  schon  mehrfach  der  Bezeichnung  des  Herrn  Clebsch*) 
durch  den  Buchstaben  f  bedient,  diese  nennt  er  die  Geraden  i. 

Es  seien  die  4  Geraden  /,  welche  die  Polarcurve  von  45 
bilden  und  in  den  Punkt  123  zusammenlaufen ,  f^  f.,  f^  f^.  Die 
-3  durch  sie  gehenden  Ebenenpaare  sind  [12',  72"),  {13f,  13"), 
{23',  23").  Alle  durch  die  4  Geraden  gelegten  Kegel  bilden  ein 
Büschel,  schneiden  also  jede  beliebige  Gerade  in  einem  Involu- 
lionssysteme.  Nehmen  wir  zu  dieser  Geraden  eine,  welche  den 
Kanten  13  und  23  und  zwar  in  den  Punkten  13f^  und  2.3^  be- 
gegnet; die  Ebenen  12'  und  12"  treffe  sie  in  den  Punkten  i^Q 
und  1^\.  Die  3  Ebenenpaare  gehören  mit  zu  den  Kegeln,  also 
ist  /2'o  und  12'\  ein  Punktenpaar  der  Involution;  die  beiden 
Ebenenpaare  {13',  13")  und  {23',  23")  werden  nun  von  der  Gera- 
den nur  in  je  einem  Punkte  (oder  besser  in  2  zusammengefal- 
lenen Punkten)  resp.  13f^  und  25^,  getroffen,  mithin  sind  diese 
Punkte  die  Asymptotenpunkte  der  Involution,  also  12'f^,12'\;13Q,23Q 
harmonische  Punkte  (durch  die  Schreibweise  ist  schon  angedeu- 
tet, dass  /2'o,  /2"o  einerseits  und  23^^  und  13^  andererseits  zuge- 
ordnet sind).  Die  4  Ebenen  1^,  12"-,  1,  2,  welche  einander  in 
der  Kante  12  begegnen,  gehen  durch  diese  4  Punkte,  also  bilden 
sie  ein  harmonisches  Büschel. 

Wir  haben  mithin  das  Theorem: 

Die  beiden  Ebenen  F  der  quadratischen  Polar- 
fläche  eines  Punktes  P„  bilden  mit  den  beiden  Penta- 
ederebenen J?o,  welche  durch  ihre  Schnittgerade, 
die  reciproke  Gerade  />o  des  Punktes  Pq,  gehen,  ein  har- 
monisches Büschel  und  sind  in  demselben  zugeordnet. 

Dies  ist  der  einzige  Satz,  welchen  Steiner  selbst  über  das 
Pentaeder    gegeben    hat.      Im    Folgenden    sollen    noch  mehrere 


*)  Journal  von  Crelle-Eorchardt,  Band  59  Seite  220. 
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andere  synllieliscli  entwickelt  werden,  welche  Herr   Clebsch*)  zu- 
erst bekannt  gemacht  hat. 

Die  Ebenen  F,  welche  zu  je  2  die  quadratischen  Polarilächen 
der  3  auf  einer   Geraden   p^  liegenden  Punkte  P,,  geben,    gehen 
viermal  je  3  durch  eine  der  4  Geraden  f,  welche  die  Polarcurve 
der  Geraden  ;?„  bilden;  z.  B.  wenn  p^   die  Kante  45  ist,  mögen 
durch  f^\  12,   13',  23" 
durch  /; :   12',   13",  23' 
durch  f^:  12",  13*,   23' 
durch  f^:   12",  13",  23"  gehen. 
Jede    Ebene    F    schneidet    2    Pentaeder  ebenen    in 
einer    Geraden  /?„,    die  3    übrigen    aber    schneidet    sie 
in    Geraden,    weiche    wir    mit  Herrn    Clebsch  g   nennen. 
Dieser    Geraden    giebt    es  3.20  =  60;   in  jeder  Penta- 
ederecke kommen  6  zusammen. 

Nehmen  wir  zwei  Ebenen  F  heraus,  die  durch  eine  Gerade 
f  gehen :  12'  und  13',  die  sich  in  /",  schneiden.  In  der  Ebene  1 
haben  wir  nun  das  harmonische  Biischel:  12,  13,  die  Schnitt- 
linien von  2  und  3  mit  1,  und  die  Schnittlinien  von  23'  und  23" 
mit  1.  Durch  12  und  13  gehen  aber  auch  12'  und  13'',  23"  ist 
die  dritte  Ebene  F,  die  durch  f^  geht;  es  ist  nun  ersichtlich, 
dass  die  vierte  harmonische  Ebene  zu  12',  13';  23"  (so  bezeichne 
ich,  dass  sie  zu  23"  zugeordnet  sein  soll)  die  Ebene  1  in  der 
Geraden  schneidet,  welche  vierte  harmonische  zu  12,  13;  (/,  23") 
ist,  d.  h.  in  der  Geraden  g  =  [i,  23').     Also: 

Die  vierte  harmonische  Ebene  zu  3  Eh^uan  F^F^;F.^, 
die    durch   dieselbe   Gerade  f  gehen,    geht   durch   die- 
jenige   Gerade   g,    in    der   die   Ebene   F,    die   mit  F^  zu 
einem    Polarebenenpaar    zusammengehört,    diejenige 
Pentaederebene   schneidet,   welche   durch   die    beiden 
resp.  aufi'fUndi^2b^f^"^'^*^^®'^^®^^^^°^og*''*''^6*^i''d. 
Die  8  Pole  der  Pentaederebene  5  seien  a,  ß,  y,  8,  e,  f,  r],  &. 
Sie  liegen  so,  dass  die  Geraden 
as,  ß^,  yi],  öQ'  die  4  in  den  Punkt  234  zusammenlaufenden /sind, 
tiß.^L  yö,r}&     „    4  „  ■  „        „       134  „  „     „ 

ay,  er],  ßö,  f^     „    4  „      „        „       124  „  „     „ 

a&,  6e,  ßr],   ';y     „    4  „     „        „       123  „  „     „. 


*)  Am  eben  angef.  Orte. 
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Demnach  liegen  aut  den  Ebenen 

34'  die  Punkte  aeßt         13'  die  Punkte  aßt]& 


34"  „ 

yri^% 

13"    „ 

c'iy^ 

12      „ 

ci%ty 

23'    „ 

c<i8& 

12"    , 

e6ßy] 

23"    „ 

iHyv 

24'     , 

aeyr] 

14'    „ 

aßyö 

24"    „ 

ß'^ö& 

14"    „ 

etv^- 

Dagegen  schneiden  die  quadratischen  Polarflächeii  von  123  und 
345  :  {3/,  34")  und  {12',  12")  (Einander  in  4  Geraden  «f,  rjö,  sß,  yd-, 
die  ein  windschiefes  Vierseit  bilden:  die  Gerade  [125,  345)  ist 
eine  Diagonale  des  Pentaeders,  also  sind  diese  4  Geraden  Gerade  /. 
Ebenso  ist  die  Polarcurve  von  {245,  133)  oder  die  Schniltcurve 
von  {13',  13")  und  [24',  24")  das  System  der  4  Geraden:  ttri,l8,ß&,riy 
und  die  von  {235,  145),  in  der  sich  (//,  14")  und  {23',  23")  be- 
gegnen, besteht  aus  ad,  ^j],  ßy,  s^.  Mehr  Diagonalen  liegen  in 
der  Ebene  5  nicht.     Wir  haben   so  aus  den  Polen  dieser  Ebene 

12  Gerade  i  entwickelt,  so  dass  alle  5  Pentaederebenen  60  der- 
artige Geraden  geben,  wie  wir  schon  oben  gesehen. 

Ersichtüch  hegen  je  in  einer  Ebene  arj,  rj^,  f«;  a'rj,r]d,öa; 
^6,  6r],  T]^;  ^8,  6a,  «f;  sy,  yd',  &e;  ey,  yß,  ße;  ß&,  ■&y,  yß; 
ßd;  &e,  eß.  Es  ergeben  sich  so  8  Ebenen,  in  deren  jeder  3  Ge- 
rade /  liegen  und  von  denen  je  2  durch  jede  Gerade  i  gehen. 
Das  sind  die  Ebenen  ff  des  Herrn  Clebsch. 

Die  8  Pole  der  Ebene  1  liegen  ersichtlich  auch  auf  den 
4  Geraden  as,  ß^,  yrj,  6&,  welche  die  Polarcurve  von  15  bilden, 
sind  aber  von  den  8  Polen  der  Ebene  5  verschieden.  Jede  der 
8  obigen  Ebenen  H  schneidet  je  3  dieser  4  Geraden  in  Polen 
von  5 ;  die  Geraden  /,  die  sich  in  ähnlicher  Weise  aus  1  ablei- 
ten,  verbinden  je  2  Pole  dieser  Ebene,  die  auf  verschiedenen 
dieser  4  Geraden  liegen.  Fiele  also  eine  aus  1  abgeleitete  Ge- 
rade i  in  eine  aus  5  abgeleitete  Ebene  H,  so  niüsste  ein  Pol 
von  1  mit  einem  von  5  coincidiren,  was  nicht  der  Fall  ist.  Also 
fallen  in  keine  der  Ebenen  H  mehr  als  3  Gerade  ?. 

Es  giebt  mithin  60  Gerade  /  und  40  Ebenen  H;  je 
3  Gerade  i  liegen  in  einer  Eben-e  H,  und  je  2  Ebenen 
H  gehen  durch  eine  Gerade  i.  Betrachten  wir  eine  Ebene 
E,  z.  B.  die,  in  welcher  arj,  t/f,  ^a  oder  was  dasselbe  {13',  24'), 
{14',  23')  und  {34',  12')   hegen,  sie  heisse  H^\  {13',  24')    schneidet 

13  dort,  wo  sie  von  24'  geschnitten;  ebenso  {14',  23')  die  14  dort. 
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WO  sie  von  23',  und  [34',  12')  die  12  dort,  wo  sie  von  34'  gelroi- 
fen  wird.  Also  sclnieidet  unsere  Ebene  H^  die  deraden  13,  14,  12 
dort,  wo  sie  von  24',  23',  34'  getroflen  werden,  d.  li.  die  Punkte 
[13,  24'),  [14,  23')  und  [12,  34')  liegen  auf  der  Geraden  [H^,  l). 
Mithin  liegen  die  3  Geraden  g\[3,  24'),  [4,  23')  und  [2,  34')  in 
der  Ebene,  welche  die  Gerade  [H^,  1)  und  den  Punkt  234  ent- 
hält. Ebenso  liegen  [3,  24'),  [4,  23"),  [2,  34");  [3,  24"),  [4,  23"), 
[2,  34");  [3,  24"),  [4,  23'),  [2,  34")  je  in  einer  Ebene.  Also  haben 
wir  folgendes  Theorem: 

Die  6  (leraden  g,  welche  in  einer  Ecke  des  Penta- 
eders zusammenkommen,  liegen  viermal  j  e  3  a  u  1"  e  i  n  e 
Ebene. 

Diese  Art  Ebenen  werde  mit  G  bezeichnet.  Durch 
jede  Ecke  des  Pentaeders  gehen  4  derselben;  mithin  giebt  es 
im  Ganzen  40  Ebenen  G.  Durch  jede  Gerade  g  gehen 
2  Ebenen  G.  Durch  die  Gerade  g  =  [3,  24')  gehen  also  fol- 
gende 4  Ebenen:  3,  24'  und  die  beiden  Ebenen  G,  von  denen 
die  eine  noch  durch  [4,  23')  und  [2,  34'),  die  andere  noch  durch 
[4,  23")  und  [2',  34")  geht.  Diese  4  Ebenen  schneiden  die  Ebene 
4  in  den  4  Geraden:  34,  24,  [4,  23'),  [4,  23").  Doch  diese  sind 
auch  die  Durchschnitte  von  4  mit  3,  2;  23',  23" ,  folglich  nach 
dem.  Früheren  mit  4  harmonischen  Ebenen,  also  bilden  auch  die 
4  Geladen  und  auch  die  4  obigen  Ebenen  um  [3,  24')  ein  har- 
monisches Büschel. 

Mithin:  Die  beiden  Ebenen  G,  welche  durch  eine 
Gerade  g  gehen,  bilden  mit  der  Ebene  Eq  und  der 
Ebene  F,  die  durch  diese  Gerade  gehen,  ein  harmo- 
nisches   Büschel,    in   dem   sie    zugeordnet   sind. 

Jede  Ebene  G  schneidet  die  3  in  ihr  erEcke  zusam- 
menkommenden Ebenen  E^  in  Geraden  g,  die  beiden 
übrigen  aber  i n  G e r a d e n ,  d i e  w i r  m i t  A  b e z e i c h n e n  wol- 
len. Die  obige  Gerade  (/Tj,  1),  wo  H^  die  erste  der  8  aus  5  abgelei- 
teten Ebenen  H  ist,  ist  eine  solche;  denn  in  ihr  schneidet  die 
Ebene  G,  die  durch  [4,  23'),  [3,  24'),  [2,  34')  geht,  die  Ebene  i. 
Man  wird  ebenso  wie  oben  finden,  dass  die  Ebene  H^  durch  die 
Schnittpunkte  [12,  34'),  [23,  14'),  [24,  13')  geht,  also  durch  die  Ge- 
rade h,  in  der  die  durch  [1,  34'},  [3,  14'),  [4,  13')  gehende  Ebene 
G  die  Ebene  2  schneidet,  dann  ebenso  durch  die  Gerade  h,  in 
welcher  die  durch  [1,  24'),  [2,  14'),  [4,  12')   gelegte  Ebene  G  die 
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Ebene  5  triül,  und  endlich  durch  die  Gerade  h,  in  «elcher  die 
Ebene  Q,  in  der  sich  [1,  23'),  [2,  13%  (5,  12')  befniden,  der  Ebene 
4  begegnet. 

Auf  jeder  Ebene  H  liegen  demnach  4  Gerade  h,  von 
denen  keine  auf  der  Ebene  Eq  sich  befindet,  aus  der  wir  H  ab- 
geleitet haben.  Jede  Ebene  G  erzeugt  2  Gerade  h;  also 
giebt  es  80  dieser  Geraden. 

Nehmen  wir  noch  eine  beliebige  von  den  8  aus  5  abgelei- 
teten Ebenen  H,  z.  B.  die  sechste,  H^,  welche  durch  ly,  yß,  ße 
oder  durch  (13",  24'),  [14",  23') ,  [34',  12")  geht.  Diese  enthält 
auch  die  Gerade  h  —  sie  heisse  li  — ,  in  der  die  durch  [3,  24'), 
{2,  34'),  [4,  23')  gehende  Ebene  G  die  Ebene  /  schneidet.  Diese 
Gerade  können,  wie  wohl  nun  schon  klar  ist,  nur  Ebenen  H  ent- 
halten, die  aus  5  hervorgegangen  sind;  allgemein  durch  eine  Ge- 
rade h,  in  der  eine  durch  die  Ecke  X^iv  gehende  Ebene  G  die 
Ebene  n  schneidet,  kann  nur  eine  aus  der  Ebene  q  abgeleitete 
Ebene  H  gehen,  wobei  A,  jit,  v,  n,  q  die  5  Zahlen  /,  2,  3,  4,  5  in 
beliebiger  Reihenfolge  sind.  Durch  die  obige  Gerade  h  gehen 
aber  von  den  aus  5  abgeleiteten  Ebenen  H  nur  H^  und  /Tg.  Also 
gehen  durch  jede  Gerade  h  nur  2  Ebenen  H. 

Die  Ebene  H,^  schneidet  3  in  der  Geraden,  in  der  diese 
von  der  durch  [1,  24'),  [2,  14"),  [4,  12")  gehenden  Ebene  G  ge- 
troffen wird. 

Durch  h'  gehen  also  4  Ebenen:  die  beiden  Ebenen  i/,  und 
iTg,  die  Ebene  G,  welche  h'  erzeugt,  und  die  Ebene  1;  die  Ebene 
G  geht  durch  [4,  23'),  [3,  24'),  [2,  34').  Die  4  Ebenen  schneiden 
die  Ebene  3  in  folgenden  4  Strahlen:  den  beiden  Geraden  h,  in 
denen  3  von  den  Ebenen  G'  und  G"  getroffen  wird,  von  denen 
jene  durch  [1,  24),  {2,  14'),  [4,  12'),  diese  durch  {1,  24'),  (2,  14"), 
[4,  12")  geht,  und  den  Geraden  (5,  24)  und  13.  Die  beiden  Ge- 
raden h  gehen  durch  die  Punkte  [23,  14'),  [23,  14"),  die  Gerade 
(5,  24')  durch  den  Punkt  234  und  13  durch  123.  In  diesen 
4  Punkten  wird  die  Kante  23  durch  die  harmonischen  Ebenen 
14',  14";  4,  1  getroffen;  demnach  sind  die  4  Punkte  harmonisch 
und  die  4  Strahlen  und  die  4  Ebenen. 

Also  bilden  die  beiden  Ebenen  H,  die  durch  eine 
Gerade  h  gehen,    mit  der  Ebene  G  und  der  Ebene  E^, 
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die  diese  Gerade  enthalten,  ein  harmonisches  Büschel, 
in  dem  sie  zugeordnet  sind. 

(Wir  haben  die  Accentuation  bei  den  Ebenen  F  so  einge- 
richtet, dass  von  den  3  Ebenen  F,  die  eine  Ebene  G  erzeugen, 
entweder  alle  drei  oder  nur  eine  den  einfachen  Accent  hat;  in 
Folge  dessen  haben  von  den  3  Ebenen  F,  die  durch  dieselbe  /" 
gehen,  entweder  zwei  oder  keine  den  einfachen  Accent.) 

55.  Die  Ebene  Gp  die  durch  [23',  1),  [12',  3),  [13',  2),  und 
die  Ebene  G.^,  welche  durch  [24',  1),  [12',  4),  [14',  2),  also  durch 
eine  andere  Ecke  geht,  mögen  betrachtet  werden. 

[23',  1)  und  [24',  1)  schneiden  einander,  ebenso  [13',  2)  und 
(//,  2).  Durch  die  beiden  Schnittpunkte  muss  also  die  Schnitt- 
gerade von  G^  und  G^  gehen.  Mit  23'  und  24'  trillt  aber  34"  in 
einer  Geraden  f  zusammen,  ebenso  mit  13'  und  14'  ebenfalls  34". 
Also  geht  34"  durch  jene  Schnittpunkte,  mithin  durch  die  ganze 
Gerade  [G^,  G^.  Die  4  durch  123  gehenden  Ebenen  G  gehen 
durch  die  Geraden  y  in  folgender  Weise: 

1 .  [23^,  1),  [13',  2),    [12',  3)      ^.   [23",  1),  [13',  2),    [12",  3) 

2.  [23',  1),  [13",  2),  [12",  3)     4.   [23",  1),  [13",  2),  [12',  3). 
Ebenso  die  4  durch  124  gehenden  Ebenen: 

I.    [24',  1),  [14',  2),    [12',  4)       III.    [24",  1),  [14',  2),    [12",  4) 
U.   [24',  1),  [14",  2),  [12",  4)     IV.   [24",  1),  [14",  2),  [V2: ,  4). 
Ferner  kommen  in  einer  Geraden  f  zusammen: 
23f,   24',  34"      ebenso:  13' ,  14',   34" 
2^,    24",  34'  13' ,  14',    34' 

23",  24',    34'  13",  14',    34' 

23!',  24",  34",  13",  14",  34". 

FolgHch  schneiden  sich  die  mit  1.  und  I.  bezeichneten  Ebenen 
G  auf  34",  die  Ebenen  1.  und  IV.  auf  34',  2.  und  II.  auf  34", 
2.  und  III.  auf  34',  3.  und  IL  auf  34',  3.  und  III.  auf  34",  4.  und 
I.  auf  34',  und  4.  und  IV.  auf  34". 

Also  viermal  schneidet  eine  durch  123  gehende  Ebene  G 
eine  durch  124  gehende  auf  34',  viermal  auf  34".  Halten  wir 
nun  34  fest  und  lassen  statt  12  andere  Combinationen  der  Ziffern 
/,  2,  5  zu  zweien  eintreten,  so  erhalten  wir  3.4=12  derartige 
Schnittlinien  auf  34'  und  12  auf  34".  Mithin  kommt  es  im 
Ganzen  20.  12==:240  Male  vor,    dass   sich  2  Ebenen  G, 
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die    nicht     derselben    Pentaederecke    angehören,    auf 
einer  Ebene  F  schneiden.*) 

Die  beiden  Ebenen  Gj  und  G^  begegnen  der  Ebene  12'  in 
den  Geraden  g,  in  denen  sie  durch  3  und  4  geschnitten  wird; 
die  Ebene  34'  schneidet  12'  in  einer  Geraden  i',  34"  ebenfalls 
in  einer  Geraden  /".  Die  Ebenen  3,  4;  34",  5/ bilden  ein  har- 
monisches Büschel,  also  thun  dies  auch  ihre  Schnittgeraden  mit 
12'.  Durch  die  3  ersteren  derselben  gehen  Q^,  G.^  und  34",  die 
sich,  wie  eben  erkannt,  in  einer  Geraden  schneiden;  die  vierte 
harmonische  Ebene  folglich  zu  G,,  G^',  34"  muss  durch  die  Ge- 
rade i'  =  [12',  34')  gehen.     Also : 

Die  vierte  harmonische  Ebene  zu  den  2  Ebenen  G, 
die  sich  auf  einer  Ebene  F  schneiden,  und  zu  dieser 
und  zwar  die  dieser  zugeordnete  geht  durch  eine  Ge- 
rade i,  welche  auf  der  Ebene  F  liegt,  die  mit  jener  zu 
einem  Polarebenenpaar  verbunden  ist. 

Z.  B.  geht  die  vierte  harmonische  Ebene 

zu  1.,     I.;  34"  durch  (//,  34')        zu  3.,   II.;  34'  durch  (5/',  12f') 

„    .1„IV.;5/      „       [12,   34")       „  3.,  III.;  5/'     „      (5/,    it) 

„    2.,    \\.\34"      „       [34',   12")         „   4.,     l.;  34'      „       [34",  12:) 

„   2.,m.;  34'      „       [34",  If)         „4.,  IV.;  34"     „       [34',   12^). 

Demnach  gehen  durch  jede  der  4  Geraden  [34',  12'),  [34",  12f), 
[34',  12"),  [34" ,  12"),  (welche  ein  windschiefes  Vierseit  bilden)  2  von 
diesen  vierten  harmonischen  Ebenen. 

Nun  ist  auch  ersichtlich,  dass  viermal  je  eine  durch  134 
gehende  Ebene  G  eine  durch  234  gehende  auf  12f  und  viermal 
ebenso  auf  12"  schneidet.  Suchen  wir  auch  hier  wieder  die  vier- 
ten harmonischen  Ebenen,  so  ergeben  sich  nochmals  je  2  für 
jede  der  4  obigen  Geraden.  Damit  sind  alle  erschöpft.  Durch 
jede  Gerade  i  gehen  also  je  4  von  diesen  vierten  har- 
monischen Ebenen,  deren  es  ersichtlich  240  giebt. 

Durch  jede  Gerade  i  gehen  auch  2  Ebenen  H;  z.  B.  durch 
[12f,  34')  gehen  H'  und  H" ,  von  denen  auf  jener  noch  die  Ge- 
raden i  :  [23',  14')  und  {13',  24),  auf  dieser  aber  noch  [2^',  14") 
und  [13",  24")  liegen;  H'  schneidet  3  in  der   Geraden  h,   in  der 


*)  Herr  Clebscli  sagt  180  Male;  so  steht  auch  in  der  deutschen  Bear- 
beitung von  Salmon's  Lehrbuch  der  analytischen  Geometrie  des  Raums 
Band  II  Seite  409. 
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3  durch  Co  geschnitten  wird.  Die  Ebene  i2'  schneidet  3  in  der 
Geraden  g,  in  der  sie  durch  G^  geschnitten  wird,  34'  in  der- 
selben Geraden  wie  34".  Folglich  schneiden  G^,  G^'  ''^"  und 
ihre    der    34"  zugeordnete  vierte  harmonische  Ebene    die  Ebene 

3  in  demselben  Strahlbüschel,  als  13f,  H',  34'  und  die  vierte 
harmonische  Ebene  zu  Gj ,  G^;  34";  also  da  nun  diese  vierte 
harmonische  auch  durch  die  Gerade  {12',  34')  nach  dem  Obigen 
geht,  so  ist  sie  auch  vierte  harmonische  zu  12',  H' ;  34'. 

Jede  also  der  4  vierten  harmonischen  Ebenen,  die 
durch  eine  Gerade  i  gehen,  ist  auch  vierte  har- 
monische zu  den  beiden  Ebenen  F  und  einer  der  bei- 
den Ebenen  H,  die  durch  diese  Gerade  i  gehen,  und 
zwar  stets  einer  der  beiden  J*]benen  F  zugeordnet. 
Die  beiden  F  seien   F^  F.^;   die  beiden  H  :  H'  und  H"   und  die 

4  vierten  harmonischen  Ebenen  D^  D^  D.^  D^;  also  haben  wir  fol- 
gende harmonischen  Büschel:  H'  F^\  F.,  D^,  H'  F^;  F^  D.^,  H"  F^ ; 
F^D.„H"  F,;F,D,. 

Die  beiden  Ebenen  H'  und  H" ,  die  durch  {12',  34')  gehen, 
schneiden  3  in  den  Geraden  h,  in  denen  sie  von  den  beiden 
Ebenen  G  getroffen  wird,  von  denen  die  eine  durch  die  3  Ge- 
raden fj  :  {4,  12'),  (2,  14')  und  {1,  24'),  die  andere  durch  {4,  12'), 
{2,  14")  und  (/,  2/')  geJ't.  Durch  {4,  12')  gehen  also  beide.  Sie 
bilden  nach  einem  früheren  Satze  mit  4  und  12'  ein  harmonisches 
Büschel,  in  dem  sie  zugeordnet  sind,  also  schneiden  sie  auch  3 
in  einem  harmonischen  S'trahlbüschel.  Wo  aber  3  von  4  ge- 
schnitten wird,  da  wird  sie  auch  von  34'  geschnitten;  also  ist 
dieses  harmonische  Strahlbüschel  auch  der  Schnitt  von  3  mit 
H' ,  H";  34',  12' ,  welche,  da  sie  alle  durch  {34 .,  12')  gehen,  auch 
ein  harmonisches  Büschel  bilden.    Mithin: 

Die  beiden  Ebenen  H^  welche  durch  eine  Gerade  i 
gehen,  bilden  mit  den  beiden  durch  dieselbe  gehen- 
den Ebenen  F  ein  harmonisches  Büschel,  in  dem  sie 
zugeordnet  sind. 

Die  40  Geraden  y  (jede  als  .3  Ebenen  F  angehörig  drei- 
fach gerechnet),  die  60  Geraden  i  und  die    10  Geraden  />„ 

20  19 
absorhiren  vollständig  die  ~ =  190  Schnittgera- 
den der  20  Ebenen   F. 
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Jede  Ebene  Zfscli  neidet  jede  der  4  Ebenen  E(^,  aus 
denen  sie  niclit  abgeleitet  ist,  in  einer  Geraden  ä, 
durch  welche  eine  Ebene  G  geht  (auf  der  sich  die  Ecke  des 
Pentaeders  befindet,  in  der  die  3  übrigen  Ebenen  E^,  zusaniinen- 
stossen).  Die  Gerade  dagegen,  in  der  sie  der  Ebene  E^^ 
begegnet,  aus  ^\elcher  wir  sie  abgeleitet  haben,  heisse 
k.  Es  giebt  also  auf  jeder  Ebene  £(,  8  solcher  Gera- 
den ^  (je  2  aus  derselben  E(^  abgeleitete  Ebenen  H  begegnen 
einander  in  einer  Geraden  i),  mithin  im  Ganzen  40. 

Die  oben  betrachtete  Ebene  C^,  welche  durch  [12',  3),  [13',  2} 
und  (25',  J)  geht,  —  wir  wollen  sie  lieber  G^'j^o  nennen  —  schnei- 
det 4  in  einer  Geraden  Ä'iog,  ^  und  5  in  einer  Geraden  Ä'123. 5- 
Durch  A'i23'4  gchöi  ^  Ebenen  H;  die  eine  H\^.^,^  geht  unter 
andern  noch  durch  die  Gerade  ä'j24»3'  in  welcher  die  Ebene  G, 
welche  durch  {l/,  4),  [14,  2),  [24',  1)  geht,  —  also  G\^^  —  der 
Ebene  3  begegnet,  die  andere  H'\^^,\  durch  die  Gerade  ^"124.3, 
in  der  die  durch  [12',  4),  [14",  2),  [24" ,  1)  gehende  Eben»  G",2i 
die  Ebene  3  schneidet.  Ebenso  durch  Ä'193,5  gehen  2  Ebenen  H', 
die  eine  H'123, 5  geht  durch  die  Gerade  ä'joö» 3.  in  der  die  durch 
[12',  5),  [15',  2]  und  {2o,  1)  gehende  Ebene  G' ^^-^  und  die  Ebene 
3  einander  begegnen,  die  andere  ^"523,5  durch  die  Gerade  ^"^35. 3. 
in  der  die  durch  [12',  5),  [15",  2)  und  [25",  1)  gehende  Ebene 
G",25  die  Ebene  3  durchschneidet.  Die  Geraden  (^']23'4'  ^)' 
(^"i23'4'  ^)'  (-^'i23'5'  ^)'  (-^  "i23'5'  ^)  ^^^d  Gerade  k,  die  sich  alle 
im  Schnittpunkte  von  G'jog  und  45  trefTen. 

Ebenso  schneidet  G'^^^,  die  durch  [12',  4),  [14',  2),  [24',  1) 
geht,  3  in  einer  Geraden  Ä'124.3  und  5  in  A'j24.5-  Durch  ^'^24. 3 
geht  -ff  124' 3'  tliß  durch  die  Gerade  Ä'123. 4  geht,  in  der  die  durch 
[12',  3),  [13',  2)  und  [23',  1)  gehende  Ebene  G'^23  nn^  ^  einander 
durchschneiden,  und  ir"^24»3»  «"uf  der  die  Schnittgerade  ^"123. 4 
der  durch  [12',  3) ,  [13",  2)  und  [23",  1)  gehenden  Ebene  G''^,.^ 
und  der  4  liegt.  Durch  ^'^24, 5  gehen  -ff  124. 5.  auf  der  Ä'125. 4 
liegt,  in  der  4  und  die  durch  [12',  5),  [15',  2)  und  [25',  1)  gelegte 
Ebene  G^is  einander  durchschneiden,  und  H"^^^,^,,  auf  der  sich 
ä",25>4  befindet,  in  welcher  die  durch  [12',  5),  [15",  2)  und  [25'',  1) 
gehende  Ebene  G"^^-^  die  4  trifft.  Wiederum  sind  (/r',24,3,  5), 
(J?"i24,3.  5),  (Ä"i24, 5.  3),  (^",24,5.  5) "4  durch  den  Punkt  (GV.4.  •^■5) 
gehende  Geraden  k. 
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Da  Zr'123. 4  und  i/'j24, 3  beide  durch  ä'^os.  4  und  ä'x24.3  gehen, 
so  sind  sie  identisch. 

Die  Gerade  k  =  {H\^^,^,  5)  wird  dort,  wo  sie  45  trifft,  von 
den  Geraden  k  :  (iy'123.5,  4)  und  (Ä^'ios'S'  '^)'  ^"  dem  Punkte,  wo 
sie  35  trifft,  von  den  Geraden  k  :  {Il\^^,.^,  3)  und  {H'\.^^,^,  3) 
getroffen. 

Die  Geraden  {H\^.^,.^,  3)  und  (^'125,  5)  sind  identisch;  also 
aucli  die  Punkte  (^^'123«  5'  4,  3)  und  (<?'i25'  ^'  ^)-  Ebenso  ist 
(if'j24, 5,  -J)  und  (G'io-,  ^)  identisch,  also  sind  auch  die  Punkte 
(^'i23'5'  ^'  -^i  u*^^  (^125'  1'  4,  3)  identisch,  mithin  kommen  H\^j^,^, 
^125' 4'  4,  3  in  einen  Punkt  zusammen;  also  die  Geraden 
k:{H\2i'ä^  4)  und  {H\^r^,^  3)  begegnen  einanderj;  ebenso  die 
Geraden  (/f "123.5  4),   {H'\^^,r,,  3). 

Somit:  In  jedem  Punkte,  in  dem  eine  Gerade  k  eine 
Kante  des  Pentaeders  trifft,  wird  sie  von  2  Geraden^ 
derjenigen  Pentaederebene  getroffen,  welche  der 
Ebene  jener  Geraden  k  in  der  betreffenden  Kante  be- 
gegnet. 

Jede  Gerade  k  wird  also  von  8  andern  Geraden  k 
getroffen.  Jede  von  diesen  8  Geraden  k,  die  einer 
Pentaederebene  angehört,  trifft  stets  eine  andere  von 
diesen  8  auf  jeder  der  übrigen  Ebenen,  und  die 
andere  jener  Ebene  dann  auch  die  andere  in  jeder 
der  übrigen  Ebenen. 

Sind  daher  die  8  Geraden  k,  die  der  Geraden  k-^  der  Ebene 
5  begegnen,  k^,  k{';  A./,  k^';  k^,  k^' \  k^\  k/' ,  so  schneidet  k^' 
die  Geraden  A-j',  ^3''  ^"4  und  k^"  in  Folge  dessen  k^",  ko",  k^". 
Also  liegen  k^,  k^,  k^,  k.^ ,  ä/  in  einer  Ebene  und  ebenso 
k^,k^",  k^",  ÄTg",  k^".  Solche  Ebenen  nennt  Herr  Clebsch  Ebenen  / 

Auf  jeder  Ebene/ liegen  5  Gerade  k,  die  den  ver- 
schiedenen Ebenen  Ef^  angehören;  durch  jede  Gerade 
A:  gehen    2   Ebenen/.     Esgiebt   also,   da    es  40  Gerade  k 

.  L      40.2         -.^  ^, 
giebt,  — ;; —  =16  Ebenen/. 
5 

Ä-5  war  (Ä'12,.4.  5),  Ar/und  Ä/'  sind  (//V23.5;  4)un(\{H'\.^^,r,,  4). 
Durch  Ä-j  gehen  folglich  2  Ebenen  /,  die  Ebene  H\^^,^  und  die 
Ebene  5.  Diese  schneiden  die  Ebene  4  in  den  Geraden  k^,  k^", 
ä'i23,^  und    45.     Durch    diese    Geraden    gehen    auch    resp.    die 

Sturm,  Flächen  3.  Ordnung-,  12 
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Ebenen  H\.,^,r,,  H'\.y,,r,,  G\^o  und  5,  welche  ein  liannonisches 
Büschel  hiklen,  also  Ihnn  dies  auch  die  Geraden  auf  4  und  aneh 
unsere  4  durch  A-  gehenden  Ebenen. 

Demnach  bilden  die  l)eiden  Ebenen  7,  die  durch 
eine  Gerade  k  gehen,  mit  der  Ebene  i/  und  der  Ebene 
£■„,  die  auch  durch  dieselbe  gehen,  ein  harmonisches 
Büschel,  in  dem  sie  zugeordnet  sind.   — 

Die  8  aus  der  Pentaederebene  3  abgeleiteten  Ebenen  H 
gehen  folgenderniassen  durch  die  Geraden  i: 

I.  {12',  45'),  {14',  25'),     {24',  15') 

11.  {12',  45'),  {14",  25"),  {24",  15") 

HL  {12",  45"),  {14',  25'),     {24",  15") 

IV.  (//',  45"),  {14",  25"),  {24,  15') 

V.  {12',  45"),  {14',  25"),   {24',   15") 

VI.  {12,  45"),  {14",  25'),    {24",  15') 

Vir.  {12",  45'),  {14',  25"),    {24",  15') 

VIII.  {12",  45'),  {14",  25'),    {24 ,  15"). 

I.   bis  IV.  bilden  eine  Gruppe,  V.  bis  VIII.  eine  zweite. 

Nehmen  wir  aus  diesen  acht  2  Ebenen  //,  die  derselben 
Gruppe  angehören,  heraus,  z.  B.  I.  und  II.  Durch  die  Schnitt- 
gerade k  von  I.  und  .V  gehen  2  Ebenen  7.  Von  diesen  enthält 
die  eine  7,'  noch  die  Schnittgerade  k  der  Ebene  ff'^o^i,  die  durch 
{12',  34'),  {13',  24'),  {/4',  23)  geht,  und  der  Ebene  5.  Die  andere 
1.2  werde  nicht  weiter  betrachtet.  Durch  die  Gerade  (II,  3]  gehen 
auch  2  Ebenen  7.  Die  eine  7,  "  geht  noch  durch  die  Gerade  k, 
in  der  die  diuch  [12',  34'),  {14",  23")  und  {24",  13")  gehende 
Ebene  H" ^^^^  und  5  einander  begegnen.  Die  andere  sei  wie- 
der 7.,". 

Die  Ebenen  7,',  7,"  und  3  stossen  dort  zusammen,  wo  die 
Geraden  (I,  3)  und  (II,  3),  also  wo  die  Ebenen  I,  II,  3  sich  schnei- 
den. (I,  Ilj  ist  aber  {12' ,  45'),  also  stossen  sie  im  Punkte 
{12',  45',  3)  zusammen.  Durch  {45',  3)  gehen  2  Ebenen  G.  Ebenso 
stossen  7,',  l^"  und  5  dort  zusammen,  wo  77',o:',4'  ^"\'?,x  ""•^'  ' 
zusammenkonuiien,  also  da  (T/'jV.^,  77"  ^..J  identisch  mit  {12',  34'), 
im  Punkte  {12',  34',  5).  Durch  {34',  5)  gehen  2  Ebenen  G.  Nun 
giebt  es  eine  Ebene  G,  die  durch  {34',  5),  {45',  3)  und  {35',  4) 
geht,  also  eine  von  den  beiden  durch  {45',  3)  gehenden  Ebenen 
G  ist  identisch  mit  einer  durch  {34',  5)  gehenden.    Folglich  liegt 
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sowohl  der  Puiilit  (//,  7,",  J),  als  auch  der  Punkt  (//,  /,",  5)  auC 
dieser  Ebene  G  und  aul  der  Ebene  12',  d.  h.  durch  die  Schnitt- 
gerade  von  /,'  und  /j"  gehen  eine  Ebene  G  und  eine  Ebene  F. 
Eine  solche  Schnittlinie  zweier  Ebenen  I,  durch  die 
ausserdem  noch  eine  Ebene  G  und  eine  Ebene  i^gcht, 
sei  bezeichnet  mit  /.  Es  wird  sich  leicht  einsehen  lassen, 
dass  (7/,  /.,"),  [I^'y  /,")  und  [L,',  /./')  auch  Gerade  l  sind,  dagegen 
(/,',  /.,')  und  (//',  7o")  waren  Gerade  k.  Aus  den  Schnittgeraden 
der  8  aus  der  Pentaederebene  3  abgeleiteten  Ebenen  7/  mit  3 
lassen  sich  nun  alle  Ebenen  I  ableiten,  da  jede  Ebene  7  eine 
(ierade  k  der  Ebene  3  enthält.  Aus  den  Schnittgeraden  zweier 
Ebenen  H  der  ersten  der  obigen  beiden  Gruppen  mit  3  gehen 
4  Ebenen  7  hervor,  die  einander  in  2  Geraden  A  und  4  Gera- 
den /  begegnen.  Die  4  Ebenen  der  ersten  Gruppe  licfein  also 
6.4  =  24  Gerade  /,  ebenso  viele  die  4  der  zweiten.  Freilich 
gehen  auch  aus  den  Schnittgeraden  je  einer  Ebene  7/  der  einen 
und  einer  der  andern  Gruppe  mit  3  vier  Ebenen  7  hervor, 
jedoch  wird  man  leicht  sehen,  dass  diese  sich  in  4  Geraden  A 
imd  2  Geraden  /  schneiden.  Daraus  entstehen  16  .  2  =  32  Ge- 
rade /  (und  64  (ierade  k). 

Also   giebl   es   im    Ganzen   2.24+32  =  80   Gerade/, 

welche  mit  den  40  Geraden  A  die  — ^ =  120  Schnittgera- 
den der  16  Ebenen  7  ausmachen.     Wir  können  mithin  sagen: 

Die  16  Ebenen  7  durchschneiden  einander  ausser 
in  den  40  Geraden  k  noch  in  80  Geraden  /,  durch 
deren  jede  noch  eine  Ebene  G  und    eine  Ebene  F  gehl. 

7,',  7|'  ,  die  Ebene  G  345,.  welche  durch  {3-j',  5),  [3o,  4), 
[45',  3)  geht,  und  die  Ebene  12',  die  alle  nach  dem  Obigen  durch 
eine  Gerade  /  gehen,  durchschneiden  die  Ebene  3^  wo  sie  von 
I,  II,  45'  und  12'  getroffen  wird.  Diese  4  Ebenen  gehen  alle 
durch  (/2',  45')  und  bilden  ein  harmonisches  Büschel,  folg- 
lich auch  die  mit  ihnen  perspectivischen:  7,',  /,",  G'.^y_^,  12'. 
.4lso : 

Die  beiden  Ebenen  / ,  die  durch  eine  Gerade  / 
gehen,  bilden  mit  der  Ebene  G  und  der  Ebene  F , 
welche  durch  dieselbe  geben,  ein  harmonisches  Bü- 
schel,   in    dem    sie    zugeordnet  sind.     Auf  jeder   Ebene 

12* 


im 
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G  liegen  2  (ierade  /,  nämlich  die  beiden  Geraden,  in 
denen  G  durch  die  beiden  (zu  einem  Pola  rebenen- 
paar  zusammengehörigem  Ebenen  F  geschnitten  \vird, 
die  sich  in  der  reciproken  Geraden  der  Pentaeder- 
ecke durchschneiden,  durch  welche  G  geht.  Und  auf 
jeder  Ebene  F  liegen  4  Gerade  l,  nämlich  die  Gera- 
den, in  denen  F  durch  die  4  Ebenen  G  geschnitten 
wird,  welche  die  Pentaederecke  enthalten,  zu  deren 
Polareben enpaar  F  gehört. 


Fünftes  Kapitel. 


Die   Durchdringungscurven    einer    Oberfläche    3.    Ordnung 
mit  einer  Oberfläche  2.  Ordnung  oder   einer   andern  Ober- 
fläche 3.  Ordnung. 

56.  In  No.  24  ist  von  zwei  Raunicurven  4.  Ordnung  R*  und  /?,^ 
gesprochen  worden,  von  denen  die  eine  R*  der  weitere  Schnitt 
der  cubischen  Fläche  mit  einer  Ohcrfläclie  2.  Ordnung  war,  welche 
niit  ihr  einen  Kegelschnitt  K"^  gemein  hatte,  die  andere  Ä^*  eben- 
falls der  weitere  Schnitt  der  cubischen  Fläche  mit  einer  Ober- 
lläche  2.  Ordnung  H-,  wemi  diese  mit  jener  schon  2  windschiefe 
Geraden  l^  und  /j  gemein  hatte.  Es  hat  sich  auch  schon  gezeigt, 
dass  R*  Grundcurve  eines  Büschels  2.  Ordnung  ist.  Nun  haben 
wir  No.  10  gesehen,  dass  8  von  den  Tangenten  einer  solchen 
Grundcurve  einer  beliebigen  Geraden  begegnen,  dass  also  die  von 
den  Tangenten  der  Grundcurve  erzeugte  developpable  Fläche 
8.  Ordnung  ist.  Es  muss  sich  dies  auch  von  der  Raumcurve  R^, 
wenn  wir  sie  uns  als  partiellen  Schnitt  einer  cubischen  Fläche 
F^  und  einer  Fläche  2.  Ordnung  F-  denken,  beweisen  lassen. 
A'-  begegnet  bekanntlich  der  Raumcurve  R*  viermal,  so  dass,  da 
wir  im  Allgemeinen  auf  R*  selbst  keinen  singulären  Punkt  an- 
nehmen, die  Gesammtschnittcurve  [R*,  K'^)  der  beiden  Oberflächen 
F'^  und  F'^  4  Doppelpunkte  hat.  Wir  construiren  nun  für  alle 
Punkte  der  beliebigen  Geraden  L  die  quadratischen  Polarflächen 
in  Bezug  auf  F^  und  die  Polarebenen  in  Bezug  auf  F"^;  jene 
bilden  ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung,  welches  der  Punktreihe 
der  Geraden  L  projeclivisch  ist  (No.  34),  diese  ein  Ebenenbüschel, 
das  ebenfalls  der  Punktreihe  projeclivisch  ist.  Folglich  sind  auch 
beide  Büschel  projeclivisch,  und  es  entsprechen  einander  die  Po- 
larfläche und  Polarebene  desselben  Punktes.  Dort,  wo  der  Durch-  ' 
Schnittskegelschnitt  einer  solchen  Polarfläche  und  Polarebene  der 
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Diirchschnittscurve  der  beiden  Flächen  F^  und  F"^  begegnet,  da 
berührt  eine  von  dem  Punkte  der  Geraden,  dem  die  Polarfläche 
und  -Ebene  angehören,  ausgehende  Gerade  beide  Flächen  F^  inid 
jp2,  also  ihre  Durchschnittscurve.  Alle  jene  Durchschniltskcgcl- 
schnitte,  die  Durchschnitte  der  enlsprechenden  Elemente  zweier 
projectivischen  Flächenbüschel,  deren  eines  2.,  das  andere  1.  Ord- 
nung ist,  bilden  nach  der  zweiten  Sleinerschen  Eizcugungsweise 
eine  cubischc  F'läcbe  P^.  Zerfällt  die  Schnitlcurve  der  beiden 
Flächen  F^  und  F-  nicht  in  Theile,  sondern  bildet  sie  ein  ein- 
ziges Conlinuuni,  so  wird  sie  als  Curve  6.  Ordnung  der  eben 
erhaltenen  cubischen  Fläche  achtzehnmal  begegnen ;  ihre  Tangen- 
ten in  diesen  Begegnungsiiunklcn  trelTen  die  Gerade  L  und  sind 
auch  die  einzigen,  die  dies  thun. 

Mithin  ist  die  Tangen tenfläcbe  einer  sich  nicht  in 
Theile  zerspaltenden  Durchdringungscur  ve  einer 
Oberfläche  2.  und  einer  3.  Ordnung    18.  Ordnung. 

Etwas  anderes  ist  es,  wenn  sie  sich  in  Theile  zerspaltet; 
dann  vermindern  die  Begegnungspunkte  der  Theile  die  Ordnung 
der  Tangentcntläche.  Es  sei  r  einer  dieser  Begegnungspunkte; 
die  Ebene,  welche  durch  die  Tangenten  in  r  an  beide  Partial- 
curven  gebildet  wird,  berührt  ersichtlich  beide  Flächen  F'-^  und 
F'^  in  r;  sie  treffe  L  in  q.  Die  quadratische  Polarfläche  von  q  in  Bezug 
auf  i^'  und  die  I'olarebene  von  q  in  Bezug  auf  i^^  gehen  durch  r,  so 
dass  r  ein  Punkt  ihres  Durchschnittskegelschnilts  ist,  also  ein 
Punkt  von  P'^;  er  ist  mithin  auch  Begegnungspunkt  der  Curve 
{F^,  F"^)  und  der  Fläche  P'^,  und  zwar  als  Doppelpunkt  der  Curve 
ein  zweifach  zu  rechnender.  Aber  die  (»erade  rQ  ist  ersichtlich 
keine  Tangente  an  {F^,  F'). 

Also  jeder  Begegnungspunkt  der  Partialcurven,  in 
welche  die  Durchschnittscurve  einer  Oberfläche  3.  und 
einer  2.  Ordnung  zerfällt,  verjnindert  die  Anzahl  der 
Tangenten  der  Durchschnittscurve,  die  einer  belie- 
bigen Geraden  begegnen,  um  2;  es  ist  ersichtlich,  dass 
dies  auch  jeder  Doppelpunkt  thut,  der  einer  nicht  in 
Theile  zerfallenden  Durchschnittscurve  oder  auch, 
wenn  dies  geschieht,  einer  ihrer  Partialcurven  ange- 
hört. Doch  die  Existenz  solcher  Punkte  nehmen  wir  bei  unsern 
Durchdringungscurven  nicht  an. 

Also  die  4  Begegnungspunkte  von  A'-  und  R^  reduciren  die 
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Anzahl  der  Tangenten  von  (//%  B  '),  die  der  Geraden  L  begegnen, 
auf  18—2.4  =  10;  aber  dazu  gehören  auch  die  beiden  Tangen- 
ten, weiclie  von  dem  Punkte,  in  dem  L  die  Ebene  des  Kegel- 
schnitts Ii-  trifft,  an  X'-  gehen,  mithin  bleiben  uns  8  Tangenten 
von  R*,  welche  der  Geraden  L  begegnen,  so  dass  sich  in  der 
Thal  ergiebt,  dass  die  Tangentenfl  äche  von  R*  8.  Ord- 
nung ist. 

Die  Raumcurve  i?^^  begegnet,  wie  fridier  bewiesen,  jeder 
der  beiden  Geraden  /j  und  l^  dreimal,  so  dass  in  der  Gesamnit- 
schnittcurve  von  F^  und  H'^  6  Begegnnngspunkte  der  Partial- 
curven  sind,  mithin,  da  /j  und  L^  keine  Tangenten  liefern, 
18—2.6=^6  Tangenten  von  ä/  der  Geraden  L  begegnen. 

Folglich  ist  die  Tangenten  fläche  der  Raumcurve 
4.  Ordnung  i?/  6.  Ordnung.  — 

Projicirt  man  eine  Raumcurve  R"'„  m^'^'  Ordnung 
und  n^*^"  Rangs,  d.  h.  nach  Herrn  Salmon,  deien  Tangenten- 
fläche 7«""'  Ordnung  ist,  auf  eine  Eben  e  iJ  von  einem  Punkte 
P,  so  erhält  man  eine  ebene  Curve  dl"'n  w""  Ordnung 
und  ?«''■'  Klasse.  Die  Tangenten  von  di"'„  sind  oflenbar  die 
Projcctionen  der  Tangenten  der  Raumcurve  R"'n.  Also  gehen  von 
einem  Punkte  0  der  Ebene  E  so  viel  Tangenten  an  di"'„,  als 
Tangenten  der  Raumcurve  R"'„  der  Geraden  PO  begegnen,  das 
sind  fi.  Dass  die  Ordnung  von  R  und  i){  übereinstimmt,  ist  un- 
mittelbar einleuchtend. 

Ein  Doppelpunkt  entsieht  auf  yi"'„  dann,  wenn  R"'„ 
selbst  einen  Doppelpunkt  hat,  was  wir  bei  unsein  Durchdringungs- 
curven  nicht  annehmen,  oder  wenn  ein  Projections strahl 
der  Curve  R"'„  zweimal  begegnet.  Ein  Rückkehrpunkt  auf 
3t"'„  kommt  dann  vor,  wenn  R"'„  selbst  einen  Rückkehrpimkt  hat, 
was  wir  nicht  voraussetzen,  oder  wenn  ein  Projectionsstiahl  2  neben 
einander  liegende  Punkte  von  R'",,  projicirt,  die  er  eben  dann 
beide  in  denselben  Punkt  projicirt,  so  dass  auf  di"'„  ein  Punkt 
mit  seinem  Nachbarpunkte  zusammenfällt,  wie  dies  bei  einem 
Rückkehrpunkte  nothwendig  ist;  dann  ist  aber  der  J'rojeclions- 
strahl  eine  Tangente  von  R"'„,  also  der  Punkt  P  liegt  auf  der 
Tangentenfläche  von  R"'„.  Mithin:  Wird  R'"„  von  einem  be- 
liebigen Punkte  im  Räume  projicirt,  so  hat  die  Pro- 
jection  keinen  Rückkehrpunkt.  Eine  Wendetangente 
an  "SV^n  ergiebt  sich,  wenn  zwei  auf  einander  folgende  Tangen- 
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teil  zusammenrallen,  d.  li.  wenn  die  Projectionsebenen  zweier  auf 
einander  folgenden  Tangenten  von  .ß'"„  identisch  werden,  also  wenn 
durch  P  eine  durch  2  auf  einander  folgende  Tangenten  von  Ä"'« 
gelegte  Ebene,  mithin  eine  Osculationsebene  der  Raura- 
curve  R"'n  geht;  demnach  so  viel  Wendetangenteu  3(i'"„ 
hat,  so  viel  Osculationsebenen  von  Ä"'„  gehen  durch 
P,  so  gross  ist  die  Klasse  von  R"\,  und  umgekehrt. 
Eine  Doppeltangente  an  Dl"*«  ergiebt  sich,  wenn  R"',, 
eine  hat  —  doch  bei  unsern  Durchdringungscurven  müsste  diese 
die  cubische  Fläche  doppelt  berühren ;  aber  diese  hat  keine  Dop- 
peltangente —  oder  wenn  eine  durch  P  gehende  Ebene 
durch  2  Tangenten  von  R"*,,,  deren  Berührungspunkte 
endlich  entfernt  sind,  geht;  also  so  viel  Doppellangen- 
te n  an  91'"«  sind,  so  viel  Ebenen,  welche  durch  2  sich 
schneidende  Tangenten  von  R"\,  gelegt  sind,  gehen 
durch  P. 

Eine  Gerade,  welche  durch  einen  Punkt  der  Raumcurve  R"'„ 
geht,  wird  ausser  von  den  beiden  unendlich  nahen  in  dem  Punkte 
zusammenstossenden  Tangenten  nur  noch  von  n—2  Tangenten  von 
R"\  getroffen.  Wird  nun  die  Curve  R"'„  von  jenem  Punkte  auf 
ihr  projicirt,  so  ergeben  nur  die  n — 2-Tangenten  auch  Tangenten 
an  die  Projection;  die  beiden  im  Projectionspunkte  sich  treffen- 
den Tangenten  sind  Projectionsstralilen  und  ergeben  nur  einen 
Punkt  der  Projection.  Ein  Rückkehipunkt  kann  auf  der  Pro- 
jection sich  nur  dann  finden,  wenn  etwa  der  Projectionspunkt 
ein  solcher  Punkt  der  Raumcurve  i?'"„  ist,  in  dem  eine  dieselbe 
anderswo  berührende  Tangente  sie  nochmals   durchschneidet. 

Die  Projection  also  einer  Raumcurve  R'"n  wA"  Ord- 
nung und  »"^"  Ranges  von  einem  ihrer  Punkte  ist  im 
Allgemeinen  eine  Curve  [ni — 1)*'^'^  Ordnung  und  («—2)'" 
Klasse  ohne  Rückkehrpunkt.  Die  (w — 1) '^  Ordnung  ist  leicht 
einzusehen.  — 

Unsere  Curve  R^  wird  demnach  von  einem  Punkte 
ausserhalb  in  eine  Curve  4.  Ordnung  und  8.  Klasse 
ohne  Rückkehrpunkt  projicirt.  Die  Plückerschen  Formeln 
ergeben,  dass  diese  Curve  2  Doppelpunkte  hat.  Also  gehen 
durch  jeden  ausserhalb  liegenden  Punkt  P  2  Gerade, 
^^  eiche  der  Curve  R^  zweimal  begegnen;  es  sind  das 
offenbar  die  beiden  \n  P  sich  kreuzenden  Geraden  der 
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durch  P  gehend  en  Fläche  des  Büschels,  dessen  Grund- 
curve  R*  ist.  Man  hat  für  diese  Eigenschaft  der  Curve  R*, 
dass  von  jedem  ausserhalb  ihr  liegenden  Punkte  zwei  sie  zweimal 
treffende  Geraden  ausgehen,  den  Ausdruck  eingeführt:  sie  hat 
2  scheinbare  Doppelpunkte.  Durch  keinen  Punkt  im 
Räume  kann  eine  der  Curve  R*  dreimal  begegnende 
Gerade  gehen,  denn  diese  niüsste  auf  allen  durch  R*  gelegten 
Flächen  2.  Ordnung  liegen.  Liegt  der  Projectionspunkt  zufällig 
auf  der  Tangentenfläche  von  R* ,  also  auf  einer  Tangente,  so 
wird  diese  Tangente  nicht  als  Tangente  projicirt,  sondern  als 
Punkt.  Die  Projection  ist  4.  Ordnung  und  7.  Klasse;  an  die 
Stelle  des  einen  Doppelpunkts  ist  ein  lUickkelirpunkt  getreten. 
Von  einem  ihrer  l*unkte  selbst  wird  R*  als  Curve 
3.  Ordnung  und  6.  Klasse  projicirt,  also  als  allgemeine 
ohne  singulare  Punkte;  mithin  geht  durch  keinen  Punkt 
der  Curve  7?*  eine  Gerade,  die  ihr  noch  zweimal  begegnet  oder 
auch  speciell  sie  berührt.  Diese  müsste  ihr  ja  eben  im  Ganzen 
dreimal  begegnen,  was  schon  oben  als  unmöglich  nachgewiesen. 
Es  giebt  folglich  auch  keine  Tangente  an  R^,  welche  sie 
ausser    im    Berührungspunkte    nochmals     trifft. 

Die  andere  Curve  R^^  wird  von  einem  ausserhalb 
liegenden  Punkte  als  Curve  4.  Ordnung  und  6.  Klasse 
ohne  Rückkehrpunkt  projicirt,  mithin  nach  Plücker  mit  3 
Doppelpunkten.  Also  gehen  durch  jeden  Punkt  im  Räume  3 
die  Curve  R^^  zweimal  treffende  Geraden:  die  Curve 
hat  3  scheinbare  Doppelpunkte.  An  die  Stelle  der  3  Dop- 
pelpunkte der  Projection  könnte  ein  dreifacher  Punkt  treten, 
nämlich  wenn  durch  den  Projectionspunkt  ein  die  Curve  dreiujal 
treffender  Strahl  geht.  Wir  haben  die  Curve  i?,*  dreimal  tref- 
fende Geraden  kennen  gelernt  in  den  Geraden  der  einen  Schaar 
der  einzigen  durch  R^*  gehenden  Oberfläche  2.  Ordnung  E"^.  Es 
ist  aber  auch  leicht  einzusehen,  dass  jede  Gerade,  welche  R^^ 
dreimal  trifft,  auf  Ä^^  liegen  muss.  Mithin  geht  durch  jeden 
Punkt  der  Fläche  II~,  aber  auch  nur  durch  Punkte 
dieser  Fläche,  eine  Gerade,  die  i?j'  dreimal  trifft, 
und  von  einem  solchen  Punkte  wird  R^^  als  Curve  4.  Ordnung, 
6.  Klasse  mit  einem  dreifachen  Punkte  projicirt.  Von  einem 
Punkte  ihrer  Tangentenfläche  wird  sie  als  Curve  4.  Ordnung, 
5.  Klasse  mit  2  Doppelpunkten  und  einem  Rückkehrpunkte  projicirt, 
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V^on  einem  ihrer  Punkte  uird  die  Curve  Äj^   als  Curve 

3.  Ordnung  und  4.  Klasse,  also  mit  einem  Doppel- 
punkte projicirt;  folglich  geht  durch  jeden  Punkt  der 
Raumcurve  R^^  eine  Gerade,  die  ihr  noch  zweimal, 
also  im  Ganzen  dreimal  begegnet,  das  ist  die  durch  den 
Punkt  gehende  Gerade  der  einen  Schaar  der  Fläche  H"^.  Eine 
Curve  3.  Ordnung  mit  1  Doppelpunkte  hat  3  Wendepunkte,  die 
bekanntlich  in  gerader  Linie  liegen.  Von  einem  Punkte  von 
i?j*  gehen  also  an  die  Curve  3  Schmiegungsebenen, 
deren  Osculationspunkte  mit  dem  Punkte  in  dersel- 
ben Ebene  liegen,  so  dass,  \vemi  man  Polarebene  eines  Punk- 
tes der  Curve  B^*  nennen  wollte  die  Ebene,  welche  durch  die 
Osculationspunkte  der  von  dem  Punkte  an  die  Raumcurve  gehen- 
den Osculationsebenen  gelegt  ist,  man  sagen  kann:  Die  Polar- 
ebene eines  Punktes  der  Raumcurve  i?j*  geht  durch  den  Punkt 
selbst.  — 

Die  Projectionen  von  R*  und  R^*  von  einem  beliebigen 
Punkte  waren  Curven  4.  Ordnung  mit  2  resp.  3  Doppelpunkten, 
also  12  resp.  6  Wendetangenten.  Mithin  sind  die  Klassen 
der  Curven  Ä  '  und  R^^  und  auch  ihrer  T a  n  g  e  n  t  e  n  f  1  a  c h  e  n 
12  resp.  6. 

57.  Betrachten  wir  nun  die  allgemeine  Schnitt  curve 
6.  Ordnung  S^  einer  Oberfläche  3.  Ordnung  F^  und 
einer  2.  Ordnung  F-,  die  nicht  in  Parlial curven  zer- 
fällt und  auch  keinen  Doppel-  oder  Rückke hrpunkt 
hat.  Die  Ordnung  ihrer  Tangenten  fläche  ist  18,  wie 
oben  gefunden  worden  ist.  Die  Curve  wird  also  von  einem 
beliebigen  Punkte  aul  eine  Ebene  als  Curve  6.  Ord- 
nung und  18.  Klasse  ohne  Rückkehrpunkt  projicirt; 
diese  Projection  hat  mithin  6  Doppelpunkte  und  36  Wendetan- 
genten. Also  hat  die  Curve  S*"  6  scheinbare  Doppel- 
punkte und  ist  36.  Klasse.  Jede  Gerade  von  F-  trifl't  F'-^ 
dreimal,  also  iS*"  dreimal.  Folglich  giebt  es  2  Systeme  von 
Geraden,  welche  der  S*'  dreimal  begegnen.  Es  ist  auch 
klar,  dass  alle  Geraden,  die  dies  thun,  auf  F-  liegen 
müssen,  da  sie  ihr  dreimal  begegnen.  F"^  ist  offenbar  auch 
die  einzige  Fläche  2.  Ordnung,  die  durch  S^  geht, 
denn  2  Oberflächen   2.  Ordnung  haben   ja   nur   eine   Raumcurve 

4.  Ordnung   gemein;    eine   zweite   durch   5'*   gehende   Oberfläche 
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2.  Ordnung  träfe  auch  alle  Geraden  der  Fläche  F-  dreimal,  ent- 
hielte also  alle.  Durch  jeden  Punkt  dieser  einen  Fläche  jP- 
gehen  2  Gerade,  welche  der  S*"  je  dreimal  begegnen;  von  jedem 
wird  sie  als  eine  Cinve  6.  Ordnnng  mit  2  dreifachen  Punkten 
projicirt. 

Es  ist  wohl  ersichtlich,  dass  keine  Gerade  der  Curve 
S^  viermal  begegnen  kann,  denn  eine  solche  läge  nicht  luu- 
auf  F',  sondern  auch  auf  F^,  wäre  also  beiden  Flächen  ausser 
S^  noch  gemein,  was  nicht  möglich. 

Die  beiden  Oberflächen  F'^  und  F'^  mögen  eine 
Gerade  Aj  gemein  haben;  dann  durchdringen  sie  ein- 
ander noch  in  einer  Raumcurve  5.  Ordnung  -S^.  Alle 
Geraden  der  Fläche  F-  treffen  die  PMäche  F^  und  somit  dieGe- 
sammtschnillcurve  (A^  S^)  dreimal,  mithin  treffen  alle  Ge- 
raden A  der  Fläche  F"^,  die  mitAj  zur  selben  Schaar 
gehören,  da  sie  A  nicht  treffen,  S'''  dreimal,  alle  Geraden 
(i  der  andern  Schaar  treffen  A,,  mithin  S^  zweimal.  Auch 
Aj  selbst  trifft  S'-'  dreimal;  denn  jede  durch  Aj  gelegte  Ebene 
schneidet  aus  F-  noch  eine  Gerade  ^  aus;  auf  A,  und  ju,  müssen 
sich  ersichtlich  die  5  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  S^  befinden, 
also  da  auf  ja,  2  sind,  müssen  auf  A,  3  sein.  Mithin  hat  die  Ge- 
sanuntschnittcurve  von  F'^  und  F^  3  Begegnungspunkte  ihrer 
Partialcurven,  welche  die  Anzahl  der  eine  beliebige  Gerade  tref- 
fenden Tangenten  der  Schnittcurve  von  18  auf  12  erniedrigen, 
von  denen  offenbar  keine  von  der  Geraden  A,  herrührt,  sondern 
alle  von  S^.  Mithin  ist  die  Tangentenfläche  der  Curve  S^ 
12.  Ordnung.  Nehmen  wir  S^  allgemein  ohne  singulären  Punkt, 
so  erhallen  wir  wieder  mit  Hilfe  der  Projeclion,  dass  die  Curve 
S^  4  scheinbare  Doppelpunkte  hat  und  von  der 
21.  Klasse  ist. 

58.  Dass  es  auf  einer  cubischen  Fläche  l\ a u m c u r v e n  3.  Ord- 
nuug giebt,  hat  uns  die  5.  Erzeugungsweise  (die  4.  Steinersche) 
genügend  gezeigt.  Legt  man  durch  eine  solche,  Ä\  eine  Fläche 
2.  Ordnung  F-,  so  muss  diese  aus  der  cubischen  Fläche  F^ 
noch  ein  Gebilde  3.  Ordnung  S^  ausschneiden;  es  fragt  sich 
nun,  ob  dies  von  derselben  Art  ist,  wie  R^.  Jede  Gerade 
voni^^  begegnet  der  Gesanuutschnittcurve  [R^,  S^)  dreimal;  also 
die  Geraden  der  einen  Schaar  auf  F-,  welche  R^  zweimal  tref- 
fen, treffen  S^   einmal,    und  die  der  andern  Schaar,  welche  R^ 
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einmal  begegnen ,  begegnen  S^  zweimal.  Wir  projiciren  beide 
Curven  auf  eine  Ebene  von  einem  Punkte  P  der  E^;  die  Pro- 
jection  von  R^  ist  ein  Kegelschnitt  3?^  die  von  S^  eine  ebene 
cubiscbe  Curve  @'\  Die  6  Begegnungspunkte  derselben  rühren 
her  von  Projectionsstrahlen,  die  zugleich  einen  Punkt  von  R^ 
und  einen  von  S^,  die  discret  liegen,  projiciren,  oder  von  solchen, 
die  einen  Begegnungspunkt  von  R^  und  S^  projiciren.  Ein  Strahl 
aber,  der  von  einem  Punkte  auf  R^  einen  Punkt  auf  R^  und 
einen  davon  verschiedenen  auf  S^  projicirt ,  trifft  F-  dreimal, 
liegt  also  auf  ihr.  Durch  jeden  Punkt  auf  F"^ ,  also  auch  durch 
P  gehen  zwar  2  Gerade  derselben,  aber  nur  eine,  die  R^  ausser 
in  P  noch  einmal  trifft,  was  doch  unser  Projectionsstrahl  thun 
muss.  Er  trifft  aber,  da  er  R^  zweimal  trifft,  S^  blos  einmal, 
erzeugt  mithin  auf  beiden  Projectionen  nur  einen  einfachen  Punkt. 
Folglich  rührt  nur  einer  der  6  Schnittpunkte  von  9^-  und  ©-^ 
von  einem  Projectionsstrahle  der  ersteren  Art  her.  Die  5  andern 
müssen  also  die  Projectionen  von  Begegnungspunkten  der  Curven 
R^  und  S^  sein;  folglich  sind  deren  5.  Die  Gesammtschnittcurve 
{R^,  S^)  der  beiden  Flächen  hat  5  Doppelpunkte,  folglich  be- 
gegnen 18—2.5=8  ihrer  Tangenten  einer  beliebigen  Geraden; 
oder  die  Ordnungen  der  Tangentenflächen  von  R^  und  S-^  be- 
tragen zusammen  8,  also  da  die  der  Curve  ß'^  4  ist,  so  ist  es  auch 
die  der  Curve  S^.  Diese  ist  mithin  derselben  Art  wie  i?'.  Legt 
man  folglich  durch  eine  cubiscbe  Raum  curve  R^  einer 
cubischen  Fläche  eine  Fläche  2.  Ordnung,  so  schnei- 
det diese  noch  aus  deren  bischen  Fläche  eine  cubiscbe 
Raumcurve  S^  ganz  derselben  Art  aus  (deren  Tangen- 
tenfläche wie  die  der  R'^  4.  Ordnung  ist),  welche  jener 
in  5  Punkten  begegnet  und  sich  gegen  die  beiden 
Schaaren  der  Oberfläche  2.  Ordnung  gerade  entgegen- 
gesetzt verhält,  als  R^. 

Legt  man  durch  R^  und  eine  Sekante  derselben  alle  mög- 
lichen Flächen  2.  Ordnung,  so  dreht  sich  die  fernere  Schnitt- 
curve  S^  um  den  dritten  Punkt,  in  welchem  die  Sekante  die 
cubiscbe  Fläche  trifft. 

Die  verschiedenen  Geraden  der  cubischen  Fläche  verhalten 
sich  verschieden  gegen  eine  auf  der  cubischen  Fläche  liegende 
cubiscbe  Raumcurve  R^.  Jede  Dreieckebene  trifft  diese  in  3  Punk- 
ten,  welche  sich  ersichtlich    auf  die   3  Seiten   des  Dreiecks   ver- 
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Iheileii,  und  zwar  kommt  entweder  auf  jede  Seite  einer,  oder  auf  eine 
Seite  zwei,  auf  die  zweite  einer  und  auf  die  dritte  keiner.  Auf 
einer  Seite  können  nicht  alle  3  Punkte  liegen,  weil  keine  Ge- 
rade eine  ciibische  Raumcurve  in  3  Punkten  trifft.  Wir  scldiessen 
daraus,  dass,  da  bei  beiden  f'ällen  —  und  sie  sind  docli  die  ein- 
zig möglichen  —  Gerade  der  Fläche  F"^  vorkommen,  die  der 
cubisclien  Raumcurve  einmal  begegnen,  solche  unzweifelhaft  auf 
der  Oberfläche  3.  0)"dnung  existircn  müssen.  Es  sei  also  p^ 
eine  Gerade  der  c  u  b  i  s  c  h  e  n  Fläche,  welche  der  auf 
dieser  liegenden  Raumcurve  R'^  einmal  begegnet.  Durch 
(Ä^Pj)  lässt  sich  eine  Fläche  2.  Ordnung  g'^  legen,  denn  {R^,p^) 
ist  eine  Abart  der  Raumcurve  R^*  (No.  27);  sie  hat  ja  auch  die 
Bedeutung  von  7 -f- (3  — 1)=:9  Punkten  für  die  Bestimmung 
einer  Fläche  2.  Ordnung.  Die  Fläche  ^-  schneidet  aus  F"^  noch 
2  gegen  einander  windschiefe  Geraden  aus,  welche  von  />, 
geschnitten  werden;  denn  gehörten  sie  zur  selben  Schaar  von  ^^ 
wie  />j ,  so  wäre  diese  ja  eine  durch  3  windschiefe  Geraden  der 
cubischen  Fläche  gelegte  Fläche  2.  Ordnung,  welche  aus  F'^ 
ebenfalls  noch  3  windschiefe  Geraden  ausschnitte,  aber  nicht  die 
Curve  R^.  Also  gehören  die  beiden  Geraden  zur  andern  Schaar 
von  %~,  als  p^,  mithin  werden  sie  zweimal  von  i?^  getroffen. 
Alle  3  Geraden  müssen  ja  auch  zusammen  die  Curve  S^  aus- 
machen, welche  i?^  fünfmal  begegnet,  so  dass,  da  />j  ihr  einmal 
begegnet,  jede  der  beiden  andern  Geraden  R'^  zweimal  treffen 
muss.  So  ist  denn  auch  die  Existenz  solcher  Geraden  p.^ 
auf  der  Fläche  F"^  bewiesen,  welche  der  Curve  7?^  zwei- 
mal begegnen,  diese  aber  ziehen  unmillelbar  auch  Gerade/),, 
nach  sich,  welche  R^  gar  nicht  begegnen,  wegen  der  Drei- 
eckebenen, in  denen  sie  sich  befinden.  Die  beiden  gefundenen 
Geraden  p.»  sind  die  einzigen  Geraden,  welche  der  Raumcurve  R'^ 
zweimal  und  der  Geraden  py  begegnen,  denn  derartige  Geraden 
treffen  %•  dreimal,  liegen  also  auf  g^;  sie  liegen  aber  auch  auf 
F^;  beide  Flächen  haben  aber  nur  R"^,  p^  und  die  beiden  eben 
erhaltenen  Geraden  /j^  gemein.  .Also  jede  Gerade  p^  wird 
von  2  Geraden  /jj  getroffen,  und  demnach  von  2  Ge- 
raden /),,,  deren  jede  je  eine  von  jenen  trifft,  also 
noch  von  6  Geraden  p^.  Jede  Gerade- ^2  wird  offenbar 
nur  von  Geradenpaaren  PiP,,,  also  von  5  Geraden  j9,  und 
5.  Geraden    p^    getroffen,    und    zwar    bilden    jene    ein 
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Qiiintupel,  und  diese  eins.  Ebenso  wird  jede  Gerade />„ 
von  einem  Quintupel  Geraden /»^  und  einem  Quintupel 
Geraden  p^  getroffen. 

Aus  jeder  Geraden  p^  gehen  2  Gerade  p.t  und  2  Gerade 
/)„  hervor;  aus  jeder  Gerade  p.^  5  Gerade  /?,.  Wir  schliessen 
daraus,  dass  die  Anzahl  der  Geraden  />„  und  /».,  gleich  ist  und  |  von 
der  der  p^  beträgt,  so  dass  sich  leicht  ergiebt,  dass  15  Gerade 
p^  und  je  6  Gerade  /).,  und  p^  sind.  Aber  es  lässt  sich  dies  Re- 
sultat noch  anders  erreichen. 

Durch  R^  und  eine  sie-  zweimal  treffende  Gerade  p'.,  gehen 
bekanntlich  unendlich  viele  Oberilächen  2.  Ordnung;  eine  sei  F"^; 
sie  schneidet,  da  {R'\  p'.,)  eine  Abart  von  R*  ist,  die  cubische 
Fläche  in  einem  Kegelschnitte  A-,  der  der  Geraden  p'.,  einmal 
begegnet. 

[£"-,  p\)  ist  also  die  degenerirle  Curve  S^.  Nun  begegnet 
offenbar  jede  Gerade  der  cubischen  Fläche  (ausser  />'.,,  die  ganz 
auf  F-  liegt)  der  Fläche  F-  zweimal,  also  so  oft  der  Schnittcurve 
{R^,  p\,  Ä'2)  von  F'  und  F^.  Mithin  trilft  jede  Gerade  der  cubi- 
schen Fläche,  welche  (p'.,,  A"')  gar  nicht  trifft,  R'^  zweimal,  jede, 
die  {p'2,  Af^)  einmal  trilft,  trilft  auch  .Ä^  einmal,  und  jede  Ge- 
rade, die  {p\,  K-)  zweimal  trilft,  triflt  R'^  gar  nicht.  Die  er- 
gänzende Gerade  zu  K-  sei  g,  sie  trifft  schon  K'-,  also  {p\,  K^) 
zweimal,  folglich  R^  gar  nicht.  Ferner  die  10  Geraden,  welcbe 
(j  treffen,  trefl'en  A*  nicht,  unter  diesen  befinden  sich  5  (wind- 
schiefe) h,  welche  auch  j}\  treffen,  die  ja,  da  sie  K'  triflt,  zu  g 
windschief  ist  (sie  bilden  ein  Quintupel  mit  2  Schneidenden  p\ 
und  g  und  keiner  Windschiefen),  also  die  5  Geraden  h  treffen 
p\,  aber  nicht  A -,  also  (jo  ., ,  K')  einmal,  mithin  auch  R^  ein- 
mal; die  5  übrigen  Geraden  //,  welche  p'.^  treffen  (und  ein  Quin- 
tupel mit  einer  windschiefen  Geraden  g  und  einer  schneidenden 
/>'.,  bilden),  trefl'en  eben  g  nicht,  also  A'^,  mithin  p'.^  und  K-, 
also  (/)%,  A^-)  zweimal,  folglich  R'^  gar  nicht.  Wir  haben  jetzt 
schon  alle  Geraden,  welche  (//j,  A'-)  zweimal  treffen;  also  giebt 
es  6  Gerade,  g  und  die  Ji,  welche  R^  gar  nicht  treffen. 
Sie  bilden  ein  Sextupel;  jedes  in  einem  Sextupel  enthaltene 
Quintupel  hat  aber  eine  schneidende  Gerade;  also  das  eine 
Gerade  />,  treffende  Quintupel  p^^  ist  mit  einer  schnei- 
denden Geraden  p.^,  das  sie  treffende  Quintupel  />, 
mit  2  schneidenden.    Den  Kegelschnitt  A'- zweimal  trifft  g^,  gar 
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iiklit  die  10  Geraden,  welche  g  treiren,  also  bleiben  ausser  p\ 
nocli  15,  die  ihn  einmal  IrefTcn;  zu  diesen  gehören  auch  die  5  Ge- 
raden //,  welche  p'.y  und  A-  trellen;  folglich  bleiben  10  Gerade 
h",  welche  blos  A"-  und  zwar  einmal,  also  auch  {p\,  A-)  und 
mithin  R'^  einmal  treffen..  Die  5  Geraden  //,  die  p'.^,  al)er  nicht 
K',  und  die  10  Geraden  h",  welche  AT-,  aber  nicht  />'.,  treffen, 
sind  offenbar  alle  Geraden  der  cuhischen  Fläche,  welche  {/>'.,,  A'-) 
nur  einmal  begegnen,  mithin  giebt  es  15  Gerade  auf  der 
cubischen  Fläche,  welche  R-^  einmal  treffen.  Folglich 
bleiben  G  Gera  d  e ,  unter  ihnen  ;> '., ,  w  c  1  c  h  e  7?  '  zwei  ni  a  I 
treffen;  die  5  übrigen  ausser  p'.,  sind  die  5,  welche  y  treffen, 
aber  nicht  p\.  Jede  Gerade  p.,  ist  Schneidende  für  ein  Quin- 
tupel  p^^  (inul  zwar  die  einzige  Schneidende),  also  sind  die  G  r,e- 
raden  jo.^  die  G  Schneidenden  für  die  G  Quititupel,  welche  durch 
die  G  Geraden  />„  gebildet  werden.  Mithin  bilden  die  G  Ge- 
raden/>.,  auch  ein  Sextupel;  die  Geraden  /y„  und  p.,  zu- 
sammen ein  Doppel  sechs.  Sie  liegen  also  synnuetrisch  zu 
einander,  und  das  musste  auch  erwartet  werden;  denn  füi-  2 
solche  Gurven,  wie  R^  und  S'^,  die  zusammen  den  Schnitt  einer 
Fläche  2.  Ordnung  mit  einer  Fläche  3.  Ordnung  bilden,  sind  die- 
selben Geraden  />, ,  die  Geraden  ;>,,  und  p.,  verlauschen  sich  unter 
einander. 

Jede  der  3  Gurven  C'-,  C^'^,  T/-',  welche  wir  bei  der  Grass- 
mannschen  Erzeugungsweise  auf  der  cubischen  Fläche  fanden, 
wird  von  jeder,  der  6  Geraden  G  zweimal,  von  jeder  der  G  Ge- 
raden L  gar  nicht,  von  jeder  der  15  Geraden  y  einmal  getroffen. 
G  und  L  bilden  ein  Doppelsechs. 

59.  Betrachten  wir  nun  die  Schnittcurve  9.  Ordnung 
R^  zweier  Oberflächen  3.  Ordnung  A''^  und  F^,.  Die 
quadratischen  Polarflächen  aller  Punkte  einer  beliebigen  Geraden 
L  in  Bezug  auf  F"^  bilden  ein  F'lächenbüschel  2.  Ordnung,  welches 
der  Punktreihe  der  Geraden  projectivisch  ist;  ebenso  «Hein  Bezug 
auf  F^,.  Beide  FlächenbOschel  sind  einander  projectivisch,  es 
entsprechen  einander  die  Polarflächen  desselben  Punktes  der  Ge- 
raden. Es  ist  wie  oben  klar,  dass,  wenn  eine  Tangente  der  Gurve 
R^  (im  Punkte  a)  dei"  Geraden  L  in  einem  Punkte  a  begegnet, 
die  Durchschnittscurve  der  beiden  Polarfläcben  von  cc  durch  u 
geht,  und  umgekehrt,  schneidet  die  Durchschnittscurve  der  beiden 
Polarflächen   eines   Punktes   a   der   Geraden  L  die  Gurve    R^   m 
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einem  Punkte  a,  so  trifft  ilie  Tangente  an  R'^  in  «die  Gerade  L 
in  a.  Also  so  oft  trifft  eine  Tangente  der  Cin've  R^  die  Gerade 
L,  als  der  Ort  der  Durchscbnittscurven  der  entsprechenden 
Flächen  der  beiden  obigen  Büschel  die  Curve  /?■'  schneidet. 
Dieser  Ort  ist  aber  in  Folge  der  Cbaslesschen  Construction  der 
Curven  4.  Ordnung  eine  Fläche  4.  Ordnung.  Diese  trifft  die 
Curve  R*^  in  36  Punkten;  also  ist  die  Tangenten  fläche  der 
Durchschnittscurve  R'^  zweier  Oberflächen  3.  Ordnung 
36.  Ordnung.  Wie  oben  ist  wieder  leicht  einzusehen,  dass 
jeder  etwaige  Doppelpunkt  der  Curve  R'*,  jeder  der 
Begegnungspunkte  der  Partialcurven,  in  die  sie  sich 
etwa  zerspaltet,  und  jed  er  etwaige  Doppelpunkt  einer 
solchen  Partialcurve  die  Ordnung  der  Tangente  n- 
f lache  um  2  vermindert.  Doch  in  unserer  Betrachtung  neh- 
men wir  nie  an,  dass  die  Curve  R'^,  bilde  sie  nur  ein  Continuum 
oder  zerfalle  sie  in  Theile,  Doppelpunkte  habe. 

Da  R^  9.  Ordnung  und  36.  Ranges  ist  und  keinen  singu- 
lären  Punkt  hat,  so  schliessen  wir,  dass  sie  18  scheinbare  Dop- 
pelpunkte hat.  Also  durch  jeden  Punkt  im  Räume  gehen 
18  Gerade,  welche  der  Curve  R^  zweimal  begegnen. 
Eine  Gerade,  welche  der  Raumcurve  dreimal  begegnet,  muss  oflen- 
bar  auf  einer  der  durch  7?^  gelegten  cubischen  Flächen,  welche 
ja  ein  Büschel  3.  Ordnung  bilden,  liegen,  nämlich  auf  derjenigen, 
welche  ausser  durch  die  Grundeurve  R^  noch  durch  einen  vier- 
ten Punkt  der  Geraden  definirt  ist.  Durch  jeden  Punkt  im  Räume 
geht  zwar  eine  Fläche  des  Büschels;  da  aber  die  Geraden  der 
cubischen  Flächen  diese  nicht  ganz  erfüllen,  wie  es  die  Geraden 
der  Flächen  2.  Ordnung  Ihun,  so  ist  es  nicht  nothwendig,  dass 
durch  jenen  Punkt  auch  just  eine  Gerade  der  durch  ihn  geleg- 
ten Fläche  gehe.  Also  nur  durch  gewisse  Punkte  werden 
die  Curve  R^  dreifach  treffende  Geraden  gehen;  jede 
solche  Gerade  tritt  dann  an  die  Stelle  von  3  durch  den  Punkt 
gehenden  die  Curve  zweimal  treffenden  Geraden.  Die  eben 
g  e  n  a  n  n  t  e  n  P  u  n  k  t  e  v\  e  r  d  e  n  eine  e  i  g  e  n  t  h  ü  m  1  i  c  h  e  F 1  ä  c  h  e 
@  bilden,  auf  der  sämmtliche  Geraden  aller  Flächen 
desBüschels  liegen  und  die  durch  diese  Geraden  aus- 
gefüllt wird.  Zwei  von  diesen  Geraden  können  sich 
nur  auf  der  Raumcurve  R"^  schneiden,  ausser  wenn 
sie   derselben   Fläche   angehören.     Es   sei  g   eine  Gerade 
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(lor  Fläche  F^,  und  ^j  auch  eine  Gerade  einer  der  Fläclien  des 
Büschels,  welche  g  IrilTt.  Alle  Geraden  aller  Flächen  des  Biischels 
treffen  B^  dreimal,  also,  wenn  g^  der  Geraden  g  hegegnet,  aher 
nicht  auf  B^,  so  trifft  sie  F^  viermal,  mithin  liegt  sie  ebenfalls 
auf  dieser  Fläche.  In  jedem  Punkte  aber  der  Curve  R^ 
wird  jede  auf  einer  d  e  r  F 1  ä  c  h  e  n  d  e  s  B  ü  s  c  h  e  1  s  liegende 
Gerade  von  lOandern  derartigen  Geraden  geschnitten. 
Denn  von  jedem  ihrer  Punkte  wird  R^  als  Curve  8.  Ordnung 
und  34.  Klasse  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  mithin  11  Dop- 
|)elpunkte  hat,  so  dass  von  jedem  Punkte  der  Curve  R-' 
11  Gerade  ausgehen,  welche  der  Curve  noch  zwei- 
mal, also  im  Ganzen  dreimal  begegnen.  Diese  Geraden 
liegen  auf  gewissen  Flächen  des  FJüschels,  deren  jede  durch  je 
einen  vierten  Punkt  auf  jeder  der  11  Geraden  determinirt  ist. 
Also  für  jeden  Punkt  der  Raum  curve  i?''  giebt  es  11 
Flächen  des  Büschels,  auf  denen  eine  Gerade  durch 
diesen  Punkt  geht;  im  speciellen  Falle  können  auch  2  Gerade 
derselben  Fläche  durch  den  Punkt  gehen. 

60.  Die  beiden  Ob  er  flächen  J''^  und  i^-'j  mögen  eine 
Gerade  /  gemein  haben;  sie  durchdringen  sich  dann 
noch  in  einer  llaumcurve  8.  Ordnung  R^.  Alle  Geraden 
auf  allen  durch  (ß'',  l)  gelegten  cubischen  Flächen,  welche  der  l  be- 
gegnen, (auf  jeder  10)  treffen  i?^  nur  zweimal,  da  sie  eben  (/,/?*) 
im  Ganzen  dreimal  treffen;  die  übrigen  dagegen  begegnen  R^ 
dreimal.  Sind  l'  und  /"  2  Gerade  einer  Fläche  des  Büschels, 
welche  mit  Im  einer  Ebene  liegen,  so  müssen  auf  1,1,  l"  offen- 
bar die  8  Schnittpunkte  von  R^  mit  der  Ebene  sich  befinden, 
mithin,  da  auf  /'  und  l"  je  2  Punkte  von  R^  sind,  müssen  auf 
/  4  sein.  Also  R^  wird  von  l  viermal  getroffen  und  (7?^, /) 
bat  4  Begegnungspunkte,  folglich  treffen  36—2.4  =  28  Tangen- 
ten von  (i^^  l),  also  natürlich  blos  von  R^  eine  beliebige  Gerade. 
Die  Tangentenfläche  von  Ä*  ist  28.  Ordnung. 

Daraus,  dass  R^  und  /  einander  in  4  Punkten  begegnen, 
schliessen  Avir,  dass  jede  durch  die  Raumcurve  R^  gelegte 
cubische  Fläche  auch  durch  die  Gerade  l  geht. 

Also:  Zerfällt  die  Schnittcurve  zweier  cubischen 
Flächen  in  eine  Gerade  und  eine  Raumcurve  8.  Ord- 
nung (die  sich  auch  noch  in  Partialcurven  zertheilen 
kann),  so  geht  jede  durch   die  Raumcurve  8.  Ordnung 
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gelegte  cubische  Fläche  auch  durch  die  Gerade,  welche 
der  Raumcurve  (sei  sie  eine  einzelne  Curve  oder  be- 
stehe sie  aus  Partialcurven)  insgesammt  viermal  be- 
gegnet. Das  ist  offenbar  der  entsprechende  räumliche  Satz  zu 
dem  bekannten  ebenen  Satze:  Eine  cubische  Curve,  die 
durch  8  von  den  9  Schnittpunkten  zweier  cu  bis  eben 
Curven  geht,  geht  auch  durch  den  neunten. 

Die  Wahrheit  des  obigen  Satzes  lässt  sich  aucli  noch  auf 
andere  Weise  erkennen.  Es  seien  S^,  S^'\  S.,^  drei  durch  i?^  ge- 
legte cubisclie  Flärlien,  von  denen  .S',^  und  .S'.,''  unendlich  wenig 
verschieden  sind,  Nachbarn  in  der  Reibenfolge  des  Systems  der 
durch  R^  gelegten  cubischen  Flächen.  Beide  haben  also  mit  S^ 
die  Curve  R^  gemein  und  treffen  sie  noch  in  einer  Geraden, 
welche  beiden  Geraden  auch  nur  sehr  wenig  in  der  Lage  von 
einander  verschieden  sind.  Aber  auf  einer  cubischen  Fläche 
giebt  es  im  Allgemeinen  nicht  dicht  neben  einander  liegende  Ge- 
raden, sondern  eine  endliche  Anzahl  endlich  entfernter  Geraden. 
Folglich  müssen  jene  beiden  Geraden  nicht  hlos  dicht  neben  ein- 
ander liegen,  sondern  vollständig  zusannnenfallen;  von  einer 
Fläche  stets  zur  unmittelbar  benachbarten  übergehend,  gelangen 
wir  zu  allen  Flächen  des  Systems  und  sehen  ein,  dass  alle  die 
Fläche  S^  ausser  in  R^  in  derselben  Geraden  schneiden,  alle 
mithin  ausser  R^  diese  Gerade  gemein  haben. 

Einen  ähnlichen  Schluss,  welcher  zu  dem  Resultate  führen 
würde:  Alle  durch  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  gebenden  Flächen 
2.  Ordnung  begegnen  einander  noch  in  derselben  Geraden,  kann 
man  nicht  machen,  weil  auf  jeder  Fläche  2.  Ordnung  unendlich 
viele  dicht  neben  einander  liegende  Geraden  vorhanden  sind. 

Es  ist  auch  ersichtlich,  dass  die  Gerade  l  die  einzige 
ist,  welche  der  Raumcurve  R^  viermal  begegnet;  jede 
andere,  welche  dies  auch  thäte,  müsste  sich  auf  allen  durch  R^, 
d.  h.  auf  allen  durch  {R^,  i)  gelegten  cubischen  Flächen  befinden, 
was  nicht  möglich. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Flächen  3.  Ordnung  F^  und 
F^i  durch  die  zweite  Steinersche  Erzeugungsart  entstanden,  in- 
dem bei  beiden  das  erzeugende  Ebenenbüscbel  B  [E)  die  Axe  l 
hat,  die  beiden  erzeugenden  Flächenbüschel  B  [F-)  und  B^  {F^} 
sind,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  fernere  Durchschnitts- 
curve  R^    der  beiden   Flächen  F^  und  F^^  der  Ort  der 
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D 11  r  c  h  s  c  Ii  n  i  1 1  s  p  u  n  k  t  e  tl  e  r  e  n  t  s  p  r  e  c  li  e  n  d  e  n  E 1  e  lu  e  n  t  e  d  e  r 
drei  pro jectivisclien  Büschel  B  [E),  B  [F-]  und  B^  [F-]  ist, 
von  denen  eins  ein  Ebenenbüschel,  die  beiden  andern 
F 1  ä  c h  e n b  ü s  c  1)  e  1  2.  Ordnung  sind.  Die  beiden  Büschel  B{F') 
und  B^  {F-)  schneiden  in  die  Axe  /  ofTenbar  zwei  projeclivische 
Involutionen  ein,  in  denen  je  zwei  Punktenpaarc  enisprechend 
sind,  die  von.  den  derselben  Ebene  des  Büschels  B  [E)  ent- 
sprechenden Flächen  der  Büschel  B  [F-)  und  B^  (F^)  herrühren. 
Bei  zwei  auf  derselben  Geraden  liegenden  projectivischen  Punkt- 
involutionen kommt  es  nun  viermal  vor,  dass  zwei  Punkte,  die 
entsprechenden  Punklenpaaion  angehören,  zusammenfallen. 

So  erhalten  wir  die  4  Punkte,  in  denen  /  von  R^  getroffen 
wird.  Die  beiden  Büschel  2.  Onhiung  B  (F-)  und  i?,  {F"^)  erzeugen 
durch  die  Durchschuillscurvon  ihrer  entsprechenden  Flächen  eine 
Fläche  4.  Ordnung,  auf  der  aucli  die  (irundcurveu  der  beiden  Büschel 
liegen.  Es  ist  demnach  ersichtlich,  dass  R^  der  weitere 
Schnitt  dieser  Fläche  4.  Ordnung  mit  jeder  der  bei- 
den cubischen  Flächen  ist,  mit  der  sie  ja  schon  die 
G  r u  n  d  c  u  r  V  e  des  d  i  e  s  e  1  It  e  e  i- z  e  u  g  c  n  d  e  n  F 1  ä  c  h  c  n  b  ü  s  c  h  e  1  s 
2.  Ordnung  gemein  hal. 

61.  Die  beiden  Oberflächen  F'-^  und  F^^  haben  2 
windschiefe  Geraden  gemein:  l  und?«.  Sie  durchdrin- 
gen einander  also  noch  in  einer  Raumcurve  7.  Ord- 
nung L'.  Nach  der  vorigen  Nummer  muss  /  der  Raumcurve 
8.  Ordnung  [L',  m]  viermal  begegnen,  mithin,  da  sie  m  nicht  be- 
gegnet, der  Raumcurve  L'  viermal;  dasselbe  muss  vi  thun.  Da- 
her bat  die  Gesammtsclmitlcurve  [L',  1,  >n)  8  Begcgnungspunkle 
ihrer  Theile,  welche  die  Anzahl  der  einer  beliebigen  Geraden  be- 
gegnenden Tangenten  der  Schniltcurve,  also  natürlich  blos  der 
Curve  i"  auf  36 — 2.8  =  20  reduciren.  Folglich  ist  die  Tan- 
genlenfläche  der  Raumcurve  7.  Ordnung,  welche  zweien 
cubischen  Flächen  ausser  2  windschiefen  Geraden  ge- 
mein ist,  20.  Ordnung.  Alle  durch  L'  gehenden  cubi- 
schen   Flächen   gehen   auch   durch  l  und  m. 

D  i  e  R  a  u  m  c  u  r  V  c  i "  wi  r  d  von  d  e  n  5  G  e  r  a  d  e  n  s.r  jede  r 
durch  [l,m,L')  gehenden  Fläche  F-\x,  welche  /  und  m 
begegnen  (und  ein  Quinlupel  bilden),  einmal  getrof- 
fen, von  den  10  Geraden  /.,,  welche  blos  eine  der  bei- 
den Geraden  /  oder  m  treffen,  zweimal,  von  den  10  Ge- 

13* 
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raden  ii^r,  welche  weder  /  noch  ?«  treffen,  dreimal,  von 
l  und  m  seihst  je  viermal  getroffen  (No  21).  — 

Die  beiden  Oberflächen  haben  einen  Kegelschnitt 
K-  gemein  (im  speci eilen  Falle  zwei  einander  schnei- 
dende Geraden);  auch  diesmal  begegnen  sie  einander 
noch  in  einer  Raumcnrve  7.  Ordnung  R~.  Es  giebt  auf 
jeder  durch  [K'^,R')  gehenden  cubischen  Fläche  i^^^-  eine 
Gerade  /.r,  welche  A'^  zweimal  begegnet,  die  resp.  er- 
gänzende Gerade,  10  Gerade  m,r,  welche  K-  gar  nicht 
treffen,  nämlich  die,  welche  Ir  treffen,  und  16  Ge- 
rade g^.  welche  ihn  einmal  treffen;  die  ersten  werden 
also  fi' einmal,  die  zweiten  dreimal,  die  dritten  zwei- 
mal treffen.  Die  Geraden  /.r  liegen  alle  in  derselben 
Ebene  (der  von  Z'-)  und  schneiden  einander  alle  aufi?^ 
Die  Curve  R'  schneidet  diese  Ebene  in  7  Punkten;  davon  ist 
einer  der  eben  genannte  auf  allen  /.r  liegende;  auf  keiner /.r  liegt 
noch  einer;  auf  dem  vollständigen  Schnitt  [l^:,  A'-)  der  Ebene 
mit  i^^r.  auf  der  ja  R'  liegt,  müssen  sich  die  7  Punkte  befinden; 
also  6  auf  A-.  Mithin  hat  die  Gesammtschnittcurve  (A-,  R"^)  der 
beiden  Flächen  6  Begegnungspunkte  ihrer  Theile;  es  begegnen 
folglich  24  ihrer  Tangenten  einer  beliebigen  Geraden;  dazu  ge- 
hören aber  noch  die  2  Tangenten,  welche  von  dem  Punkte,  wo 
diese  Gerade  die  Ebene  des  Kegelschnitts  K-  durchbohrt,  an  K- 
gehen;  also  bleiben  22  für  R"^  allein.  Die  Tangentenfläche 
einer  Raumcurve  7.  Ordnung,  welche  mit  einem  Ke- 
gelschnitte die  Grundcurve  eines  Büschels  3.  Ord- 
nung ausmacht,  ist  22.  Ordnung.  Die  beiden  Theile 
der  Grundcurve  begegnen  einander  in  6  Punkten. 

62.  Nehmen  wir  nun  an,  die  beiden  Oberflächen  F^ 
und  F'^^  haben  eine  ebene  Curve  3.  Ordnung  K^  ge- 
mein; sie  schneiden  sich  dann  noch  in  einer  Raum- 
curve 6.  Ordnung  R^\  Jede  Gerade  auf  jeder  durch 
[K'^y  R^)  gehenden  cubischen  Fläche  trifft  Af^  einmal,  also 
R^  zweimal.  A'^  bildet  nun  auch  den  vollständigen  Schnitt 
ihrer  Ebene  mit  jeder  dieser  Flächen,  also  müssen  die  6  Punkte, 
in  denen  R^*  dieser  Ebene  begegnet,  auf  K"^  liegen. 

Mithin  hat  die  Gesammtschnittcurve  [K^,  R''}  6  Be- 
gegnungspunkte ihrer  Theile,  also  treffen  24  ihrer  Tan- 
genten   eine    beliebige    Gerade;    dazu    gehören    aber    auch    die 
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6  Tangenten,  welche  von  dem  IHinkle,  wo  diese  Gerade  die  Ebene 
der  Cinve  A'^  Irillt,  an  K'^  gehen ;  niilhin  bleiben  18  Tangenten  fin- 
die  Cnrve  R^'  übrig. 

Also  die  Tangenlenfläche  einer  Raumcurvc  6.  Ord- 
nung, welche  mit  einer  ebenen  cii bischen  Curve  die 
Grün  de  ur  VC  eines  cn  bischeu  ßü  seh  eis  bildet,  ist  18. 
Ordnung. 

Die  Tangentendäche  ist  demnach  von  derselben  Ordnung, 
als  die  der  Curve  ().  Ordnung  .S"'  (No.  57),  in  der  eine  Fläche 
2.  Ordnung  die  cubische  Fläche  durchschneidet.  Es  wird  sich  auch 
leicht  zeigen  lassen,  dass  durch  unser e  Ilaumcurve  J?'' eine 
Fläche  2.  Ordnung  geht.  Die  G  Punkte  v,  in  welchen 
eine  Ebene  E  der  Curve  li^  begegnet,  liegen  stets  auf 
einem  Kegelschnitte  Z.  Denn  sie  bilden  mit  den  3  Punk- 
ten IV,  in  denen  die  Ebene  E  die  Curve  K"^  schneidet  uiul  welche 
-auf  einer  Geraden,  der  Schnitlgeraden  der  Ebene  E  un«l  der  der 
Curve  K^ ,  liegen,  die  9  Durchschiiittspunkte  zweier  cubischen 
Curven,  nämlich  derjenigen,  welche  E  aus  F"^  und  F"^^  ausschnei- 
det. Jede  fernere  cubische  Curve,  die  durch  8  von  diesen  Punk- 
ten geht,  enthält  auch  den  neunten;  mithin  auch  diejenige,  welche 
aus  der  Geraden  der  3  Punkte  w  und  dem  durch  5  der  Punkte 
V  bestimmten  Kegelschnitte  ü,  besteht.  Folglich  muss  sie,  also 
der  Kegelschnitt  2,  (denn  auf  der  Geraden  können  nicht  mehr 
als  3  Punkte  einer  cubischen  Fläche  liegen)  auch  durch  den 
sechsten  Punkt  v  gehen. 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  dass  diese  Kegelsch  nitte  ^ 
aller  Ebenen  auf  derselben  Oberfläche  2.  Ordnung 
liegen.  Da  ist  zuerst  zu  beweisen,  dass  eine  Gerade  /  den  Ke- 
gelschnitten Z  aller  durch  sie  gehenden  Ebenen  in  denselben 
2  Punkten  begegnet;  es  genügt  offenbar,  dies  für  die  Kegelschnitte 
E'  und  E"  zweier  solchen  Ebenen  E'  und  E"  zu  beweisen. 
E'  schneide  die  Ebene  der  Curve  K"^  in  ;/,  E"  in  ;/';  />'  und/?" 
treffen  offenbar  die  Gerade  l  =  {E',  E")  in  demselben  Punkte, 
dort  wo  diese  von  der  Ebene  der  Curve  AT^  geschnitten  wird. 
E'  schneidet  F'^  und  F'^^  in  zwei  cubischen  Curven  L'  und  X'j , 
die  ein  Curvenbüschel  erzeugen,  welches  auf  /  eine  cubische  In- 
volution einschneidet,  die  ersichtlich  mit  der  durch  das  Flächen- 
büschel [F"^,  i^^j)  auf  l  eingeschnittenen  identisch  ist,  denn  sie 
hat  mit  ihr  2  Punktentripel  gemein   (die  beiden  von  F^  und  F'^^ 
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und  tlic  beiden  von  Z'  und  Z',  eingescliniltenen).  Zum  CurwA- 
büschel  3.  Ordnung  gehört  aber  auch  die  zusammengeselzle  Curve 
(//,  2'),  denn  sie  geht  ja  auch  durch  die  9  Grundpunkte,  welche 
die  Schnittpunkte  von  ^'  mit  K^  und  R''  sind.  EI)enso  schnei- 
det E"  aus  F^  und  F^^  2  cubische  Curven  L"  und  L'\  aus, 
Avelche  ein  Curvenbüschel  3.  Ordnung  veranlassen,  zu  dem  auch 
(//',  2")  gehört,  und  welches  auf  /  eine  mit  der  durch  das  Flächen- 
büschel {F^,  F^^)  erzeugten  identische  cubische  Involution  her- 
vorruft. Diese  ist  also  auch  mit  der  auf  /  durch  das  Büschel 
[L'y  L\)  in  E'  erzeugten  identisch.  Daraus  schliessen  wir,  dass 
je  eine  Curve  des  cubischen  Büschels  auf  E'  der  Geraden  /  in 
denselben  3  Punkten  begegnet,  als  eine  gewisse  des  Büschels 
auf  E",  oder,  wenn  je  eine  Curve  des  Büschels  auf  E'  und  eine 
des  Büschels  auf  E"  den  einen  Schnittpunkt  mit  /  gemein  haben, 
so  haben  sie  auch  die  andern  beiden  gemein.  [S',  p)  trifft  mit 
seinem  Theile  p'  die  Gerade  /  in  demselben  Punkte,  in  dem 
{2",j)")  mit  seinem  Theile  y  diese  Gerade  trilft.  Folglich  wer- 
den die  beiden  übrigen  Punkte,  in  denen  //,  2')  die  Gerade  /, 
also  die,  in  denen  2'  dieselbe  trifft,  identisch  sein  mit  denen,  in 
welchen  2"  sie  trifft. 

Es  könnte  nun  aber  doch  vorkommen,  dass  auf  /  noch  andere 
Punkte  sich  befinden  als  die  beiden  eben  gefundenen,  welche  sie 
mit  den  in  allen    durch  sie   gelegten  Ebenen    befindlichen  Kegel- 
schnitten Z!  gemein   hat,  Punkte,  die  von  Kegelschnitten  2  her-    I 
rühren ,  deren  Ebenen  nicht  durch  /   gehen.     Es   treffe   also    ein    1 
Kegelschnitt  2^,   dessen   Ebene  E^    nicht  durch  /  geht,   die  Ge-    I 
rade   /  in   einem  Punkte  a^.     Man   lege   durch  l   eine  beliebige   i 
Ebene  6,  diese  begegnet  der  Ebene  E^  in  einer  Geraden  m.    Auf   : 
dieser   muss   ersichtlich   der  Punkt  (Tj   liegen,   und   zwar    ist    er    , 
einer  der  beiden  Punkte,  in  denen  m  von   dem  Kegelschnitte  2^^    ' 
getroffen  wird;  der  muss  aber  identisch  sein  mit  einem  der  bei- 
den Punkte,  in  denen  m  von  dem  Kegelschnitte  2'  der  Ebene  (S   ' 
getroffen  wird,   da  E^  und  (S    durch  m  gehen,     a^  also  liegt  auf   ' 
2' ,  er   liegt  aber  auch  auf  /,   ist  also  einer  der  beiden  Schnitt-    I 
punkte  von  2'  und  /,  mithin  einer  der  beiden  Punkte,  in  denen    ! 
/  von   dem   Kegelschnitte   2'  einer   durch  /   gehenden  Ebene  G,    j 
folglich  von   den  Kegelschnitten   sämmtlicher    durch  /  gehenden    j 
Ebenen   getroffen  wird,    demnach    einer   der   beiden  oben  gefun-    ) 
denen  Punkte.  I 
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Also  jede  Gerade  /  begegnet  dein  Sy steine  aller  K e- 
gelsclinille  2  nur  in  2  Punkten;  diese  Kegelschnitte 
erzeugen  folglich  eine  Fläche  2.  Ordnung  F-,  welche, 
da  jeder  Kegelschnitt  Z  6  Punkte  der  I{ a u in c u r v e  R " 
enthält,  diese  Uaunicurve  ganz  enthält.  Es  hat  sich  mit- 
hin dieselbe  als  Durchschnitt  der  cubischen  Fläche  mit  einei- 
Fläche  2.  Ordnung  ergeben,  folglich  in  der  That  als  Curve  der- 
selben Art  wie  S*''  aus  No.  57. 

Der  CiOniplex  aus  F"^  und  der  Ebene  der  Curve  /t'-^  ist  olfen- 
bar  eine  zu  dem  cubischen  Büschel,  dessen  (irundcurve  {K'\  /?") 
ist,  gehörige  degenerirte  cubische  Fläche. 

Alle  cubischen  Flächen,  welche  durch  eine  Raum - 
curve  G.  Ordnung  /?''  gehen,  deren  Tangentenfläche 
18.  Ordnung  ist,  schneiden  sich  zu  je  2  noch  in  einer 
ebenen  cubischen  (uirve.  Es  seien -S"*  und -S'j  2  durch  i?"  ge- 
legte cubischen  Flächen;  sie  begegnen  einander  noch  in  dem  Ge- 
bilde 3.  Ordnung  C''\  Eine  beliebige  Ebene  r schneidet  aus  -S'"'  und 
iS^j  die  Curven  ©^  und  (S^,  aus,  die  sich  in  den  6  Schnitt- 
punkten der  Ebene  T  mit  R*^  und  den  3  Schnittpunkten  mit  C' 
begegnen.  Folglich  sind  diese  9  Punkte  von  der  Art,  dass  jede 
durch  8  von  ihnen  gelegte  cubische  Curve  auch  durch  den  neun- 
ten geht.  Durch  die  6  Schnittpunkte  von  T  mit  B''  geht  ein 
Kegelschnitt  U,  folglich  muss  die  durch  S  und  die  Verbindungs- 
gerade zweier  der  3  Punkte  {T,  C^)  gebildete  cubische  Curve  auch 
durch  den  dritten  Punkt  gehen.  Z'kann  das  nicht  thun,  denn  er  hätte 
dann  mit  ©^  und  @^i  7  Punkte  gemein,  also  muss  die  Verbin- 
dungsgerade es  thun.  Mithin  liegen  die  3  Punkte,  in  denen 
eine  beliebige  Ebene  dem  Gebilde  C^  begegnet,  in  gerader  Linie. 
Folglich  muss  das  Gebilde  eine  ebene  cubische  Curve  sein. 

63.  Die  beiden  Oberflächen  F^  und  F"^^  haben  ge- 
mein einen  Kegelschnitt  K-  und  eine  ihm  einmal  be- 
gegnende Gerade  m,  welche  also  zusammen  eine  Abart  der 
Raumcurve  3.  Ordnung  bilden.  Diebeiden  Flächen  durch- 
dringen einander  noch  in  einer  Raumcurve  6.  Ord- 
nung -P''.  Die  ergänzende  Gerade  zu  K"^  auf  jeder  durch 
[K'-y  7)1,  P^)  gelegten  cubischen  Fläche  F^a:  sei  l.r.  Jede  Gerade 
auf  F^^,  welche  Ir  trifft,  trifft  IC^  nicht,  und  umgekehrt;  also 
m,  welche  K'^  begegnet,  begegnet  nicht  l.^.  l''^  muss  offenbar  der 
Gesammtschnittcurve  {K'^,  7n,  P^)   dreimal   begegnen;   also  da  sie 
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AT^  zweimal,  ?n  gar  iiklit  Irillt,  triflt  sie  P'*  eiimial;  in  diesem 
Punkte  dmclischneiden  sich  übrigens  auch  alle  Geraden  /.^.,  die 
ja  sämmtlich  in  der  Ebene  des  Kegelschnitts  K'  liegen;  diese 
Ebene  begegnet  /'•'  in  G  Punkten,  welche  sich  auf  K-  und  /.^ 
vertheilen;  da  auf  /.r  nur  ein  Punkt  von  P^  liegt,  so  kommen 
auf  K-  5.  P'*  und  K'^  treffen  also  fünfmal  einander.  Die 
Gerade  m,  ein  Theil  der  Gesammtschnittcurve,  muss  nach  No.  60 
dem  übrigen  Theile  derselben  (A-,  P^')  viermal  begegnen;  da  sie 
also  K"^  einmal  trifft,  muss  ni  die  Gurve  P"  dreimal  tref- 
fen. Wir  sehen  mithin,  dass  die  Gesammtschnittcurve  (Af-,  m,  P") 
5  +  3  +  1=9  Begegnungspunkte  ihrer  i'arlialcurven  hat,  mit- 
hin treffen  18  von  ihren  Tangenten  eine  beliebige  Gerade;  doch 
dazu  gehören  auch  die  2,  welche  von  dem  Punkte,  in  dem  diese 
Gerade  die  Ebene  von  K'^  trifft,  an  lO  gehen;  es  bleiben  folg- 
lich 16  für  P".  Die  Tangentenfläche  von  P''  ist  also 
16.  Ordnung.  — 

Die  beiden  Oberflächen  F'-^  und  F'\  haben  einen 
Kegelschnitt  K'  und  eine  ihn  nicht  schneidende  Ge- 
rade h  gemein.  Ausserdem  begegnen  sie  sich  noch  in 
einer  Raum  cur  ve  Q^  6.  Ordnung.  Es  sei  F^^  wieder  eine 
beliebige  Eläche  des  Büschels,  dessen  Grundcurve  [K-,  h,  Q^)  ist, 
/.c  die  ergänzende  Gerade  zu  K-  auf  ihr.  Da  h  nicht  K-  trifft, 
trifft  sie  /.r;  mithin  begegnet  /.^  dem  Kegelschnitt  A'-  zweimal, 
der  Geraden  h  einmal,  folglich  0*"  gar  nicht.  Sie  ist  auf  jeder 
Fläche  auch  die  einzige  Gerade,  die  dies  thut.  Die  6  Schnitt- 
punkte von  Q^'  mit  der  Ebene  des  Kegelschnitts  K^  können  also 
nur  auf  diesem  liegen. 

Ferner  h  als  Theil  der  Gesammtschnittcurve  muss  dem  übri- 
gen Theile  [K-,  Q^')  viermal  begegnen;  sie  hat  mit  K-  keinen 
Punkt,  folglich  mit  Q^  A  Punkte  gemein.  Die  Gesammtschnitt- 
curve hat  also  10  Begegnungspunkte  ihrer  Partialcurven;  folglich 
treffen  IG  von  ihren  Tangenten  eine  beliebige  Gerade;  davon 
kommen  2  auf  K-,  keine  auf  h,  also  14  auf  Q*^. 

Zwei  cu bische  Flächen  also,  die  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  ihm  nicht  begegnende  Gerade  ge- 
mein haben,  durchdringen  einander  noch  in  einer 
Raumcurve  6.  Ordnung  und  14.  Ranges,  welche  dem 
Kegelschnitte  sechsmal,  der  Geraden  viermal  be- 
gegnet. 
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Wir  fanden  auf  F^,^  nur  eine  Gerade  Kr,  welche  Q^  gar 
nicht  begegnet.  Es  gioht  ferner  nur  eine  Gerade  s,r,  welche  h  und 
/.,.  begegnet,  die  dritte  in  der  Ebene  [h,  ij),  welclie  mithin  h  be- 
gegnet, aber  nicht  A'-,  folgUc  h  0''  zweimal.  Die  8  andern  Ge- 
raden t,r  auf  i^^i-  (ausser  /.i  und  5,),  welche  h  treffen,  treffen, 
weil  sie  /.,,,  nicht  treffen,  A'^  also  A  -  und  h,  mithin  0'*  nur  ein- 
mal. Ferne?  giebt  es  noch  8  Gerade  ?<.r,  weiche  /.^  treffen,  aber 
nicht  h,  also  8  Gerade,  welche  weder  A '^  noch  h  begegnen,  mit- 
hin 0^  dreimal  treffen.  Ferner,  da  10  Gerade  l^  treffen,  müs- 
sen 16  Gerade  A-   einmal   treffen;    zu  diesen  gehören  auch  die 

8  Geraden  f.r,  welche  A"-  und  h  treffen,  es  bleiben  also  8  Ge- 
rade v\r:,  welche  blos  A-  treflen,  aber  nicht  h,  welche  also  Q*^ 
zweimal  begegnen.  Mithin  giebt  es  auf  jeder  durch  {Jt-,  h,  Q^) 
gelegten  c üb i sehen  Fläche  F'^,^  eine  Gerade  l.r,  die  Q'' 
gar  nicht  trifft,  8  Gerade  /.r,  welche  sie  einmal  tref- 
fen, 9  Gerade,  av  "nd  die  8  Geraden  v^c,  welche  sie 
zweimal  treffen,  8  Gerade  ti,r,  welche  ihr  dreimal  be- 
gegnen, und  die  auf  allen  Flächen  des  Büschels  lie- 
gende h,  welche  ihr  viermal  begegnet.  — 

Wir  kommen  nun  zur  Betrachtung  des  Falles,  dass  i^^  und 
F'\  drei  windschiefe  Geraden  gemein  haben:  hy,  h.-,,  h^ 
Nur  dieser  Fall  von  3  Geraden  bleibt,  die  andern  sind  specielle 
Fälle  der  vorigen.  Die  Raumcurve  6.  Ordnung,  welche 
beiden  Flächen  noch  gemein  ist,  sei  T^.  Jede  der 
3  Geraden  mnss  dem  übrigen  Schnitt,  also,  da  sie  den  beiden 
andern  Geraden  nicht  begegnet,  der  Raumcurve  T"  viermal 
begegnen.  3Iithin  hat  die  Gesammtschnittcurve  {h^,  h.^,  h-^,  T^) 
12  Begegnungspunkte  ihrer  Theile,  also  36 — 2. 12=12  Tangen- 
ten derselben  —  und  das  sind,  da  h^.Ji.^,  h.^  keine  Tangenten 
liefern,  Tangenten  von  T"  —  begegnen  einer  beliebigen  Geraden. 

Folglich  ist  die  Tangentenfläche  der  Raumcurve 
6.  Ordnung,  in  der  2  cubische  Flächen,  die  3  wind- 
schiefe Geraden  gemein  haben,  einander  noch  durch- 
dringen, 12.  Ordnung. 

No.  21  lehrte  uns  nun,  dass  für  das  Tripel  der  3  Geraden 
Äj  ^2  A3  auf  jeder  durch  (Äj  h^  h.^  T")  gehenden  Fläche  F'^,-c  es 
3  Gerade  i^  giebt,  die  es  dreimal,  6  Gerade  k:c,  die  es  zweimal, 

9  Gerade  m^,  die  es  einmal,  6  Gerade  n^,  die  es  gar  nicht  tref- 
fen.     Also  von   den  3  Geraden  /^  jeder  Fläche  i^^^  wird 
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T^  gar  nicht,  von  ilcn  6  Geraden  /c.v  einmal,  von  den 
9  Geraden  m.r:  zweimal,  von  den  6  Geraden  n,^.,  welche 
nach  No.  22  in  2  Tripel  zerfallen,  dreimal,  von  den 
3  Geraden  hyh.^h.^,  die  allen  Flächen  F'^.r  gemein  sind, 
viermal  getroffen. 

64.  Es  sei  den  heidcn  Flächen  F-^  und  F'^^  eine 
(ubische  Raumcurve  R'^  gemein.  Heide  schneiden 
sich  noch  in  einer  liaumcurve  6.  Ordnung  f/''.  Es  gieht, 
wie  wir  in  No.  58.  gesehen,  auf  F^  (ebenso  auf  F^^  und  jeder 
andern  durch  R"^  gehenden  cubischeu  Fläche)  G  Gerade,  welche 
R'-''  gar  nicht  begegnen.  Diese  begegnen  also  der  Gurve  V^' 
dreimal.  Es  sei  f  eine  solche  Gerade.  Zur  weitereu  Bestim- 
mung einer  durch  (/?^  f/'')  gehenden  Oberlläche  3.  Ordnung  ist 
noch  ein  Punkt  nölhig;  also  lässt  sich  gewiss  durch  V^  allein 
und  einen  beliebig  gewählten  Punkt  eine  cubische  Fläche  legen. 
Dieser  Punkt  sei  ein  vierter  auf  f,  der  von  deren  3  Schnittpunk- 
ten mit  V^  verschieden  ist.  Die  durch  U^  und  diesen  Punkt 
gelegte  cubische  Fläche  S^  trilft  f  demnach  in  4  Punkten,  ent- 
hält sie  also  ganz  und  schneidet  die  cubische  Fläche  F^  noch  in 
einem  Gebilde  2.  Ordnung  6'-.  Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  keine 
Gerade  der  Curve  V^  viermal  begegnen  kann,  diese  müsste  ja 
auf  beiden  Flächen  F'^  und  F'\  liegen;  aber  diese  haben  nur 
R'^  und  [/•'  gemein.  Das  Gebilde  C'^  besteht  entweder  aus  2 
gegen  einander  windschiefen  Geraden  Z",  und  /l,  oder  aus  einem 
Kegelschnitte  K"^  (der  ja  auch  in  2  einander  schneidende  Geraden 
degeneriren  kann).  Der  erste  Fall  bietet  3  Unterabtheilungen: 
ci)  Es  sind  f^  und  f^  beide  gegen  f  windschief,  dann  ist  TJ^ 
der  weitere  Schnitt  zweier  Oberllächen  F"^  und  S^ ,  welche  3  wind- 
schiefe Geraden  f,  f^,  f^  gemein  haben,  also  TJ^'  von  der  in  No.  63 
betrachteten  Art  T";  aber  dann  muss  sie  jede  der  3  Geraden 
f^  fv  h  "vitirniä^  treffen,  was  bei  ü^  nach  dem  Obigen  nicht  der 
Fall  sein  darf,  ß)  Nur  eine  der  beiden  Geraden  f^  und  /;  'st 
oe<^en  f  windschief,  z.  B.  /j»  ^^^^^  haben  wir  einen  degenerirten 
Kegelschnitt  (/,  /",)  und  eine  ihn  gar  nicht  treffende  Gerade  f^ ; 
die  Curve  V^  wäre  von  der  Art  Q^  in  No.  63;  sie  träfe  aber 
dann  auch  f^  viermal,  was  bei  JJ^  nicht  möglich,  y)  Beide  Ge- 
raden /"i  und  /;  begegnen  /;  wir  haben  dann  einen  degenerirten 
Kegelschnitt  (/",  f^  und  eine  ihm  einmal  begegnende  Gerade  f.^. 
Wir  kommen  also  auf  die  Art  P^  von  No.  63,  bei  der  keine  sie 
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viemal  treneiulc  Gerade  sich  vorfand.  Dieser  Fall  würde  sich  als 
inöslich  ergeben.  Ancli  der  zweite  Fall  lässt  drei  Unterablheilungen 
zu  :  ß')  Der  Kegelsclunlt  A'^  hat  mit /"keinen  Punkt  gemein;  dann 
konnnen  wir  auf  den  Fall  0".  ^^o  aber  U^'  der  Geraden  f  viermal 
begegnen  miisste.  ß')  Der  Kegelschnitt  A^-  hat  mit  f  einen  Punkt 
gemein;  wir  kommen  auf  P''  und  keinen  Widerspruch,  y')  Der 
Kegelschnitt  hat  mit  f  2  Punkte  gemein,  d.  !i.  seine  Ebene  geht 
durch  f;  k-  und  f  bilden  dann  eine  degenerirte  ebene  cubische 
Curve.  V'  wäre  dann  von  der  Art  R*"  (No.  62).  Aber  wir 
haben  ja  bewiesen,  dass  2  Flächen  o.  Ordnung,  welche  durch 
eine  Raumciuve  (1.  Ordnimg  von  der  Art/?''  gehen,  sich  noch  in 
einer  ebenen  cubischen  (Jurve  schneiden.  Wäre  also  V'  von  der 
Art  /?•',  so  müssten  F'^  und  F'\,  die  sie  gemein  haben,  sich  in 
einer  ebenen  cubischen  Gurve,  aber  nicht  in  der  doppelt  ge- 
krinnniten  Curve  Ä-*  schneiden. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  der  Fall  y)  sich  unter  ß')  sub- 
sumirt;  mithin  begegnet  die  Fläche  S^ ,  die  durch  die  Gurve  t/'' 
und  die  sie  dreimal  trelTende  Gerade  f,  [resp.  bei  y)  :  f.^]  der  Fläche 
F^  gelegt  ist,  dieser  Fläche  noch  in  einem  Kegelschnitte  E^  [resp.  bei 
y)  :  (/",  /"j)],  der  von  f  [resp.  /!,]  einmal  getroffen  wird.  U^'  ist  also 
der  fernere  Schnitt  zweier  Flächen  F^  und  S^,  welche  einen  Kegel- 
schnitt AT-  und  eine  ihn  einmal  trelTende  Gerade  gemein  haben, 
mithin  von  der  in  No.  63  geschilderten  Art  P^',  demnach  eine 
Hauincurve  6.  Ordnung,  deren  Tangentenfläche   16.  Ordnung  ist. 

Also  zwei  cubische  Flächen  F^  und  F^, ,  die  sich  in 
einer  c u b i s c h e n  R a u m c u r v e  R^  durchschneiden,  haben 
noch  eine  Raumcurve  6.  Ordnung  P**  gemein,  deren 
Tangenten  fläche  16.  Ordnung  ist. 

Von  dieser  Art  ist  aber  auch  (No.  16)  die  Curve  der  Kegel- 
spitzen eines  Flächenbündels  2.  Ordnung,  also  auch  die  Curve 
der  reciproken  Pole  der  Punkte,  welche  auf  einem  ebenen  Durch- 
schnitt der  Kernfläche  liegen,  oder,  was  dasselbe,  die  Curve, 
längs  der  die  Kernfläche  einer  cubischen  Fläche  und  die  cubische 
Polarfläche  einer  Ebene  in  Bezug  auf  die  cubische  Fläche  ein- 
ander berühren  (man  sehe  auch  >'o.  52). 

Es  seien  gegeben  4  collineare  Ebenenbündel  P',  P-,  P^,  P*. 
Die  entsprechenden  Ebenen  der  Bündel  P',  P-,  P^  durchschnei- 
den sich  in  den  Punkten  einer  cubischen  Fläche  0^^'^,  die  der 
Bündel  P^,  P-,  P^  in  den  Punkten  einer  cubischen  Fläche  0^^^. 
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Beide  Flächen  haben  die  Cuive  3.  Ordnung  C^-  gemein,  welche 
durch  die  Schnittpunkte  der  sich  schneidenden  entsprechenden 
Strahlen  der  Strahlenbündel  P\  P^  entsteht,  also  haben  sie  noch 
eine  Raumcurve  6.  Ordnung  und  16.  Ranges  gemein.  Alle  Punkte 
dieser  Curve  sind  Punkte,  in  denen  sich  4  entsprechende  Ebenen 
der  4  collinearen  Bündel  begegnen. 

Im  Allgemeinen  treffen  sich  die  entsprechenden 
Ebenen  von  4  collinearen  Ebenenbündeln  nicht  in 
einem  Punkte.  Eine  einfach  unendliche  Anzahl  Ebe- 
nen jedes  Eben  enb  und  eis  kommt  mit  ihren  entspre- 
chenden in  einem  Punkte  zusammen,  und  diese  Punkte 
erzeugen  eine  Raumcurve  6.  Ordnung   und  16.  Ranges. 

Es  ist  nun  noch  zu  untersuchen,  ^vie  oft  R'^  und  P*^  (so 
werde  die  Curve  von  nun  an  bezeichnet)  einander  begegnen.  Die 
Tangentenfläche  von  R^  ist  4.  Ordnung,  die  von  P^  16.  Ord- 
nung, zusammen  also  sind  sie  20.  Ordnung;  die  Erniedrigung 
hat  um  16  stattgefunden;  mithin  können  wir  auf  8  Begegnungs- 
punkte  von  R^  und  P^'  schliessen. 

Da  P^  16.  Ranges  ist,  so  wissen  wir,  dass  ihre  Projection 
von  einem  Punkte  auf  eine  Ebene  6.  Ordnung  und  16.  Klasse 
ist,  also  7  Doppelpunkte  hat,  mithin  gehen  von  jedem  Punkte 
ausserhalb  P*'  7  Gerade  aus,  welche  P^  zweimal  tref- 
fen. Wir  wissen  auch,  dass  von  jedem  Punkte  der  Schnittcurve 
zweier  cubischen  Flächen  11  Gerade  ausgehen,  welche  sie  noch 
zweimal  treffen.  Projiciren  wir  also  {R^,  P^)  von  einem  Punkte 
0  von  /?',  so  erhalten  wir  als  Projectionen  einen  Kegelschnitt 
9t-  und  eine  Curve  6.  Ordnung  ^^  welche  sich  zwölfmal  be- 
gegnen. Diese  Begegnungspunkte  rühren  her  von  Strahlen,  die 
entweder  durch  einen  Begegnungspunkt  von  R^  und  P^  gehen, 
oder  durch  einen  Punkt  von  R^  und  einen  davon  getrennten  von 
P^.  Die  Strahlen  der  letzten  Art  gehören  ersichtlich  zu  den  11 
von  0  ausgehenden  Strahlen,  die  [R^,  P*^)  doppelt  treffen;  da  es 
nun  durch  0  7  Strahlen  giebt,  welche  P^  allein  zweimal  treffen, 
keinen,  der  R^  noch  zweimal  trifll,  so  bleiben  4,  welche  einmal 
R^  und  einmal  P'^  treö"en;  also  4  von  den  12  Begegnungspunk- 
ten von  9t-  und  ^"^  gehen  aus  diesen  Strahlen  hervor,  die  übri- 
gen 8  rühren  folglich  von  den  8  Begegnungspunkten  von  R'^ 
und  P^  her.     Mithin  hat  sich  gezeigt,  dass  es  deren  acht  giebt. 

Also    die  Raumcurve   6.    Ordnung,    die    zwei    cubi- 
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seilen  Flächen,  welche  eine  cubische  Raum  cur  ve  ge- 
mein haben,  auch  noch  gemein  ist,  trifft  diese  cubische 
Raumcurve  achtmal. 

Eine  auf  einer  cubischen  Fläche  liegende  Raumcurve  3.  Ord- 
nung wird  von  15  Geraden  einmal,  von  je  G  Geraden  zweimal 
und  keinmal  getroffen.  Folglich  treffen  von  den  Geraden 
einer  cubischen  Fläche,  auf  der  P^'  Hegt,  15  Gerade 
diese  zweimal,  je  G  Gerade  einmal  und  dreimal,  keine 
gar  nicht  oder  viermal.  Die  G  Geraden,  welche  ein- 
mal, und  die  G,  welche  dreimal  treffen,  bilden  ein 
Doppelsechs. 

G5.  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  beiden  Flächen 
F"^  und  i^^i  eine  Raumcurve  4.  Ordnung  gemein  haben, 
und  zwar  zuerst  von  der  Art  R*.  Sie  durchschneiden 
einander  noch  in  einer  Raumcurve  5.  Ordnung  F^ 
Jede  durch  (7?*,  F^)  gelegte  cubische  Fläche  sei  wieder  mit  JP^. 
bezeichnet.  Durch  R^  lassen  sich  unendlich  viele  Flächen  2.  Ord- 
nimg legen.  Jede  derselben  F'',j  durchschneidet  F^,^-  noch  in 
einem  Kegelschnitte  K-^,,.  Die  Ebenen  aller  dieser  Kegelschnitte 
gehen  durch  dieselbe  Gerade  k,r  auf  i^^.^.  die  Gegengerade  zu 
R^  auf  F'^a:-  Wir  wissen  auch,  dass  k,^  die  einzige  Gerade  auf 
F'^:c  ist,  welche  R^  gar  nicht  begegnet;  sie  begegnet  mithin  F^ 
dreimal,  und  es  wird  sich  auch  bald  zeigen,  dass  sie  auf  i^^^- 
die  einzige  Gerade  ist,  welche  dies  thul. 

Man  nennt  bekanntlich  denjenigen  Punkt  einer  ebenen 
cubischen  Curve,  in  welchen  die  Verbindungsgeraden  derjenigen 
beiden  Punkte  zusammenstossen,  in  denen  alle  durch  4  Punkte 
der  Curve  gelegten  Kegelschnitte  die  Curve  je  noch  schneiden, 
den  Gegenpunkt  dieser  4  Punkte  auf  der  Curve.  Es  ist  nun  ein 
bekannter  Satz,*)  dass  die  Gegenpunkte  auf  allen  Curven  eines 
cubischen  Büschels  zu  4  von  den  Grundpunkten  desselben  auf 
dem  durch  die  5  übrigen  Grundpunkte  gelegten  Kegelschnitte 
liegen. 

Schneiden  wir  nun  unser  durch  [R*,  V^)  gelegtes  cubische 
Flächenbüschel  durch  eine  beliebige  Transversal  ebene,  so  ist  er- 
sichtlich auf  dem  Schnitte  C^^  »lit  i^^^r  der  Schnittpunkt  mit  k,r 
der  Gegenpunkt  zu  den  4  Schnittpunkten   mit  R^;   er  liegt  also 


*)  Cremona's  Introduzione  No.  67. 
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mit  den  5  Schnittpunkten  der  Ebene  und  der  Curvc  V'^  auf  dem- 
selben Kegelschnitte,  oder  aucli:  Die  verschiedenen  Gegengeraden 
k,^.  i\Jl  R^  auf  allen  durch  [R^,  V^)  gelegten  cubischen  Flächen 
i^3.r  durchschneiden  jede  beliebige  Ebene  in  Punkten  eines  Rc- 
gelschnills,  auf  welchem  auch  stets  die  Schnittpunkte  der  Ebene 
mit  der  Curve  V^  liegen.  Wir  ziehen  daraus  den  Schluss,  dass 
die  Geraden  A.^  eine  Fläche  2.  Ordnung  H-  bilden,  auf  der  auch 
V'^  liegt.  Keine  2  Geraden  A-^  begegnen  einander,  denn  da  jede 
V^  dreimal  trifft,  würde  dann  ihre  Ebene  dieser  Curve  sechs- 
mal begegnen.  Es  bilden  also  die  Geraden  k^  die  eine  Schaar 
der  Fläche  //'-. 

Diese  Fläche  durchschneidet  nun  also  jede  Fläche  F^,r  in  der 
Raumcurve  !'■'  und  der.  Geraden  k,r.  V"  hat  sich  mithin  als  der 
weitere  Schnitt  einer  Fläche  3.  und  einer  2.  Ordnung  ergeben, 
welche  eine  Gerade  gemein  haben;  sie  ist  also  gleicharlig  mit 
der  Curve  S'',  welche  wir  in  No.  57  betrachtet  haben;  ihre  Tan- 
gentenfläche ist  milhin  12.  Ordnung. 

Also:  Zwei  cu bische  Flächen,  welche  eine  Raum- 
curve 4.  Ordnung  und  8.  Ranges  j?*  (Grundcurve  eines 
P'lächenbüschels  2.  Ordnung  gemein  haben,  durch- 
schneiden einander  noch  in  einer  Raumcurve  o.  Ord- 
nung und  12.  Ranges  V''.  Durch  die  letztere  geht  eine 
Fläche  2.  Ordnung  H-,  welche  aus  jeder  Fläche  i^^^ 
-des  cubischen  Büschels,  dessen  Grundcurve  (Ä^  F^) 
ist,  die  Gegengerade  A^  zu  R*  ausschneidet. 

Aus  No.  57  wissen  wir,  dass  nur  die  Geraden  der  einen 
Schaar  von  H^  der  Curve  V^  (5^)  dreimal  begegnen,  ferner  ist 
einleuchtend,  dass  jede  Gerade,  welche  F"*  dreimal  begegnet,  auf 
H-  liegen  muss;  also  sind  die  Gegengeraden  zu  R^  auf 
den  Flächen  F^^^  die  einzigen  Geraden,  welche  F^ 
dreimal  treffen.  Jede  der  10  Geraden  w^  auf  F^^, 
welche  A.^  treffen,  begegnet  R^  zweimal,  also  F^  ein- 
mal, jede  der  16  übrigen  Geraden  trifft  R^  einmal, 
also  F^  zweimal.  Da  es  keine  Gerade  giebt,  welche  R*  drei- 
mal trifft,  so  giebt  es  auf  keiner  Fläche  F^^r  eine  Ge- 
rade, welche  F^  gar  nicht  begegnet.  Aber  es  giebt 
auch  ersichtlich  keine,  welche   F^  viermal  trifft. 

Denken  wir  uns  wieder  die  Flächen  F^  und  F'^^  auf  die 
zweite   Steinersche  Weise  durch  dasselbe   Flächcnbüschel   B  {F"^) 
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lind  je  die  beiden  Ebenenbüscliel  B  [E]  und  B^  [E]  erzeugt,  so 
haben  sie  die  Grundcurve  R^  des  Flächenbüschels  gemein  und 
durchschneiden  sich  noch  in  einer  Raumcurve  5.  Ordnung  und 
12.  Ranges    V^,  also: 

Die  entsprechenden  Elemente  dreier  projectivi- 
schen  Büschel,  deren  eins  ein  Flächenbüschel  2.  Ord- 
nung und  zwei  Ebenenhüschel  sind,  durchschneiden 
sich  in  Punkten  einer  Raumcurve  5.  Ordnung  und 
1 2.  R  a  n  g  c  s.  D  i  c  d  u  r  c  h  dieselbe  g  e  h  e  n  d  e  F 1  ä  c  h  e  2.  0  r  d  - 
nung  ist  die  durch  die  beiden  Ebenenbüschel  erzeugte. 

^lit  Hilfe  der  Projection  erkennt  man  wieder,  dass  V^  von 
jedem  ihrer  Punkte  eine  Gerade  aussendet,  die  ihr  noch  zwei- 
mal begegnet. 

Die  Tangenlennächcn  von  /? '  und  F""  sind  zusammen  20.  Ord- 
nung; die  Redurlion  um  IG  mnss  also  durch  8  ßegegnungs- 
punkte  der  beiden  Curveii  erfolgt  sein,  welche  sich  ebenfalls 
durch  die  Projection  nachweisen  lassen.  Da  V"  12.  Ranges  ist, 
so  wird  sie  von  einem  ausserhalb  liegenden  Punkte  auf  eine  Ebene 
als  Curvc  5.  Ordnung  und  12.  Klasse  projicirt;  diese  muss  also 
4  Doppelpunkte  haben  (ein  dreifacher  Punkt  wird  nur  auftreten, 
wenn  der  Projectionspunkt  auf  H-  liegt),  also  von  jedem 
ausserhalb  liegenden  Punkte  gehen  4  Gerade  aus,  <lie 
F^  zweimal  treffen.  Von  jedem  Punkte  auf  [R^,  V"),  z.  B. 
einem  Punkte  0  auf  i?  •  gehen  11  Gerade  aus,  die  [R^,  V^)  noch 
zweimal  schneiden,  dazu  gehören  die  4,  welche  7'^  zweimal  tref- 
fen; da  es  keine  giebt,  die  7?'  noch  zweimal  trifft,  so  bleiben  7, 
welche  einmal  R^  und  einmal  F-^  treffen.  Diese  7  Geraden  er- 
geben sicher  7  von  den  Durchsclmittspunkten  der  Projectionen 
der  Curven  R^  und  V-'  von  0;  diese  sind  aber  3.  und  5.  Ord- 
nung, haben  also  15  Durchschnittspunkte;  die  8  übrigen  ver- 
danken ihre  Existenz  den  Begegnungspunkten  von  R^  und  V". 
Also  treffen  R^  und  F^  einander  achtmal.  Einfacher: 
R^  begegnet  ersichtlich  dem  Durchschnitt  von  i-'^.^  und  H-  so 
oft,  als  sie  Ä^ 2  begegnet,  da  R^  auf  i^^r  liegt,  also  achtmal;  die- 
ser Durchschnitt  besteht  aus  Ä.,-  und  V".  A\r  wird  von  R*  nicht 
getroffen,  also    F^  achtmal. 

66.  Ehe  wir  zu  der  andern  Raumcurve  4.  Ordnung  /?/ 
(6.  Ranges)  übergehen,  müssen  wir  noch  einige  spcciellen  Fälle 
betrachten.    Zuerst  bemerken  wir,  dass  eine  cubische  Raumcurve 
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mit  einer  sie  zweimal  trefTenden  Geraden  nnd  zwei  einander  zwei- 
mal begegnende  Kegelschnitte  und  auch  eine  ehene  cuhischc 
Curve  mit  einer  sie  einmal  treffenden  Geraden  Abarten  der  Raum- 
curve  B*  sind  (No.  26).  Mithin  werden  2  cubiscbe  Fliicben, 
welche  eins  von  diesen  3  Gebilden  gemein  haben,  sich  noch  in 
einer  Raumeurve  5.  Ordnung  und  12.  Ranges  r^  von  der  Art, 
wie  sie  in  der  vorigen  Nummer  gefunden  ist,  begegnen.  Es  fragt 
sich  höchstens,  wie  sich  die  8  Begegnungspunkte  von  F^  und 
B^  auf  die  beiden  Theile  von  E^  vertheilen.  Besteht  /?  *  aus 
einer  cubischen  Raumeurve  7?'  nnd  einer  sie  zweimal  treffenden 
Geraden  p,  so  muss  p  doch  den  übrigen  Schnitt  {R'\  V^)  vier- 
mal treffen,  also  F'^  zweimal,  mithin  begegnen  E^  und  V"  ein- 
ander sechsmal,  so  oft  als  E^  der  Fläche  H-  begegnet.  Be- 
steht E*  aus  2  einander  zweimal  begegnenden  Kegelschnitten,  so 
ist  unmittelbar  klar,  dass  auf  den  einen  ebenso  viele  Punkte  von 
V^  kommen,  als  auf  den  andern,  also  auf  jeden  4.  Ist  endlich 
E^  aus  einer  ebenen  Curve  A'^  und  einer  sie  einmal  treffenden 
Geraden  h  zusammengesetzt,  so  muss  h  der  Curve  V^  noch  drei- 
mal begegnen,  da  sie  A"'^  schon  einmal  trifft;  also  auf  A"-^  liegen 
5  Punkte  von  r^  ersichtlich  alle  5  Punkte,  die  überhaupt  in  der 
Ebene  von  Af^  liegen. 

Nun  aber  gehen  wir  zu  andern  singulären  Raumcurven 
4.  Ordnung  über. 

Eine  ebene  cubische  Curve  und  eine  Gerade,  die  auf  der- 
selben cubischen  Flache  liegen,  können  sich  nur  so  verhalten, 
dass  sie  einander  einmal  begegnen. 

a)  Wir  haben  jetzt  eine  cubische  Raumeurve  E^  und 
eine  Gerade  h,  die  ihr  einmal  begegnet,  zu  betrachten. 
Der  fernere  Schnitt  zweier  cubischen  Flächen,  die  i?^ 
nnd  h  gemein  haben,  sei  Q^;  h  muss  {E^,  Q^)  zusammen 
viermal  begegnen,  also  da  sie  E^  einmal  trifft,  Q^  dreimal 
treffen,  h  und  Q'^  müssen  (No.  64)  zusammen  eine  Curve  ü^ 
oder  P^  bilden,  welche  der  E^  achtmal  begegnet,  also  da  h  ihr 
einmal  begegnet,  muss  Q'^  ihr  siebenmal  begegnen,  Wir  haben 
mithin  in  der  Gesammtschnittcurve  {E",  h,  Q-^)  7  +  1  -f  3  =  11 
Begegnungspunkte  der  Theile;  mithin  begegnen  14  Tangenten, 
also  natürlich  nur  von  E'^  und  Q'^  einer  beliebigen  Geraden;  da 
E^  4.  Ranges  ist,  kommen  auf  sie  4,  mitbin  auf  Q^  10  Tangen- 
ten.    Die  Tangentenfläche  von  Q'^  ist  10.  Ordnung. 
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ß)  Lassen  \^  ir  nun  die  R  a  u  m  c  u  r  v  e  4.  0  r  d  n  u  n  g  aus 
einer  cnbischen  Raumcurve  Ä-^  und  einer  ihr  gar  niclit 
begegnenden  Geraden  /zusammengesetzt  sein.  Zwei 
cu  bis  che  Flächen,  die  dieses  Gebilde  gemein  haben, 
begegnen  sich  ebenfalls  noch  in  eineT  Raumcurve 
5.  Ordnung  M-'.  Da  f  der  Raumcurve  R^  gar  nicht  begegnet, 
so  trifft  sie  fll^  viermal,  und  da  sie  mit  3P  eine  Curvc  U^'  bil- 
det, die  R-^  achtmal  triHt,  so  muss  31'^  allein  R^  achtmal  treffen. 
Die  Gesammtschnittcurvc  hat  also  12  Begegnungspunkte  ihrer 
Theile,  mithin  müssen  die  Ordmmgen  der  Tangentenflächen  von 
R-  und  iM-'  zusammen  12  sein,  also  da  die  von  Ä-'  4  ist,  ist  die 
von  M-'  8. 

Mithin:  Zwei  cubische  Flächen,  denen  eine  cubische 
Raumcurve  R^  und  eine  diese  gar  nicht  treffende  Ge- 
rade f  gemein  ist,  begegnen  einander  noch  in  einer 
Raumcurve  ßl''  5.  Ordnung  und  8.  Ranges,  welche  die 
C u r v e  R^  achtmal,  die  G e r a d e  /"  v i e r m a  1  schneidet. 

y)  Wir  kommen  jetzt  zu  dem  Falle,  dass  die  Raumcurve 

4.  Ordnung,  die  wir  zweien  cubischen  Flächen  ge- 
meinsam annehmen,  aus  zwei  einander  einmal  be- 
gegnenden Kegelschnitten  A"  und  E"  besteht.  Beide 
Flächen    treffen    einander    noch    in   einer   Raumcurve 

5.  Ordnung  N^.  Es  sei  wieder  F'^a:  eine  durch  (ÜT',  Z",  N^) 
gehende  cubische  Fläche.  Die  ergänzende  Gerade  zu  ü^'  auf  ihr 
sei  /'.,-,  die  zu  E"  sei  l'\:  Da  K'  und  A"  einander  nur  ein- 
mal begegnen,  so  treffen  l\-  und  /".^  einander  niclit.  ^.^■  muss 
sicher  durch  einen  Punkt  von  [li",  l'\^)  gehen,  welche  ja  zu- 
sammen den  vollständigen  Schnitt  ihrer  Ebene  mit  F'^.r  aus- 
machen, also  da  sie  l'\.  nicht  trifft,  trifft  sie  AT".  Mithin  trifft 
l'x  den  Kegelschnitt  Ä"  zweimal  und  den  Kegelschnitt  A"  ein- 
mal, das  ganze  Gebilde  (Ä",  /t'")  folglich  dreimal,  demgemäss  N'' 
gar  nicht;  dasselbe  gilt  für  l",r-  iV''  schneidet  nun  die  Ebene, 
in  der  ü"  und  l'a;  liegen,  fünfmal  und  zwar,  da  sie  auf  F^^.-  liegt 
und  {K',  VJ)  der  Schnitt  dieser  Ebene.mit  i^^.^  ist,  in  Punkten,  die 
auf  [K',  l\r)  liegen;  auf  T.^  liegt  jedoch  kein  Punkt  von  iV"\  mit- 
hin liegen  5  Punkte  der  Curve  iV^  auf  K',  ebenso  viele 
natürlich  auch  auf  K" .  Die  die  Gesammtschnillcurvc  bilden- 
den Partiaicurven  begegnen  sich  mithin  gegenseitig  in  2 . 5  +  1  =  1 1 
Punkten;    also  14  Tangenten    der  Gesammtschnittcurvc   begegnen 

Sturm,  Flachen  3.  Ordnung'.  J^ 
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jeder  Geraden;  dazu  gehören  die  beiden  Paare  Tangenten,  die 
von  den  Punkten,  in  uelchen  diese  Gerade  die  Ebenen  der  Kc- 
gelsclmittc  I<"  und  K"  durcbsclnieidet,  an  K'  und  K"  geben; 
mitbin  bleiben  10  für  iV\  Diese  Curve  iV-  hat  folglich  eine 
Tangenteufläche  10.  Ordnung, 

ö)  Es  bestehe  nun  die  Uaiimcurve  4.  Ordnung  aus 
2  einander  gar  nicht  begegnenden  Kegelschnitten  ^' 
und  ^".  Zwei  solche  Kegelschnitte  müssen,  wenn  sie  auf  der- 
selben cubischen  Fläche  liegen,  dieselbe  ergänzende  Gerade  haben, 
den  Schnitt  ihrer  Ebenen  /.  Sollen  also  ^'  und  ^"  auf  2 
cubischen  Flachen  liegen,  so  muss  sich  auch  der 
Schnitt  ihrer  Ebenen  l  auf  denselben  befinden;  er  be- 
gegnet ja  auch  dem  Complex  (^',  Ä")  viermal.  Mithin  durch- 
dringen die  beiden  Flächen  einander  noch  in  einer 
Raumcurve  4.  Ordnung  T^.  ^' und  /  bilden  eine  degenerirte 
ebene  cubische  Curve,  folglich,  da  ^"  und  T^  der  weitere  Sclinitt 
zweier  cubischen  Flächen  ist,  welchen  ^'  und  /  gemein  .sind,  so 
muss  sich  nach  No.  62  durch  (^",  T^)  eine  Fläche  2.  Ordnung 
F'^  legen  lassen.  Eine  Fläche  2.  Ordmmg  aber  gelegt  durch 
einen  Kegelschnitt  ^"  einer  cubischen  Fläche  kann  aus  derselben 
nur  ehie  Raumcurve  4.  Ordnung  T'  von  der  Art  R^  ausschnei- 
den, d.  h.  T^  ist  eine  Curve,  deren  Tangentenfläche 
8.  Ordnung  und  welche  Gründen rve  eines  Büschels 
2.  Ordnung  ist.  Es  ist  nun  auch  leicht  zu  ersehen,  dass  / 
die  Gegengerade  von  T*  ist  auf  jeder  durch  (^', ^", /,  T"^) 
gehenden  cubischen  Fläche;  also  trifft  sie  R*  gar 
nicht. 

Jeden  der  l)eiden  Kegelschnitte  trifft  R*  viermal. 
Die  4  Partialcurven  ^\^",l,T*  haben  2.2  +  2.4=12  Be- 
gegnungspunkte. (J^',  ^",  /)  bilden  übrigens  auch  eine  Abart  der 
Curve  V'-'.  Die  durch  sie  gehende  Oberfläclie  2.  Ordnung  ist 
das  Paar  der  Ebenen  der  Kegelschnitte  ^'  und  ß";  sie  muss  jede 
durch  {^',^",1,  T*)  gehende  cubische  Fläche  noch  in  der  Ge- 
gengeraden von  T^  schneiden,  d.  h.  in  /,  also  zweimal  in  /;  l  ist 
ja  aber  auch  die  Doppelgerade  des  Ebenenpaars. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  Betrachtung  des  Falls,  dass  die 
den  Flächen  F'^  und  i^^j  gemeinsame  Raumcurve  4.  Ord- 
nung aus  einem  Kegelschhtte  K  und  zwei  gegen  ein- 
ander windschiefen  Geraden  Ji   und  h"  besteht. 
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e)  Wir  nehmen  zuerst  an,  dass  h'  und  h"  beide  den  Ke- 
gelschnitt K  treffen.  F^  und  F^^  durchdringen  ein- 
ander noch  in  einer  Uaunicurve  5.  Ordnung  ü'"  Jede 
der  beiden  Geraden  //  und  h"  mnss,  da  sie  A'  trifft,  f/^ 
noch  dreimal  treffen.  Die  Ergänzungsgerade  l,^.  des  Kegel- 
schnitts K  auf  der  Fläche  F^,r  des  Büschels  {F^,  F^^)  schneidet 
K  zweimal,  aber  keine  der  beiden  Geraden  h'  und  h" ,  mithin 
Z/^  noch  einmal.  5  Punkte  von  U-'  liegen  in  der  Ebene  von  li 
und  zwar  nothw endigerweise  auf  K  und  l^:',  folglich  4  Punkte 
von  V^  liegen  auf  A'.  Wir  haben  also  in  dem  Durchschnitt 
{K,k',h",  U^)  2-1-2.3+4=12  Begegnungspunkte.  Mithin 
liefern  K  und  U^  12  Tangenten,  die  einer  beliebigen  Geraden 
begegnen,  A'  wieder  2,  also  V'^  10.  Die  Tangenten  fläche 
von   U^'  ist  10.  Ordnung.    • 

^)  Von  den  beiden  Gera<len  //  und  //'  treffe  nur  // 
den  Kegelschnitt  A^,  dann  muss  nothwendig  //'  der  Gci'aden 
Ir  begegnen;  so  dass  /j,-  dem  Kegelschnitte  A'  zweimal,  .der  Ge- 
raden k"  einmal,  der  Geraden  ?i'  gar  nicht,  mithin  der  Curvc 
5.  Ordnung  W^^,  in  der  zwei  durch  A',  //,  k"  gehende  cu- 
bische  Flächen  noch  einander  schneiden,  gar  nicht  begeg- 
net. Folglich  können  die  öPunktevon  W^,  weichein  der 
Ebene  von  IC  liegen,  sich  nur  auf  E  befinden.  Die  Ge- 
sammtschnittcurve  {K,h',h",  W^)  hat  mithin,  da  h',  weil  sie  K 
trifft  und  h"  nicht,  W^  dreimal,  und  ä",  weil  sie  K  und  li  nicht 
trifft,  W^  viermal  trifft,  5  +  3+4-fl  =  lo  Begegnungspunkte; 
deshalb  trelfen  10  Tangenten  von  K  und  W^  zusammen  eine  be- 
liebige Gerade;  2  davon  sind  Tangenten  an  K,  also  8  an  W'-" 
Mithin  hat   W-'  eine  Tangentenfläche  8.  Ordnung. 

1])  Endlich  keine  der  beiden  G  eraden /e' und  A"  treffe 
K\  dann  treffen  beide  die  Ergänzungsgerade  /  des  Kegelschnitts  K 
auf  allen  durch  (//,  //',  K)  gelegten  cubischen  Flächen.  Diese 
Ergänzungsgerade  trifft  aber  K  zweimal,  Ji  und  h"  je  einmal, 
also  {h',h",K)  viermal,  mithin  haben  alle  durch  {K,h',h") 
gelegten  cubischen  Flächen  die  Ergänzungsgerad e  Z 
des  Kegelschnitts  K  gemein. 

Je  zwei  haben  also  noch  eine  Räume urve  4.  Ord- 
nung C/^  gemein.  [K,  l)  bilden  eine  ebene  cubische  Curve, 
folglich  lässt  sich  durch  //,  7i" ,  f/^  eine  Fläche  2.  Ordnung  legen; 
also  da  h'  und  h"  gegen  einander  windschief  sind,  ergiebtsicli 

14* 
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U^  als  Uaumcurve  4.  Ordnung  von  der  Art  R^*,  deren 
Tangen tenfläche  6.  Ordnung  ist.  Jede  der  beiden  Ge- 
raden //  und  h"  begegnet  ihr  dreimal.  //,  //',/,  U^  müs- 
sen zusammen  A'  sechsmal  begegnen  (No.  61);  //  und  h"  be- 
gegnen K  nicht,  /  zweimal,  also  U*  viermal,  folglich  alle 
4  Schnittpunkte  von  U*  mit  der  Ebene  von  AT  befinden 
sich  auf  K,  mithin  keiner  auf  /,  die  ja  auch  dem  übrigen 
Theile  h'  h"  E  schon  viermal  begegnet. 

\Yir  haben  also  auf  [K,  h' ,  h",  l,  U^)  4  -f  4  -f  G  =  14  Be- 
gegnungspunkte der  Theile,  mithin  treffen  8  Tangenten  von  K 
und  V^  eine  beliebige  Gerade,  und  da  es  2  von  K  thun,  so 
müssen  sich  6  für   V^  ergeben. 

%)  Es  bleibt  uns  noch  der  Fall  zu  betrachten,  in  dem  die 
den  beiden  Flächen  F^  und  i^'\  gemeinsame  Uaum- 
curve 4.  Ordnung  aus  4  gegen  einander  windschiefen 
Geraden  besteht  :  h^,  h.,,  h^,  h^.  (Die  Fälle,  wo  sie  nicht  alle 
4  gegen  einander  windschief  sind,  subsumiren  sich  unter  die 
vorigen.)  Es  giebt  nun  bei  4  gegen  einander  windschie- 
fen Geraden  2  Gerade  ;;^  und  /x,,  die  alle  treffen  und 
au  eil  gegen  einander  windschief  sind.  Also  alle  cubi- 
schen  Flächen,  welche  durch  h^h.,h.^h^  gehen,  enthal- 
ten auch  noch  die  beiden  Geraden  jh  "'^^  Pi-  ^'ill'in 
durchdringen  je  2,  wie  F'-^  und  i^^, ,  einander  noch  in 
einem  Gebilde  3.  Ordnung  Z^.  Jede  der  4  Geraden  h  und 
der  beiden  Geraden  p  muss  dem  übrigen  Theile  viermal  be- 
gegnen; also  werden  die  beiden  Geraden/^,  da  jede  schon 
alle  4  Geraden  h  trifft,  Z^  nicht  mehr  treffen,  dagegen 
die-Geraden  h,  da  jede  nur  die  beiden  Geraden  p  trifft,  Z'-^ 
noch  zweimal  treffen.  W'iv  haben  mithin  auf  der  Gesammt- 
schnittcurve  [F'^,  F^^)  16  Begegnungspunkte;  es  begegnen  folg- 
lich 4  Tangenten  derselben,  also  natürlich  von  Z^  jeder  belie- 
bigen Geraden.  Demnach  ist  Z'^  auch  die  bekannte  Baum- 
curve  3.  Ordnung  und  4.  Ranges. 

Z^  bildet  mit  jeder  Geraden  h,  z.  B.  mit  k^  zusammeiige- 
stellt,  da  sie  einander  zweimal  begegnen,  eine  degenerirte  Raum- 
curve  R*,  folglich  muss  der  fernere  Schnitt  h^  h.^  h^,  p^  p.^  eine 
Curvc  V'^  sein.  Durch  ihn  lässt  sich  auch  in  der  That  eine 
Fläche  2.  Ordnung  legen,  das  durch  die  3  windschiefen  Geraden 
hy  li.y  Ao    bestimmte   Hyperboloid,   welches    ersichtlich   auch  p^  p.. 
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enthält,  die  zur  andern  Schaar  gehören.     Es  ist   ein  Doppcldrei- 
hyperholoid.      Mit  jeder    durcii   {F^ ,  F^^)   gelegten   Flächen   F^a: 
hat  es  noch  eine  Gerade  p,^  der  Schaar  p^  p.^  gemein,  \velche  also 
A,  h.,  A3  trifft,   />,  p.,   nicht,    welche  auf  F^r  die  Gegengerade  zu 
(Z^  Ä.,]  ist,  also  weder  Z'^  noch  Aj    triflt.     Wir   erhalten  ersicht- 
lich 4  derartige  Geraden  p^.   auf  jeder    Fläche  i^^.^;    es   sind  die 
4  Geraden,    welche   das   Quadrupel    [h^  ä.,  h.^  A,)    dreimal   treffen. 
Keine  2  von   ihnen    schneiden  sich,  weil  je  2  denselben  2  Gera- 
den h  begegnen.     Die  4  Geraden  p^  bilden    mithin  mit  den  bei- 
den Geraden  p^  p^  das  Sextupel  auf  F^^,  das  Z^  nicht  begegnet. 
Wir  wissen,    es  giebt  auch  ein  Sextupel,   dessen  jede  Gerade  Z'-^ 
zweimal  begegnet,  und  das  mit  jenem  ein  Doppelsechs  bildet.    Zu 
diesem   Sextupel   gehören    offenbar   h^  h^  h.^  h^.     Jede   der  4  Ge- 
raden  q.v  auf  F^,i.,    welche   die  Dreiecke  in  den  Ebenen  (/),  /«,), 
ilh  ''2))   (Pi  '^3)'  (Pi  ^'i)  vervollständigen,  trifft  p^  und  eine  Gerade 
h,  die  übrigen  Geraden  h  nicht,    weil   von  den  10  Geraden,  die 
einer   Geraden   der   cubischen   Fläche    begegnen,   stets   nur  je  2 
einander  schneiden;  ebenso  trifft  sie  nicht  p.„  denn  diese  begeg- 
net in  dem  betreffenden  Dreiecke  schon   der  Geraden  7i.     Mithin 
begegnen  die  Geraden  q,^.  den  6  Geraden,  die  zum  Gesammtschnitt 
gehören,  nur  zweimal,  also  Z'^  einmal.     Das  fünfte  Paar,  welches 
;?,   trifft,    sei  h,r,  r^;    beide    sind   gegen   alle  h  windschief.     Eine 
von  ihnen  r^^.  wird  von  p.^  getroffen,  die  andere  /i,-c  nicht;    diese 
trifft    also    von   den   6   Geraden  nur    eine,   mithin    Z'^   zweimal, 
)--c  dagegen  2,  also  Z-*  einmal,    p^  liefert  noch  4  Gerade  «/.r,  eine 
Gerade    A.^,    dieselbe  r^.     Wir    haben    jetzt    in    den  4  Geraden 
h^  ^2  A3  Äj  und   den   beiden    Geraden  h,r  das  Sextupel   der  Gera- 
den, die  Z'-^  zweimal  treffen. 

Ferner  haben  wir  schon  9  Gerade,  welche  Z^  einmal  tref- 
fen; es  sind  die  8  Geraden  ^.i-  und  die  Gerade  r^.  Alle,  die  2* 
einmal  trifft,  müssen  je  2  der  6  Geraden  Aj  h^h^h^p^  p^  tref- 
fen; alle  5,  die  p^  p.,  treffen,  sind  schon  betrachtet:  h^  h^  h.^  ä^  r^. ; 
die  q^:  sind  sämmtliche,  die  eine  Gerade  h  und  p  treffen,  und 
wir  haben  oben  von  diesen  bemerkt,  dass  sie  keine  zweite  Ge- 
rade h  treffen;  also  keine  Gerade,  die  2  Gerade  h  trifft,  trifft 
noch  eine  p.  Folglich  werden  die  15  Geraden,  welche  Z^  ein- 
mal treffen,  noch  vervollständigt  durch  die  6  Geraden  s^^,  deren 
jede  2  (ierade  h  begegnet  (No.  21). 

Wir  sind  jetzt  mit  den  Specialitäten  der  Raumcurve  4.  Ord- 
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nung,  die  sich  nicht  unter  R^  subsumiren,  zu  Ende.    Wir  sind  in 

3  Fällen  «),  y;  und  e)  auf  eine  Raumcurve  5.  Ordnung  Q^,  N'^ 
und  U^  gekommen,  deren  Tangenlenlläche  10.  Ordnung  ist;  in 
den  Fällen  ß)  und  f)  haben  wir  eine  Raumcurve  5.  Ordnung  M'^ 
und  W'^  erhalten,  deren  Tangentenfläche  8.  Ordnung  ist,  und 
welche  von  einer  Geraden /"resp.  A"  viermal  getroffen  wird.  End- 
lich in  den  3  übrigen  Fällen  d),  ri),  %)  zerfällt  die  Raumcurve 
,ö.  Ordnung  in  Tlieile  und  zwar  in  ö)  in  eine  Raumcurve  4.  Ord- 
nung und  8.  Ranges  T*  und  eine  ihr  gar  nicht  begegnende  (ie- 
rade  l,  in  rf)  in  eine  Raumcurve  4.  Ordnung  und  6.  Ranges  JJ^ 
und  eine  ilir  gar  nicht  begegnende  Gerade  /  und  in  d)  in  eine 
cubische  Raumcurve  (4.  Ranges)  Z'^  und  2  gegen  einander  und 
gegen  Z^  windschiefe  Geraden  />,  und  ;j^. 

67.  Aus  No.  27  ersehen  wir,  dass  die  Raumcurven  4.  Ord- 
nung, welche  wir  in  a),  y),  e)  den  beiden  cubischen  Flächen  F'-^ 
und  F'^^  gemein  sein  liessen:  eine  cubische  Raumcurve  und  eine 
ihr  einmal  begegnende  Gerade;  zwei  einander  einmal  treffende 
Kegelschnitte;  ein  Kegelschnitt  und  2  gegen  einander  windschiefe 
den  Kegelschnitt  je  einmal  treffende  Geraden,  Abarten  der  Raum- 
curve 4.  Ordnung  und  6.  Ranges  i?j*  sind.  Rei  allen  3  Abarten 
landen  wir  als  ferneren  Schnitt  der  beiden  cubischen  Flächen 
eine  Raumcurve  5.  Ordnung  und  10.  Ranges.  Wir  gehen  nun 
an  die  Retrachtung  des  Falles,  in  dem  den  beiden  cubischen 
Flächen  F^  und  F^\  eine  allgemeine  (sich  nicht  zer- 
spaltende) Raumcurve  4.  Ordnung  und  6.  Ranges  /?^* 
gemein  ist.  Sie  durchdringen  einander  noch  in  einer 
Raumcurve  5.  Ordnung  F|^.  Es  ist  klar,  dass  keine  Ge- 
rade die  Curve  Fj^  viermal  trifft,  denn  diese  müsste  auf  allen 
durch  [By^,  V^^)  gelegten  cubischen  Flächen  F'\^  liegen,  wäh- 
rend dieselben  doch  nur  i?^'  und  J\''  gemein  haben,  also  kann 
Fj^  nicht  von  der  Art  31^  oder  W^  sein.  Es  sei  die  einzige 
Fläche  2.  Ordnung,  welche  durch  i?,'*  geht,  H-;  sie  schneidet 
aus  i^^r  zwei  gegen  einander  windschiefe  Geraden  /'.^  und  /".^ 
aus.  Es  giebt  auf  F\r  5  Gerade  p-c,  welche  /'.^  und  l'\c  treffen, 
also  H-  sonst  nicht  mehr,  d.  h.  i?j^  nicht;  mithin  da  sie  [R^*,  T\''') 
dreimal  treffen,  begegnen  sie  V^^  dreimal.  .\uf  jeder  durch 
{Ri*,  V^^]  gehenden  Fläche  F^^r  giebt  es  also  5  gegen 
einander  windschiefe  Geraden  /).r,  welche  f\^  dreimal 
treffen.     Ginge  ujithin  durch    V^^    eine   Fläche  2.  Ordnung,  so 
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enthielte  dieselbe  jede  dieser  Geraden;  demnach  hätte  sie  mit 
F'\-c  ein  Gebilde  10.  Ordnung,  ¥{"  und  die  5  Geraden,  gemein, 
was  nicht  möglich  ist. 

Man  kann  durch  (i?j^,  V^^)  unendUch  viele  cubischen  Flächen 
legen,  also  gewiss  auch  durch   V^^    allein;   ich  lege  nun   durch 
Fj"  und  einen  Punkt  auf  einer  der  5   Geraden  />.,.  —  sie  heisse 
zum  Unterschiede  pj  —  auf  i^^.,,  der  von   deren  Schnittpunkten 
mit   F|^  verschieden  ist,  eine  cubische  Fläche  S^  \  diese  hat  also 
mit  F^^^  die  Curve  5.  Ordnung    V^^  und  die  Gerade  pj,  von  der 
sie  ja   4   Punkte   enthält,    mithin   noch   eine' Curve  3.   Ordnung 
C^   gemein.     Eine   ebene    cubische   Curve    kann    C'^   nicht    sein, 
denn  .sonst  wären  F^^^  und   S'^  zwei   durch  eine   ebene  cubische 
Cui've  und  eine  sie  einmal  schneidende  Gerade  —  denn  pj  muss 
C'^,  wenn    dies  eine   ebene  Curve  ist,    einmal  treffen  —  gelegte 
cubischen  Flächen,  welche  nach  No.  66   einander   noch  in  einer 
Haumcurve  5.   Ordnung    begegnen,    durch    welche    eine    Fläche 
zweiter    Ordnung    geht,    was    bei    V{'   nicht   der    Fall   ist.     Die 
4  übrigen  Geraden  p.^-  auf  F'^^  müssten  offenbar  auch  die  ebene 
Curve   ü'^   einmal   treffen,   also   C^   und    Tj-   zusammen   viermal, 
mithin  auf  allen  durch  [C^,  p'x,  V^^)  gelegten  cubischen  Flächen 
liegen,  was  nicht  möglich  ist.     Nehmen  wir  nun  an,  6'^  sei  eine 
cubische   Curve   doppelter   Krümmung,   welche   von    pj   zweimal 
getroffen  wird,   so  kommen  wir  auch  auf  einen  ferneren  Schnitt 
der  Flächen  F^a:  und  S'-^  von  der  Art  V'^,  durch  den  eine  Fläche 
2.   Ordnung    geht.      Trillt   pj   6'^,    wenn  diese  Curve  doppelter 
Krümmung  ist,  nicht,  so  nuiss  sie    V^^  viermal  treffen,  was  nicht 
möglich,    und   so   wiid    man    für  alle  noch  denkbaren  Fälle  auf. 
einen  AViderspruch    kommen,  ausser  wenn  man  anninnnt,  C**  sei 
eine  Curve  3.  Oidnung   (l()p()clter   Krünnnung,    die   von  pj    ein- 
mal getroffen   wird,   oder  sie  zerfalle  in    einen  Kegefschnilt   und 
eine  ihn  einmal  treffende  Gerade  und  2)J  tieffe  den  Kegelschnitt, 
aber  nicht  die  Gerade,  welcher  Fall  sich  jedoch   unter  den  vori- 
gen subsumirt.     Also   muss    V^"    eine  solche  Kaumcurve  5.  Ord- 
nung sein,  wie  sie  sich  im  Fall  a)  oder  c)  ergeben  hat:  Q^  odei' 
(]■'  von  dem  10  Hange. 

Durchschneiden  sich  milliiu  2  cubische  Flächen  in 
einer  Haumcurve  4.  Ordnung  und  6.  Hanges  Ry^,  so 
haben     sie     noch     eine     Haumcurve    5.    Ordnung    und 
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10.  Ranges  V^^  gemein,  durch  welche  keine  Fläche 
2.  Ordnung  geht. 

Die  hciden  Geraden  /'.r  und  l'\  jeder  durch  (i?,',  T\^) 
gehenden  cubischen  Fläche  F'-^^:,  in  denen  dieselhe 
noch  von  der  einzigen  durch  Ä/  zu  legenden  Fläche 
2.  Ordnung  durchschnitten  wird,  treffen  R^*  dreimal 
und  sind  die  einzigen  auf  F^^^»  tue  dies  thun;  also  tref- 
fen sie  und  zwar  sie  allein  auf  i^^^  die  Curvc  F,^  gar 
nicht.  Dagegen  sahen  wir  schon,  dass  die  5  Geraden  p^ 
auf  F^.c,  welche  /'.r  und  T'^  treffen,  i?^^  gar  nicht  tref- 
fen, also  Fj^  dreimal.  Die  2.5=10  Geraden  l^  auf 
F'\r:,  welche  blos  einer  der  beiden  Geraden  /'^  und  /"^ 
begegnen,  treffen  Äj^  einmal,  also  F,^  zweimal,  und 
die  10  übrigen  u^c  auf  F'\r>  die  weder  /'^  noch  /".,  tref- 
fen, schneiden  Ey^   zweimal,  also    Fj''    einmal. 

Da  V\^  5.  Ordnung  und  10.  Ranges  ist,  so  wird  sie  von 
einem  Punkte  auf  eine  Ebene  als  Curve  5.  Ordnung  und  10.  Klasse 
projicirt.  Im  ..Allgemeinen  wird  nicht  durch  jeden  Punkt  eine 
die  Curve  F,^  dreimal  treffende  Gerade  gehen,  denn  die  durch 
(ßj*,  Fj^)  und  den  Punkt  gelegte  cubische  Fläche  miisste  diese 
Gerade  vollständig  enthalten;  es  ist  aber,  da  auf  der  cubischen 
Fläche  nin-  eine  endliche  .Vnzahl  Geraden  liegen,  nicht  nolhwen- 
dig,  dass  auf  der  einzigen  Fläche,  die  durch  den  Punkt  und  die 
Grundcurve  (i?/,  Fj^)  geht,  durch  den  Punkt  auch  just  eine  Ge- 
rade gehe.  Also  werden  im  .\llgemeinen  auf  der  Projeclion  keine 
dreifachen  Punkte  sich  befinden;  mithin  hat  sie  5  Doppelpunkte, 
also  Fj^  5  scheinbare  Doppelpunkte,  d.  h.  von  jedem  Punkte 
"gehen  5  die  Curve  F^^  doppelt  treffende  Geraden  aus. 
Von  einem  ihrer  Punkte  selbst  wird  V^''  als  Curve  4.  Ordnung 
und  8.  Klasse  projicirt,  welche  mithin  2  Doppelpunkte  hat,  so 
dass  durch  jeden  Punkt  der  Curve  Fj^  2  Gerade  gehen, 
die  die  Curve  noch  zweimal,  folglich  im  Ganzen  drei- 
mal treffen, 

Projiciren  wir  {Ry^,  J\^]  von  einem  Punkte  0  der  Curve  R^^ 
auf  eine  Ebene,  so  erhalten  wir  eine  Curve  3.  Ordnung  9^^^  und 
eine  5.  Ordnung  23,^.  Von  0  gehen  11  Gerade  aus,  welche 
(i?i^,  Fj^)  noch  doppelt  treffen;  davon  eine,  welche  R^^  noch 
doppell  Iriflt,  5,  welche  f\^  zweimal  treffen;  somit  bleiben  5, 
welche  R^^  und    Fj^  je   einmal   treuen;    diese   geben   5  von   den 
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15  Begegnungspunkten  der  Curven  dli^  und  SSj^;  die  übrigen 
10  «eisen  auf  10  Begegnungspunkte  der  Kaunicurven 
i?j^  und  i\'\  Aul  so  viele  weist  auch  die  Erniedrigung  der 
Tangentenfläclien  von  R^^  und    V^-'  auf  16  von  36. 

68.  Wir  liaben  noch  die  Raumcurve  5.  Ordnung  und 
8.  Ranges  DJ^  zu  i)elrachten ,  in  welcher  zwei  Ober- 
flächen 3.  Ordnung,  die  eine  cubische  Raumcurve  R'^ 
und  eine  ihr  gar  nicht  begegnende  Gerade  f  —  unter 
dieses  degenelirte  Gebilde  4.  Ordnung  subsumirt  sich  auch  das 
aus  einem  Kegelschnitte  und  zwei  gegen  einander  windschiefen 
Geraden  bestehende,  von  denen  nur  eine  den  Kegelschnitt  trifft  — 
gemein  haben,  sich  noch  durchdringen.  Die  Gerade 
/"begegnet  31^  viermal  und  ist  die  einzige  Gerade,  die 
dies  thut.  Von  den  10  Geraden  jeder  durch  {R^,f,M^) 
gehenden  Fläche  F^,^,  welche  f  treffen,  wird,  da  f  von  R^ 
'gar  nicht  getroffen  wird,  jede  Gerade  h_^  des  einen  Ouin- 
tupels  von  R'^  zweimal  getroffen,  jede  des  andern  /i- 
einmal,  denn  wird  eine  Seite  eines  Dreiecks  einer  cubischen 
Fläche  von  einer  auf  der  Fläche  liegenden  cubischen  Raumcurve 
gar  nicht  getroffen,  so  muss  eine  von  den  beiden  andern  einmal, 
die  andere  zweimal  getroffen  werden.  Das  erstere  Quin- 
tui)el  ist  eins  mit  einer  Schneidenden,  das  andere  mit 
/weien.  Die  Geraden  h.,.  treffen  mithin  [R^,  f)  dreimal, 
also  M''  gar  nicht,  dagegen  die  Geraden  /.^  treffen  {R'\ /) 
zweimal,  also  3P  einmal.  R^  wird  ausser  von  den  5  Gera- 
den /i.v  noch  von  einer  Geraden  /«.^  auf  F^^^,  welche  gegen 
alle  //.,- windschief  ist,  zweinial  getroffen;  diese  trifft  n)it- 
liin  31'^  einmal;  R-^  wird  ausser  von  den  5  Geraden  ir  noch 
von  10  Geraden  n,r  einmal  getroffen,  welche  mithin  31'^ 
zweimal  treffen. 

Ausser  f  giebt  es  noch  5  Gerade  q^:  auf  F''^:^,  welche 
R^  gar  nicht  treffen;  sie  treffen  also  alle  31^  dreimal. 
Sie  bilden  jedoch,  da  sie  mit  /"  ein  Sextupel  ergeben,  ein 
Quintupel  mit  einer  schneidenden  Geraden,  während 
die  5  Geraden  /^r,  die  auf  einer  durch  V^^  gehenden 
cubischen  Fläche  F^,,:  liegen  und  V^^  dreimal  be- 
gegnen, ein  Quintupel  mit  2  schneidenden  Geraden /'.^^ 
und  l"x  bilden. 

31^   hat   6   scheinbare   Doppelpunkte;    durch  jeden 
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Punkt  von  M'^  gehen  3  Gerade,  die  i^/•'  noch  ZAveimal 
treffen. 

69.  Wir  wollen  jetzt  noch  dem  Specialfalle,  in  welchem  die 
Durchdringungscurve  zweier  cubischen  Flächen  in 
4  Kegelschnitte  if',  K"^,  K^,  K^  und  eine  Gerade  h  zer- 
fällt, eine  besondere  Betrachtung  widmen.  Es  treffen  offenbar 
von  dieser  Durchdringungscurve  nur  8  Tangenten  eine  behebige 
Gerade,  je  zwei  von  jedem  der  4  Kegelschnitte;  wir  werden  mit- 
hin 14  H  egegnungsp unkte  der  5  Th eile  voraussetzen  müs- 
sen. Ferner  ist  nolhwendig,  dass  h  den  4  Kegelschnitten 
zusammen  viermal  begegne. 

1)  h  begegne  einem  der  4  Kegelschnitte,  K^,  zweimal,  so 
muss  sie  den  3  übrigen  noch  zweimal  begegnen;  also  entweder 
einem,  K-,  auch  zweimal  und  den  beiden  andern  nicht,  oder 
zweien,  K"^  und  i^f^,  je  einmal  und  K^  gar  nicht. 

a)  h  begegne  K^  und  A'^  je  zweimal,  K^  und  A'  gar 
nicht.  Es  ergiebt  sich  der  Fall  S)  aus  No.  Q)Q;  wir  schliessen, 
dass  K'^  und  K^  die  Grundcurve  eines  Flächenbüscbels  bilden, 
also  einander  zweimal  begegnen.  [K^,  K^)  muss  jeden  der  bei- 
den Kegelschnitte  Ä^'  nud  A'^  viermal  treffen;  da  nun  2  auf  der- 
selben cubischen  Fläche  liegende  Kegelschnitte  sich  höchstens 
zweimal  treffen,  so  muss  demnach  jeder  der  beiden  Kegelschnitte 
A'^  und  A*  den  Kegelschnitten  A''  und  A'-  je  zweimal  begegnen. 
A'  und  A"-',  die  beide  von  li  zweimal  getroffen  wer- 
den, also  deren  Ebenen  durch  h  geben,  begegnen  ein- 
ander nicht;  ausser  d  i  e  s  e  m  P  a  a  r  e  b  e  g  e  g  n  e  n  a  b  e  i'  s  o  n  s  t 
jede  2  der  4  Kegelschnitte  einander  zweimal.  Jeder 
der  beiden  Kegelschnitte  K^  und  K'-  begegnet  dem 
andern  nicht,  aber  beiden  Kegelschnitten  A^  •'  und  K^ 
je  zweimal  und  auch  h  zweimal,  jeder  der  beiden  Ke- 
gelschnitte A  ■*  und  K^  begegnet  jedem  der  3  übrigen 
zweimal,  dafür  aber  h  nicht. 

ß)  K^  wird  von  h  zweimal  getroffen,  A^  und  A'^  je 
einmal,  K^  gar  nicht.  Da  (A',  ä)  eine  ebene  cubische  Curve 
bildet,  so  nmss  durch  K-,  k'^,  K^  eine  Fläche  2.  Ordnung  gehen, 
also  je  2  von  ihnen  müssen  einander  zweimal  begegnen.  (A',  h) 
muss  von  [K"^,  K^,  K^)  sechsmal  getroffen  werden,  also  von  jedem 
dieser  Kegelschnitte  zweimal,  mithin  A''  von  A-  und  K'^,  welche 
li  treffen,  einmal,  von  A'^,  welcher  h  nicht  triflt,  zweimal. 
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Also  K^  trifft  jeden  der  3  übrigen  Kegelschnitte 
zweimal,  h  nicht;  jeder  der  beiden  Kegelschnitte  A- 
iind  K'^  trifft  K^  einmal,  den  andern  und  K^  zweimal^ 
h  einmal.  K^  trifft  K"^  und  IP  je  einmal,  K^  und  h  je 
zwei  m  a  1. 

2)  h  trifft  keinen  der  4  Kegelschnitte  zweimal, 
dann  muss  sie  jeden  einmal  treffen.  Jeder  der  4  Kegel- 
schnitte bildet  mit  h   eine   degenerirte  cubische  Raumcurve;   die 

3  übrigen  Kegelschnitte  bilden  also  eine  Degeneration  von  P*' 
(No.  64);  sie  müssen  zusammen  der  Curve,  die  aus  jenem  Ke- 
gelschnitt und  der  Geraden  h  besteht,  achtmal,  also  da  sie  h 
dreimal  begegnen,  dem  Kegelschnitt  fünfmal,  mithin  2  von  ihnen 
je  zweimal   und  der    dritte   eimnal    begegnen.     Also  jeder    der 

4  Kegelschnitte  wird  von  einem  der  3  übrigen  ein- 
mal, von  den  beiden  andern  zweimal  getroffen;  es 
muss  dann  2  Paare  Kegelschnitte  K^  und  K"^,  K'*  und 
K^,  geben,  deren  Kegelschnitte  sich  gegenseitig  nui- 
einmal  treffen.  Sonst  treffen  sich  2  der  4  Kegelschnitte 
doppelt. 

Diese  3  Fälle  sind  die  einzig  möglichen  Fälle,  wie  sich 
4  Kegelschnitte  und  eine  Gerade  zu  einander  stellen,  weim  sie 
die  (irundcurve  eines  cuhischen  Flächenbüschels  zusanunenselzen. 

Es  ist  vielleicht  auch  noch  interessanl,  zu  sehen,  wie  9  Ge- 
rade d i e  G r u n d c u r  v e  ei n es  cubische n  F I ä c h e n b ü s c li e I s 
bilden.  Da  sie  gar  keine  Tangenten  ergeben,  so  müssen  nolh- 
wendig  18  Begegnungs punkte  sein.  Einen  Fall  von  9 
solch  en  Ger  ad  en  liefe  in  uns  die  9  Geraden  eines  Tri- 
ederpaars;  da  sind  eisichllicli  18  Schnittpunkte  und  auch  jede 

D .  4 
der  Geradeii  begegnet  4  der  übrigen,  was  auch  eben  — ^ —  =18 

Schnittpunkte  bewirkt.  Die  beiden  Trieder  gehören  selbst  zu  dem 
cubischen  Flächenbüschel. 

Aber  wir  können  noch  andeie  Gruppirungen  haben. 

Jede  der  Geraden  z.  ß.  h  muss  von  4  der  übrigen  geschnit- 
ten werden;  diese  seien  g^  (/^  (/.i  Oi-  Angenommen  2  von  diesen, 
r/y  und  g.,  begegnen  einander,  g..  und  g^  können  ihnen  nicht 
begegnen,  unter  einander  sich  begegnen  oder  nicht.  Wir  gehen 
jetzt  von  dem  Dreiecke  h  g^  g.,  aus.  Der  fernere  Schnitt  muss 
nun  so  sein,    dass   eine   Fläche  2.   Ordnung   dnrchgelegt   werden 
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kann.  Wir  nehmen  erst  den  speciellen  Fall,  es  sei  dies  ein 
Ehenenpaar,  dann  bilden  die  6  übrigen  Geraden  2  Dreiecke 
/»j  m^  m,^;  «1  «2  "3'  ^o  dass  die  9  Geraden  3  Dreiecke  geben. 
Jede  Seite  des  einen  Dreiecks  begegnet  einer  jedes  der  beiden 
andern.  Im  speciellen  Fall  kann  auch  wieder  ein  Triederpaar 
entstehen.  Die  Fläche  2.  Ordnung  sei  nun  eine  allgemeine, 
dann  bilden  die  6  übrigen  Geraden  ein  Doppeldrei:  l^l^L^^fi^ii^fx.^, 
Aveil  nie  4  Gerade  einer  cubischen  Fläche  zu  derselben  Schaar 
eines  Hyperboloids  gehören  können.  Jede  dieser  6  Geraden  muss 
einer  der  3  Geraden  h  gy  g.^  begegnen,  und  jede  dieser  3  Gera- 
den zweien  der  6  Geraden,  weil  sie  die  Fläche  2.  Ordnung  zwei- 
mal triin.  Werden  2  Geraden  l  z.  B.  A,  und  A^,  von  derselben 
der  3  Geraden  h  g^  g.^  z.  B.  von  h  getroflen,  so  ist  es  nun  noth- 
wendig,  dass  die  zweite  g^  die  dritte  Ag  und  eine  [i,  z.  B.  [i-^  trilTi, 
g.,  aber  dann  (ti^,  jitj-  Also  bilden  auch  in  anderer  Zusammen- 
stellung die  9  Geraden  ein  Dreieck  g^  A3  jitj  und  ein  Doppeldrei 
h  fiy  i-i.^,  g.,  Aj  A2,  oder  auch  2  Dreiecke  h  g^  g.,,  g^  A.,  ft^,  die  eine 
Gerade  gemein  haben,  und  ein  windschieles  Vierseit  Aj  Aj,  ,Uj  /tt^. 
Es  kann  aber  auch  jede  der  3  Seiten  von  h  g^  g^  je  von  einer 
Geraden  A  und  einer  Geraden  m  getroffen  werden;  wir  kommen 
dann  aber  auf  3  Dreiecke  h  A,  ft, ,  g^  A^  jUo»  Q2  K  H'  ^^''^  vorher 
schon  betrachtet. 

Nun  aber  werde  angenommen,  dass  von  den  4  Geraden 
0].Q'>9^9\>  ^^elclie  einer  Geraden  begegnen,  keine  2  einander 
treffen,  so  dass  sie  alle  gegen  einander  windschief  sind.  Dann 
müssen  sich  unter  den  5  übrigen  die  2  Geraden  be/inden,  welche 
allen  vieren  begegnen,  //  und  p".  Die  3  übrigen  müssen  eine 
Degeneration  einer  cubischen  Raumcurve  herstellen  (Fall  &  in 
No.  66),  also  zwei  von  ihnen  s'  und  s"  gegen  einander  wind- 
schief sein  und  beide  von  der  dritten  t  getroffen  werden. 

Die  Geraden  //  unil  ;/'  begegnen  schon  4  Geraden;  also 
keine  der  drei  Geraden  s',  s",  t  kann  einer  von  ihnen  begegnen. 
s'  und  s"  treffen  erst  eine  :  t ,  also  muss  jede  noch  3  Geraden 
g  begegnen,  /  trifft  s'  und  s" ,  also  begegnet  sie  noch  2  Gera- 
den g.  s'  kann  nicht  denselben  3  Geraden  g  z.  B.  g^  g.^  g^  be- 
gegnen, wie  s",  weil  sonst  auf  dem  durch  ^,  g.,  g.^  gelegten 
Hyperboloide  noch  p'  p"  s'  s"  lägen,  also  im  Ganzen  7  Gerade 
einer  cubischen  Fläche,  t  begegnet  2  Geraden  g'-g^ö^'^  den- 
selben beiden   kann   weder  s' ,   noch  s"  begegnen,   da  sie  von  t 
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gclroflon  ^vcrtlen;  also  trifl't  s'  die  Geraden  (Ji  g-y  g,)  und  s"  die 
Geraden  g^  g^  g^.  Nun  sehen  wir  aucii,  dass  jede  Gerade  von  4 
der  übrigen  getroffen  wird: 

r/,  und  <72  von  />'/>"  s'  s",  g.^  von  p'  p"  s'  t,  </,  von  p'  p" 
s"  t,  s'  von  (7i  g^  g.-^  t,  s"  von  g^  g.;,  g^  t,  i  von  g^  </,  s'  s" .  die 
beiden  y>  von  den  vier  g. 

Ausser  dem  Quadrupel  der  Geraden  g  findet  sich  noch  das 
Quach'upel  p'  p"  s'  s".  Ks  kommen  auch  2  Dreiecke  vor:  ( g^  s' 
und  t  g^  s" ,  welche  mithin  die  Gerade  t  gemein  haben;  die  4 
andern  bilden  ein  windschiefes  Vierseit:  g^  g-p  p'  p"- 

Es  zeigt  sich  demnach,  dass,  ausser  wenn  die  Grund- 
curve  eines  cubischen  Flächenbüschels  durch  3  Drei- 
eck e  s  (^  1  b  s  t  g  e  b  i  I  d  e  t  wird,  unter  d  e  n  9  G  e  r  a  d  e  n,  w  e  1  c  h  e 
eine  solche  Grundcurve  zusammensetzen  sollen,  2 
Dreiecke  mit  einer  gemeinschaftlichen  Geraden  sich 
befinden,  d  i  e  4  a  n  d  e  r  n  G  e  r  a  d  c  n  ein  w  i  n  d  s  c  h  i  e  f  e  s  V  i  e  r  - 
seit  bilden. 

70.  Nachdem  nnn  sämmtliche  Curvenarten,  die  bei  dem 
Schnitt  zweier  cubischen  Flachen  auftreten  können,  aufgefunden 
und  jedesmal  die  üidnung  ihrer  Tangentenllächen  nachgewiesen, 
wollen  wir  eine  angemessenere  Bezeichnung  anwenden:  die  Zahl 
oben  bezeichne  die  Ordnung  m  der  Curve,  die  nnten  die  Ordnung 
ihrer  Tangentenfläche  oder  den  Rang  r  der  Cuvre:  wir  haben 
also  folgende  Raumcurven  betrachtet:-  /?^^,  R^(^\  R'^'^y,  /?''*jo>  ^^s' 

^     is'    ^     1(1'    •"     14'    ■''^    12'     -''^    22'   ^    20'     ■"    2»'    ■"    3(i- 

Wir  haben  schon  in  No.  56  auseinandergesetzt,  wie  man  mit 
Hilfe  der  Projeclion  der  Curve  auf  eine  Ebene  <lie  Anzahl  h  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  der  (]urve,  die  Anzahl  der  durch  einen 
Punkt  gehenden  Osculationsebenen  der  Curve  oder  ihre  Klasse  n 
und  die  Anzahl  y  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen, 
welche  zwei  (also  natürlich  einander  schneidende)  Tangenten  der 
Curve  enthalten,  oder  die  Klasse  der  von  diesen  Ebenen  einge- 
hüllten abwickelbaren  Fläche  berechnen  kann. 

Schneiden  wir  die  Tangentenfläche,  deren  Klasse  mit  der 
der  Curve  übereinstimmt,  durch  eine  Transversalebene,  so  erhal- 
len wir  eine  Curve  r'^'^'  Ordnung  und  /i'«"^  Klasse.  Rückkehrpunkte 
hat  dieselbe  /«,  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der 
Raumcurve;  daraus  lässt  sich  nach  Plücker  die  Anzahl  a  der 
Wendetangenten  der  Curve,  welche  oll'enbar  gleich  der  der  Wende- 
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langentenebenen  der  Tangentenflächc  oder  der  Ilaunicurve  selbst  ist^ 
die  Anzahl  x  der  Doppelpunkte  der  Curve,  d.  i.  die  Anzahl  der  in  der 
Transversalebene  befindlichen  Schnittpunkte  zweier  endlich  entfern- 
ten Tangenten  der  Raumcurve,  also  auch  die  Ordnung  der  durch 
diese  Schnittpunklc  gebildeten  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  und 
die  Anzahl  /  der  Doppeltangenten  der  Curve  berechnen,  d.  i.  die  An- 
zahl der  in  der  Transversalebene  liegenden  Schnittgeraden  zweier 
Keriihrungsebenen  der  Tangentenfläche  oder  Osculationsebenen 
der  Raumcurve. 

Diese  Uebertragung  der  Formeln  über  die  Singularitäten  der 
ebenen  Curven,  welche  Herr  Plücker  zuerst  gegeben  hat,  ist  auf 
die  Ranmcurven  zuerst  durch  Herrn  Cayley  geschehen.*)  Wir 
wollen  noch  v  die  Anzahl  derjenigen  Geraden  nennen,  welche 
durch  einen  Punkt  der  Curve  gehen  und  dieselbenoch  zweimal  trefl'en. 

Diese  Rerechnungen  ergeben  uns  nun  folgende  Resultate  fiu' 
die  oben  aufgezählten  Curven,  zu  denen  wir  der  Vergleichung 
lialber  noch  die  Raumcurve  3.  Ordnung  und  4.  Ranges  gesellen, 
welche  bekanntlich  die  einzige  in  einem  Continuum  verlaufende 
Curve  dies(!r  Ordnunif  und  auch  dieses  Ranges  ist. 
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*)  Journal  de  Mathe'matiques  par  Liouville  vol.  X  pag.  245  und 
CamLridge  and  Dublin  Matliem.  Journal  V  p.  18.  Man  sehe  auch  Salmon- 
Fiedler's  Lehrbuch  der  analyt.  Geometrie  des  Raumes,  Band  II  No.  64  ff. 
**)  Danach  ist  die  Zahl  .3051,  welche  Herr  Salmon  in  seinem  Lehr- 
buche der  analyt.  Geometrie  des  Raums  (Band  II  der  deutschen  Ueber- 
tragung, Seite  103)  giebt,  zu  berichtigen. 
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In  dieser  Tabelle  sind  alle  Curven  ohne  Doppel-  und  Rück- 
kehrpiinkte  angenommen.  Jeder  etwaige  Doppelpunkt  vermindorl 
den  Rang  einer  Curve  um  2,  die  Klasse  um  6,  jeder  etwaige 
Rückkehrpunkt  den  Rang  um  3,  die  Klasse  um  8.  Es  Mcihl 
dann  nur  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  unverändert, 
natürlich  auch  die  Ordnung.  Z.  R.  die  Curve  6.  Ordnung,  in 
der  zwei  cubische  Flächen,  welche  eine  cubische  Raumcurve  ge- 
mein haben ,  einander  noch  begegnen  und  welche  ohne  Doppel- 
und  Rückkehrpunkte  16.  Ranges  ist,  sinkt,  wenn  sie  einen  Doppel- 
punkt hat,  zum  14.  und  hat  alle  Singularitäten,  wie  sie  oben  bei 
/2'Y,  angegeben  sind,  luu'  dass  Ji  =  l  und  v=3  bleibt  und  sie 
eben  einen  Doppelpunkt  besitzt,  während  Ä''^^  keinen  hat.  Nimmt 
dieselbe  Curve  einen  Rnckkehrpunkt  an,  so  bleibt  auch  ^=7 
und  ?^=3,  aber  r  wird  =  13,  n=^22,  ^  =  180,  a  =  58,  «=33, 

Die  Dopi)clpunkte  auf  der  Projection  einer  Raumcurve  auf 
eine  Kbene  rühren  theils  von  den  scheinbaren,  thoils  von  den 
wirklichen  Doppel|)nnkten  der  Curve  her,  die  Rückkehrpunkte 
von  den  Uückkehrpunkten  der  Raumcurve,  Die  höchste  Anzahl 
von  Rückkehr-  und  Doppelpunkten  zusammen  auf  einer  ebenen 
Curve  ?«''■■  Ordnung,  di(!  nicht  in  Theile  zerfällt,  ist  ^  [tu — 1) 
[m — 2),  *)  also  bei  den  Curven  von  der  3.  bis  zur  9.  Ordnung 
1,3,6,  10,  15,  21,  28.  Mithin  ist  die  höchste  Anzahl  der 
Doppel-  lind  Rück  kehr  punkte  zusammen  bei  unsern 
14  Curven,  wenn  dieselben  noch  nicht  in  Theile  zerfallen,  stets 
\  (»i— 1)  im— 2)  —  h,  also  bei  R^^O,  he\  R\  0,  bei  R\  \,  bei 
i?\  0,  bei  Ä^iu  1.  bei  R-\.,  2,  bei  /? ''•,.,  1,  bei  R^\^  2,  bei  7?«^^,  3, 
bei  R'\^  4,  bei  /?'.,„  4.  bei  R'.,.,  5,  bei  7?\^  7,  bei  R^,,,.   10. 

Man  kann  leicht  aus  den  vorhergehenden  Betrachungen  ent- 
nehmen, dass  jeder  Regegnungspunkt  der  Partiaicurven,  in  die 
eine  Durchschnittscurve  zerfällt,  die  Summe  der  scheinbaren  Dop- 
pelpunkte der  Partiaicurven  um  eine  vermehrt,  aber  jeder  solche 
scheinbare  Doppelpunkt  vermindert  die  Summe  der  Klassen  der 
Partiaicurven  um  6.  Man  wird  daraus  entnehmen  können,  dass 
die  Klasse  der  ungetheilten  Durchschnittscurve,  also 
81,  gleich  ist  der  Summe  der  Klassen  der  Theilcurven, 


*)  Cremona's  Introdnzione  No.  35. 
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vermehrt  um  die  sechsfaclie  Anzahl  der  Begegnungs- 
punkte. Als  Klasse  eines  Kegelschnitts  (derselbe  hier  als  Raum- 
curve,  nicht  als  ebene  Curve  betrachtet)  gilt  0,  denn  es  giebl 
keine  Ebene,  welche  einen  Kegelschnitt  osculirt,  die  Klasse  aber 
einer  ebenen  cuhischen  Curve  im  räumlichen  Sinne,  d.  h.  die 
Anzahl  der  Osculationsebenen,  die  durch  einen  beliebigen  Punkt 
an  die  Cnrve  gehen,  ist  9,  da  die  durch  den  Punkt  und  die 
9  Wendetangenten  gelegten  Ebenen  die  Curve  osculiren.  Z.  B. 
Ä^_j  und  R^'iQ,  deren  Klassen  3  und  30  sind  und  die  einander 
achtmal  begegnen,  bilden  die  Durchschnittscuive  zweier  cuhischen 
Flächen,  und  in  der  That  ist  auch  3-1-30  +  8.6=81;  oder  eine 
ebene  Curve  C^  und  die  Raumcurve  -R''is,  deren  Klassen  9  und 
36  sind  und  Vielehe  einander  sechsmal  begegnen,  setzen  die 
Grundcurve  eines  cuhischen  Büschels  zusammen,  es  ist  9  +  36  -f 
6.6=81.  R^Q  und  ä''j(,  begegnen  einander  zehnmal;  ihre  Klas- 
sen sind  6  und  15;  es  ist  6  +  15 -f- 6. 10=81. 

Es  scheint  aber  nicht  zu  stimmen,  wenn  eine  oder  meh- 
rere Geraden  zur  Durchschnittscurve  mitgehören.  Z.  B. 
i?^j4  bildet  mit  einem  Kegelschnitte  E"^ ,  dem  sie  sechsmal  be- 
gegnet, und  einer  Geraden,  die  ihr  viermal,  dem  Kegelschnitte 
gar  nicht  begegnet,  die  Grundcurve  eines  cuhischen  Büschels; 
die  Klassen  von  R''\^  und  A"-  sind  24  und  0.  Man  ist  gewiss 
geneigt,  die  Klasse  einer  Geraden  auch  0  anzimehmen;  dann  er- 
halten wir  aber,  da  im  Ganzen  10  Begegnungspunkte  sind, 
24  +  6.10=84=81+3.  Nehmen  wir  Ä'.,^,;  sie  bildet  mit  2 
gegen  einander  windschiefen  Geraden,  deren  jede  der  R'^^o  ^'iß'" 
mal  begegnet,  die  Durchschnittscurve  zweier  cuhischen  Flächen; 
es  sind  also  8  Begegnungspunkte;  die  Klasse  von  R^^o  ^^^  3^' 
aber  39  +  6.8  =  87  =  81+2.3.  R\^  bildet  mit  3  gegen  ein- 
ander windschiefen  Geraden,  deren  jede  R^i^  viermal  begegnet, 
die  Grundcurve  eines  cuhischen  Büschels;  Begegnungspurikte  sind 
12,  die  Klasse  von  7? ßj,  ist  18,  aber  18  +  6.12  =  90  =  81  +  3.3. 
Man  sieht,  dass  in  solchen  Fällen  die  betreffende  Summe 
die  Zahl  81  um  die  dreifache  Anzahl  der  in  der  Durch- 
schnittscurve vorkommenden  Geraden  übertrifft. 

Die  (räumliche)  Klasse  einer  Curve  ergieht  sich  aus  der  An- 
zahl der  Wendepunkte  ihrer  ebenen  Projection;  diese  wird  be- 
dingt durch  die  Zahl  w  =  3  ot  {m — 2)  —  6  d  —  8  x,  wo  m  die 
Ordnung,  6  die  Anzahl   der   Doppelpunkte  und  k   die  Anzahl  der 
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Rückkelirpunkte  der  ebenen  Projection  ist.  Für  einen  Kegel- 
schnitt ist  m=2,  d=0,  %  =  0,  also  w  =  0,  was  mit  unserer  obi- 
gen Annahme  stimmt;  für  eine  Gerade  ist  m=l,  6:=0,  3t  =  0, 
mithin  nach  dieser  Formel  tv  ==  —  3;  ein  Resultat,  das  wider- 
sinnig zu  sein  scheint.  Nehmen  wir  aber  wirklich  die  räum- 
liche Klasse  einer  Geraden  —  3  an,  so  wird  oben  keine 
Abweichung  stattfinden,  wie  man  sieht  leicht  überzeugen  kann. 
Es  gilt  dies  auch  für  andere  Fälle:  z.  B.  eine  Gerade  und  eine 
sie  zweimal  treffende  cubische  Raumcurve  ^-^4,  deren  Klasse  ja 
3  ist,  bilden  eine  Abart  der  Raumcurve  R*^,  deren  Klasse  12 
ist:  3  +  ( — 3)  +  2  .  6  =  12;  eine  Gerade  und  eine  ihr  einmal 
begegnende  Raumcurve  3.  Ordnung  bilden  eine  Abart  von  i?\, 
deren  Klasse  6  ist,  in  der  That  3  +  ( — 3)+ 1.6  =  6.  Die  4  Ge- 
raden eines  windschiefen  Vierseits,  in  dem  es  4  Begegnungspunkte 
giebt,  sind  eine  Abart  von  R\:  4(— 3) +4.6  =  12. 

71.  Aus  den  Plücker-Cayleyschen  Formeln  geht  hervor,  dass 
für  unsere  nicht  mit  Doppel-  oder  Rückkehrpunkten  behafteten 
Curven  die  Ordnung  der  Doppelcurve  auf  der  Tangentenfläche 
einer  Raumcurve,  d.  h.  der  Curve,  die  durch  die  Schnittpunkte 
von  nicht  unmittelbar  benachbarten  Tangenten  gebildet  wird, 
=  ^  r  [r — 4)  ist,  wo  r  der  Rang  der  Curve  oder  die  Ordnung 
der  Tangentennächc  ist.  Ferner  wissen  wir,  dass  jede  Gerade 
im  Allgemeinen  von  r  Tangenten,  jede  Gerade  aber,  die  die 
Raumcurve  zweimal  trifft,  also  auch  eine  Tangente  derselben  von 
r — 4  Tangenten  in  andern  Punkten  als  in  den  Schnittpunkten 
resp.  dem  Berührungspunkte  getroffen  wird,  also  jede  Tangente  trifft 
die  Doppelcurve  der  Tangentenfläche  in  r— 4  Punkten.  Wir 
schliessen  daraus,  dass  die  Doppelcurve  der  Tangenten- 
fläche der  Schnitt  derselben  mit  einer  Fläche  [r — 4)'^'^ 
Ordnung  ist,  was  ja  auch,  da  die  Schnittcurve  auf  der  einen 
der  beiden  einander  begegnenden  Flächen  Doppelcurve  ist,  be- 
wirkt, dass  ihre  Ordnung  \  r  [r — 4)  ist.  Die  Raumcurve 
selbst  begegnet  der  Doppelcurve  demnach  so  oft,  als  sie 
diese  Fläche  (r — 4)"^''  Ordnung  trifft,  d.  i.  m  [r — 4)  mal.  Die 
Begegnungspunkte  der  beiden  Curven  sind  entweder 
Wendepunkte  der  Raumcurve,  in  denen  2  Tangenten  der 
Raumcurve  einander  begegnen,  welche  nur  eine  Tangente  zwischen 
sich  haben,  oder  Punkte,  in  denen  eine  Tangente  der 
Curve    diese    nochmals    durchschneidet.     Diese  Tangente 

Slurm,  Flächen  3.  Ordnung-.  1^ 
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selbst  trifft  dort  2  unendliche  nahe  Tangenten  der  Raiuncurve  in 
demselben  Punkte;  sie  ist  mithin  eine  Tangente  der  Doppelcurve 
und  auch  der  Fläche  (r— 4)^"  Ordnung.  Das  leuchtet  aber  ein, 
dass,  da  wir  die  Anzahl  der  Wendepunkte  für  jede  unserer  Cur- 
ven  wissen,  wir  nun  auch  die  Anzahl  ihrer  Tangenten  an- 
geben können,  welche  der  Curve  nochmals  ausser  im 
Berührungspunkte  begegnen.  Es  ergeben  sich  deren 
für  R\0,  für  I{\  4,  für  R\  0,  für  R\  12,  für  iJ-^o  10, 
für  R%,  8,  für  ^«12  24,  für  R^^  24,  für  R\^  24,  für  R\^ 
24,  für'iJ^o  48,  für  R'.,^  50,  für  R\^  88,  für  R%q  144. 

Interessant  ist,  dass  die  Anzahl  dieser  Tangenten  für  unsere 
4  Curven  6.  Ordnung  stets  dieselbe  (24)  ist,  und  bei  R-'.^^  sowie 
bei  Ä%  ist  die  Anzahl  der  beiden  Arten  Punkte,  in  denen  die 
Raumcurve  und  die  Doppelcurve  ihrer  Tangentenfläche  einander 
begegnen,  gleich. 

Für  diejenigen  Curven,  durch  welche  Flächen  2.  Ordnung 
oder  eine  Fläche  2.  Ordnung  geht,  lässt  sich  die  Anzahl  der 
Tangenten  dieser  Art  noch  anders  nachweisen.  Es  sind  mit  Aus- 
schluss der  beiden  bekannteren  Curven  R^^  und  R'^^,  die  ja  auch 
keine  derartigen  Tangenten  aufweisen,  die  Curven  R*f-,  R^^2>  -^''is' 
durch  deren  jede  sich  eine  Fläche  2.  Oidnung  legen  lässt. 

Jede  die  Curve  berührende  und  ausserdem  nochmals  schnei- 
dende Gerade  gehört  zu  den  die  Curve  dreimal  treffenden.  Die 
durch  jR^g  gelegte  Fläche  2.  Ordnung  F-  muss  offenbar  alle  diese 
Tangenten  enthalten,  und  zwar  gehören  sie  nur  zu  der  einen 
Schaar;  also  müssen  sie  alle  eine  beliebige  Gerade  |u,  der  andern 
Schaar  treffen.  Die  durch  sie  und  die  Gerade  ju,  gelegten  Ebenen 
sind  ersichtlich  die  von  ft  an  die  Raumcurve  gelegten  Berüh- 
rungsebenen. Deren  giebt  es  4,  da  (it  die  Curve  R^^^  einmal 
trifft  und  i?^^  eine  Tangentenfläche  6.  Ordnung  hat,  also  durch 
jede  beliebige  Gerade  6,  durch  jede  die  Curve  einmal  treffende 
4  nicht  in  dem  Schnittpunkte  die  Curve  berührende  Ebenen 
gehen.  Also  haben  sich  4  die  Curve  i?^,;  einmal  berührende 
und  einmal  schneidende  Geraden  ergeben. 

Für  die  Curve  R'^^^  liaben  die  eben  geschilderten  Verhält- 
nisse sich  nur  insofern  geändert,  dass  jti  die  Curve  R^^o  zwei- 
mal trifft,  so  dass  diese  Gerade  12  —  2  .  2  =  8  Tangenten- 
ebenen an  i? ^,2  schickt,  der en  jede  eine  die  Curve  noch- 
mals durchschneidende  Taugeute  enthält. 
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Endlicli  Pt'\^  wird  von  jeder  Geraden  beider  Sebaaren  dei" 
einzigen  Fläclie  2.  Ordnung,  auf  welcber  sie  liegt,  dreimal  ge- 
troffen. DiH'cb  jede  Gerade  dieser  beiden  Scbaaren  geben  dem- 
nacb  18  —  3  .  2  =  12  Tangentenebenen  an  -R'^is-  ^v('lcbe  je  eiiK; 
die  Ciirve  noclmials  durcbsebneidende  Tangente  entbalten,  die 
zur  andern  Scliaar  der  Fiäcbe  2.  Ordnung  gebort.  Es  giebt 
mitbin  2  .  12  =  24  die  Curve  noclimals  sc bn eidende 
Tangenten  bei  R^^^,  welcbe  sieb  zu  je  zwölfen  auf 
die  beiden  Scbaaren  einer  Fiäcbe  2.  Ordnung  ver- 
tli  eilen. 

72.  Das  reciproke  Gebilde  einer  Raumcurve  R  ist  eine  ab- 
wickelbare Fiäcbe  T',  das  der  Tangentenfläcbe  T  von  R  ist  die 
Rückkebrcurve  R'  von  T',  so  dass  T  die  Tangcntenlläcbe  von  R' 
ist.  Es  seien  nun  die  Singularitäten  von  [R',  T')  /«',  r',  n',  li,  V, 
x',  y',  ci',  ß'  {ß'  die  Anzabl  der  Ilückkebrpunkte),  und  die  obne 
Accente  die  für  (/?,  T),  so  ist  bekanntlicb  m'  =  ;/,  r'  =  r,  n  =  m, 
h'  =  /,  /'  =  h,  x'  =  y,  y'  =  ^,  «'  =  ß,  ß'  =  K. 

Wir  haben  nun  in  No.  41  eine  abwickelbare  Fiäcbe  O 
kennen  gelernt,  deren  Klasse  und  Ordnung  G  und  12  ist 
und  welcbe  eine  Rückkebrcurve  A  von  der  18.  Ord- 
nung besitzt.  Wir  seben,  dass  dieses  Gebilde  das  reci- 
proke zu  der  Raumcurve  G.  Oidnung  R^\-i  ist,  in  der  2 
cubiscbe  Fläcben,  denen  3  windschiefe  Geraden  ge- 
mein sind,  einander  noch  begegnen.  Wir  wissen  jetzt 
aus  den  Singularitäten  von  R^'x-,,  dass  es  in  jeder  Ebene  9  Ge- 
rade giebt,  welcbe  je  zwei  Tangentenebenen  an  O  oder  2  Oscu- 
lalionsebenen  an  A  schicken,  dass  die  Doppelcurve  von  <^  3G.  Ord- 
nung ist,  dass  48  durch  2  nicht  unmittelbar  benachbarte  Gene- 
ratricen  von  O  (Tangenten  von  A)  gelegte  Ebenen  durch  jeden 
Punkt  geben,  dass  O  keine  Wcndeberübrungsebene  bat  (weil 
i?*Y2  l^einen  Rückkehrpunkt  hat),  dass  A  24  Rückkehrpunkte  hat 
und  die  Summe  ihrer  scheinbaren  und  wirklichen  Doppelpunkte 
111  beträgt.  24  Tangenten  von  i?",.,  durchschneiden  i? ^,2  noch- 
mals; also  24  Generatricen  von  (P  (Tangenten  von  A)  liegen  je  noch 
auf  einer  nicht  längs  der  Gcneratrix  die  Fläche  (P  (oder  im 
Berührungspunkte  der  Tangente  die  Curve  A)  osculirenden  Ebene; 
oder  vierundzwanzigmal  geht  eine  Tangentenebene  von  ^  (eine 
Schmiegungsebene  von  A)  durch  eine  andere   Generatrix   von    0 
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als  längs  deren  sie  berührt  (durch  eine  andere  Tangente   von  A, 
als  in  deren  Berührungspunkte  sie  osculirt). 

Wir  haben  in  No.  41  noch  eine  andere  devoloppablc 
Fläche  0'  betrachtet,  welche  durch  die  Berührungs- 
ebenen der  cu bischen  Fläche  längs  eines  Kegelschnitts 
K^  derselben  eingehüllt  wird.  Sie  war  4.  Klasse  und 
G.  Ordnung,  ihre  Rückkehrcurve  A'  auch  G.  Ordnung. 
Sie  ergiebt  sich  mithin  als  das  reciproke  Gebilde  zu 
der  Curve  R^^,  in  der  eine  Fläche  3.  und  eine  2.  Ord- 
nung, denen  2  windschiefe  Geraden  gemein  sind,  ein- 
ander noch  begegnen.  In  jeder  Ebene  giebt  es  2  Gerade, 
welche  je  2  Tangentenebenen  an  CD'  aussenden;  man  sollte 
eigentlich  3  erwarten,  aber  die  dritte  derartige  rührt  nicht  von 
zwei  einander  in  der  Ebene  schneidenden  Berührungsebenen  her, 
sondern  von  einer  Doppeltangentenebene.  Die  Doppelcurve  auf 
0'  ist  4.  Ordnung,  in  dem  Bündel  jedes  Punktes  befinden  sich 
6  durch  je  2  nicht  unmittelbar  benachbarte  Generatricen  von  0 
gehende  Ebenen.  0'  hat  keine  Wendeberührebene,  A'  hat 
4  Rückkehrpunkte  und  G  scheinbare  Doppelpunkte.  Wirkliche 
Doppelpunkte  kann  A'  nicht  besitzen,  da  die  quadratische  Polar- 
fläche eines  solchen  die  Ebene  des  Kegelschnitts  A'-  in  ehiem 
Kegelschnitte  schneiden  müsste,  welcher  E^  in  2  Punkten  oscu- 
lirte,  was  bei  2  Kegelschnitten  nicht  möglich  ist.  Da  i?^^  4  die 
Curve  nochmals  durchschneidende  Tangenten  hat,  so  besitzt  0' 
4  Tangentenebenen,  welche  0'  noch  in  einer  andern  Generatrix 
durchschneiden,  als  längs  deren  sie  berühren. 

73.  Im  Folgenden  soll  unter  R'",-  stets  eine  Raumcurve  ?«'«' 
Ordnung  verstanden  werden,  die,  wenn  sie  keinen  Doppel-  oder 
Rückkehrpimkt  hat,  vom  r'^"  Range  ist,  wenn  sie  ö  Doppelpunkte 
und  K  Rückkehrpunkte  besitzt,  den  Rang  [r  —  2  d — 3  n)  hat. 

Durch  die  Durchschnittscurve  zweier  cubischen 
Flächen,  -R%(j,  und  einen  ausserhalb  liegenden  Punkt 
P  lässt  sich  nur  eine  einzige  cubische  Fläche  legen. 
Denn  jede  durch  P  gehende  Ebene  i:  schneidet  die  Durchschnitts- 
curve J^ögß  in  9  Punkten,  welche  die  Durchschnittspunkte  der 
beiden  cubischen  Curven  sind,  in  .denen  die  beiden  cubischen 
Flächen  durch  E  geschnitten  werden.  Durch  diese  9  Punkte 
und  den  Punkt  P  lässt  sich   nur  eine  einzige  cubische  Curve  C^ 
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legen.  Jede  durch  R^._^q  und  P  gelegte  cubische  Fläche  müsste 
demnach  E  in  dieser  Curve  schneiden,  also  alle  diese  Flächen 
würden  von  jeder  durch  P  gehenden  Ebene  in  derselben  Curve 
getroffen,  woraus  hervorgeht,  dass  es  nicht  verschiedene  solche 
Flächen  giebt,  sondern  nur  eine,  und  diese  erhält  man,  indem 
man  in  allen  durch  P  gehenden  Ebenen  —  es  genügt  schon,  in 
denen  eines  Büschels  —  die  Curve  C^  construirt.  Diese  Con- 
struction  ist  offenbar  die  allgemeinere,  unter  welche  sich  die  erste 
Steinersche  subsumirt. 

Die  Anzahl  der  Punkte,  welche  eine  cubische 
Fläche  vollständig  bestimmen,  ist  bekanntlich  19;  da 
■nun,  um  eine  cubische  Fläche  vollkommen  zu  bestimmen,  ausser 
der  Curve  Ä^gg  noch  ein  ausserhalb  derselben  liegender  Punkt 
nothw endig  ist,  so  hat  die  Curve  i?^3e  für  die  Bestimmung 
der  Oberfläche  die  Bedeutung  von  18  Punkten,  d.  h. 
eine  cubische  Fläche  durch  diese  Curve  legen  ist 
dasselbe  wie  si^^e  durch  18  Punkte  legen  (welche  na- 
türlich auf  der  Curve  liegen  müssen).  — 

Bei  der  Curve  Ä%8  giebt  es  eine  Gerade,  welche  ihr  vier- 
mal begegnet:  alle  durch  i?^2S  gelegten  cubischen  Flächen  gehen 
auch  durch  diese  Gerade,  folglich  durch  die  vollständige  Schnitt- 
curve  zweier  cubischen  Flächen;  mithin  hat  die  Curve  R'^^^ 
auch  die  Bedeutung  von  18  Punkten  für  die  Bestim- 
mung einer  cubischen  Fläche.   — 

Ebenso  werden  die  Curven  i?^.,^  und  R^^^  von  2  resp.  3  Ge- 
raden viermal  getroffen;  so  dass  alle  durch  eine  von  diesen  bei- 
den Curven  gelegten  cubischen  Flächen  auch  noch  diese  2  resp. 
3  Geraden  enthalten  und  durch  die  vollständige  Durchschnitts- 
curve  zweier  cubischen  Flächen  gehen;  demnach  haben  auch 
noch  die  beiden  Curven  R^q  und  R^^^o  die  Bedeutung 
von  18  Punkten.  — 

Wenn  der  vollständige  Schnitt  zweier  Flächen 
3.  Ordnung  aus  einem  Kegelschnitt  K"^  und  einer  Raum- 
curvc  i?^2  besteht,  welche  einander  sechsmal  begeg- 
nen, so  gehen  die  ergänzend  en  Geraden  l.^  zum  Kegel- 
schnitte K-  auf  allen  durch  {£:\  R^^)  gehenden  Flächen 
3.  Ordnung  F^^:  durch  den  siebenten  Punkt  der  Curve 
J?^2  3"f  "^er  Ebene  von   £-.     Dieser   Punkt   Fq   hat  für 
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die  Curve  R^^i  ^ine  ganz  besondere  Uedeutung.  Jede 
durch  denselben  gehende  Ebene  schneidet  die  Ebene  von  K"^  in 
einer  der  Geraden  l^  und  mithin  aus  der  Fläche  F'^^,  welcliei' 
diese  Gerade  U  zugehört,  einen  Kegelschnitt  Z'^,  auf  dem  noth- 
wendig  die  6  übrigen  Punkte  der  Curve  iJ'os'  ^'^  '"  ^^^^'  Ebene 
liegen,  sich  bcQnden  niüsscn.     Also: 

Alle  durch  den  Punkt  F,,  der  Raumeurve  Ä'oo 
gehenden  Ebenen  schneiden  diese  Curve  noch  in 
6  Punkten,  welche  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Es  sei  0^  eine  cubische  Fläche,  welche  nur  durch  R'^^i  ö^" 
legt  ist  und  nicht  auch  durch  K"^.  Sie  begegnet  der  Fläche  F'^^ 
noch  in  einem  Kegelschnitte  ^'2^,  der  auf  F^,-c  durch  U,  auf  0^ 
durch  l  ergänzt  werde.  L-  und  X  Irelfen  sich  auf  J?  ^22  ""^^  ^^^'^ 
je  auf  F^^r  nnd  0^  die  einzigen  Geraden,  welche  R'^o  nur  ein- 
mal trelfen;  mithin  ist  L  mit  /.r  identisch,  d.  h.  auch  l  und  dif 
Ebene  des   Kegelschnitts  ^-j,  gehen  durch    F^. 

Stellen  wir  jetzt  die  Fläche  0-^  mit  einer  andern  blos  durch 
iJ'oo  gelegten  Fläche  3.  Ordnung  zusammen,  so  erhalten  wir  das 
Resultat: 

Die  Ebenen  der  Kegelschnitte,  in  denen  je  zwei 
durch  die  Raumeurve  R'^22  gelegte  cubischen  Flächen 
einander  noch  begegnen,  gehen  alle  durch  den  Punkt 
Fq  auf  ß'.,2-  Durch  ihn  geht  auch  auf  jeder  dieser 
Flächen    die  Gerade,   welche  R''.,^  ^^^  einmal  trifft. 

Es  sei  P  ein  beliebiger  Punkt  ausserhalb  R'j,'  alle  Flächen 
3,  Ordnung,  die  durch  {£•,  R'22)  gelegt  sind,  schneiden  in  die 
Gerade  V^  P  eine  cubische  Involution  ein,  oder  da  allen  Punkt- 
gruppen derselben  der  Punkt  F^  gemein  ist,  abgesehen  von  diesem 
Punkte  eine  quadratische  Involution,  zu  deren  einem  Punkten- 
paare mithin  auch  P  gehört.  Alle  durch  F^  P  gelegten  Ebenen 
treffen  aber  die  Curve  R'22  ausser  in  F^  noch  in  6  Punkten 
eines  Kegelschnitts  ^^,  und  jeder  dieser  Kegelschnitl-e  liegt  auf 
der  Fläche  ii^^.r  des  durch  {K^,  i?^^,)  gelegten  cubischen  ßnfchels, 
welcher  die  Gerade  I.t  zugehört,  die  durch  die  Ebene  aus  der 
Ebene  von  A'-  ausgeschnitten  wird.  Mithin  ist  die  obige  Invo- 
lution mit  der  durch  die  Kegelschnitte  ^.^  in  die  Gerade  F^  P 
eingeschnittenen  identisch,  also  durch  P  geht  auch  einer  von 
diesen  Kegelschnitten.     Folslich: 
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Von  den  doppelt  unendlich  vielen  Kegelschnitlen, 
auf  denen  in  den  durch  Fy  gehenden  Ebenen  die, 6 
ferneren  Scluiittpunk  te  miti?'^2  liegen,  geht  einer,  ^, 
durch  einen  beliebigen  Punkt  P. 

Also  eine  durch  die  Raumcurve  i?^22  ""^l  den  beliebigen 
Punkt  P  gelegte  cubische  Fläche  trifft  den  Kegelschnitt  ^  in 
7  Punkten.  Da  aber  eine  cubische  Curve  —  die,  welche  durch 
die  Ebene  von  '^  aus  der  cubischen  Fläche  ausgeschnitten  wird  — 
und  ein  Kegelschnitt  nur  6  Punkte  gemein  haben,  so  niuss  der 
Kegelschnitt  ^  ganz  auf  der  cubischen  Fläche  liegen. 

Mithin  gehen  alle  durch  den  Punkt  P  und  die  Curve 
i?^.,>  gelegten  Flächen  3.  Ordnung  durch  R^.,-!  '"i^'  ''^" 
sie  sechsmal  treffenden  Kegelschnitt  ^,  also  durch 
die  Grundcurve  eines  cubischen  Büschels,  woraus  folgt, 
dass  die  Curve  R'^.^^  die  Bedeutung  von  17  Punkten  für 
die  Bestimmung  einer  cubischen  Fläche  hat,  — 

Bei  der  Curve  R^^^  ©'•-''^t^  ^s  eine  Gerade  h,  welche  sie  vier- 
mal trifft.     Sie  bildet  mit  dieser  zusammen  eine  Curve  i?^2>- 

Demnach  hat  T?*"',]  für  die  Bestimmung  einer  cubi- 
sche n  F 1  ä  c  h  e  d  i  e  B  e  d  e  u  t  u  n  g  v  o  n  1 7  P  u  n  k  t  e  n.  Je  2  durch 
J^^'jj  und  natürlich  auch  durch  h  gehende  Flächen  3.  Ordnung 
durchschneiden  einander  noch  in  einem  Kegelschnitte  /f^,  der 
R^ix  sechsmal,  li  gar  nicht  trifft,  so  dass  die  ergänzende  Gerade 
Z.T  auf  allen  durch  (^^,4,  h,  K')  gelegten  cubischen  Flächen  h 
trifft,  da  i:^  nicht  h  trifft. 

Also  der  ausgezeichnete  Punkte  Fq  der  Curve  [R^\^,  h)  liegt 
auf  h.  Mithin  begegnet  auf  allen  durch  i^'y,  gehenden 
cubischen  Flächen  die  einzige  dieser  Curve  nicht  be- 
gegnende Gerade  der  derselben  viermal  begegnenden 
Geraden  in  demselben  Punkte.  Und  alle  durch  die- 
sen ausgezeichneten  Punkt  der  viermal  begegnenden 
Geraden  gelegten  Ebenen  treffen  i?'*,4  in  6  Punkten 
eines  Kegelschnitts.  — 

Die  Curve  JR^^g  wird  von  unendlich  vielen  Geraden  dreimal 
getroffen;  wir  führen  durch  i?'',,;  und  einen  beliebigen  Punkt  auf 
einer  solchen  Geraden  p  zwei  cubische  Flächen,  die  offenbar 
ausser  R^^^  noch  diese  Gerade  p  und  milhin  noch  einen  Kegel- 
schnitt K-  gemein  haben,  welcher  von /j  einmal,  von  R^^^.  fünf- 
mal getrolfen  wird.    Eine  dritte  durch  (iJ'^'ie,  p)  geführte  cubische 
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Hache  trifft  also  im  Allgemeinen  diesen  Kegelschnitt  in  6  Punk- 
ten; führt  man  sie  noch  durch  einen  siebenten  von  diesen  6  Punk- 
ten verschiedenen  Punkt  auf  K"^ ,  so  geht  sie  ganz  durch  A'-, 
folglich  ist  sie  jetzt  dem  Büschel  zugewiesen,  dessen  Grundcurve 
aus  -R^'ie.  P  und  K-  besteht.  Also  ausser  der  Bedingung,  dass 
sie  durch  i?^i6  %^^i  ^^aren  noch  2  Punkte  nothwendig,  um  dies 
zu  erreichen,  mithin  hat  die  Curve  B.^^^^  für  die  Bestim- 
ra.ung  einer  cubischen  Fläche  die  Bedeutung  von  16 
Punkten.  Daraus  ergiebt  sich,  dass  eine  cubische  Raum- 
curve  die  Bedeutung  von  10  Punkten  hat.  Denn  eine 
Curve  7? ^,6  und  eine  Curve  E^i^,  die  einander  achtmal  treffen, 
setzen  die  Grundcurve  eines  cubischen  Büschels  zusammen ;  durch 
diese  Grundcurve  eine  Fläche  3.  Ordnung  führen,  heisst  sie 
durch  18  Punkte  führen.  Führt  man  sie  durch  Ti^\^,  welche 
den  Werth  von  16  Punkten  hat,  so  führt  man  sie  durch 
8  Punkte  von  B."^^,  folglich  muss  man  sie  noch  durch  2  Punkte 
von  i?^4  führen,  damit  sich  18  ergeben;  mithin  heisst  eine  cubische 
Fläche  durch  eine  Curve  B.^i^  führen,  sie  durch  10  Punkte  führen. 

Die  ergänzende  Gerade  l^  zu  Z*  auf  allen  durch  (i?*^^,  p,  K"^) 
gelegten  Flächen  3.  Ordnung  F'^a:  trifft  [R^^^,  p)  einmal,  also  da 
K"^  von  p  getroffen  wird,  kann  Z^  nicht  p  treffen,  mithin  trifft 
sie  i?^j6  und  zwar  in  dem  ausgezeichneten  Punkte  F^  der  Curve 
[R^^Q,  p).  Aendert  man/),  so  wird  sich  auch  Ff,  auf  iJ^jg  ändern. 
Also  für  jede  die  Curve  R^^^  dreimal  treffende  Gerade 
p  giebt  es  auf  R^^^  einen  gewissen  Punkt  Vq  von  der 
Beschaffenheit,  dass  die  5  Punkte,  in  denen  jede 
durch  ihn  gelegte  Ebene  die  Curve  noch  trifft,  und 
der  Punkt,  in  welchem  sie  die  Gerade  p  schneidet, 
auf  einem  Kegelschnitte  liegen.   — 

Die  Curve  iJ^^g  bildet  mit  einer  sie  sechsmal  treffenden 
ebenen  cubischen  Curve  C^  die  Grundcurve  eines  cubischen  Flä- 
chenbüschels. Eine  cubische  Fläche  geht  durch  eine  ebene 
cubische  Curve  ganz,  wenn  sie  durch  9  beliebige  Punkte  der- 
selben geht;  da  nun  R^^^  mit  C^  schon  6  Punkte  gemein  hat,  so 
hat  demnach  iJ^jg  für  die  Bestimmung  einer  Fläche 
3.  Ordnung  die  Bedeutung  von  15  Punkten. 

Weil  durch  R^^^  eine  Fläche  2.  Ordnung  geht,  so  ist  der 
Satz  klar:  Jede  Ebene  schneidetiJ^^g  in  6  Punkten  eines 
Kegelschnitts;    natürlich    hegen  auch   die  6  Punkte,    welche 
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den  Curven  R*\^  und  C^  gemein  sind,  auf  demselben  Kegel- 
sclinitte.  — 

Bei  der  Curve  i?^g  giebt  es  eine  viermal  treffende  Gerade/". 
Jede  durch  i?^g  gelegte  cubischc  Fläcbe  gebt  auch  durch  /.  Je 
zwei  treffen  einander  noch  in  einer  cubischen  Raumcurve  R^^, 
welche  f  nicht  schneidet.  i?^g  und  /"  haben  zusammen  die  Bedeu- 
tung von  R^i^;  also  hatiJ^g  auch  schon  allein  dieBedeu- 
tung  von  16  Punkten.  Auch  hier  giebt  es  fiir  jede  die 
Curve  R^^  dreimal  treffende  Gerade  p  einen  Punkt  F„ 
auf  der  i?\  viermal  treffenden  Geraden  f  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  alle  durch  den  selben  gelegten  Ebe- 
nen die  Curve  i?\  und  die  Gerade  j^  ''^  ö  Punkten 
eines  Kegelschnitts  schneiden.  — 

Wir  gehen  zur  Betrachtung  der  Curve  R^^^)  über;  p.  sei  eine 
Gerade,  welche  ihr  dreimal  begegnet.  Zwei  durch  jR^,(,  und 
einen  vierten  Punkt  auf  p  geführte  cubischen  Flächen,  die  also 
ausser  R  ^,q  die  ganze  Gerade  p  enthalten,  durchdringen  einander 
noch  in  einer  cubischen  Raumcurve  R^^,  welche  von  p  einmal, 
von  i?^jQ  siebenmal  getroffen  wird.  i?^j,j  und  p  haben  mithin 
zusammen  die  Bedeutung  von  R''i,,,  also  i?^iQ  die  Bedeutung 
von  15  Punkten. 

Folglich  hat  R^^  die  Bedeutung  von  13  Punkten; 
denn  eine  Curve  R^^  und  eine  Curve  R\-,  welche  einander 
zehnmal  begegnen,  haben  zusannnen  die  Bedeulung  von  18  Punk- 
ten, also  weil  i?^j,j  die  von  15  hat,  so  ist,  wenn  x  die  Anzahl  von 
Punkten  ist,  denen  7?\  gleichwerthig  ist,  :  15  +  [x  —10)  =  18, 
also  X  =  13. 

Sind  p'  und  p"  zwei  nicht  durch  denselben  Punkt  von  R^^(^ 
gehende,  also  überhaupt  einander  nicht  treffende  Geraden,  welche 
R^i(i  dreimal  begegnen,  so  begegnen  zwei  durch  sie  und  R^^^^ 
gelegte  cubischen  Flächen  einander  noch  in  einem  Kegelschnitte, 
der  jeder  der  Geraden  p'  und  2^'  einmal,  der  Curve  R'^i^  vier- 
mal begegnet,  ü^io,  p\  p"  bilden  zusammen  eine  Curve  -R^22- 
Wir  erkennen  leicht  den  Satz: 

Für  jede  z  w  e i  G e r  a d  e  n  p'  p" ,  w e  1  c h  e  i? ^j^  d r  c i m a  1 , 
einander  nicht  treffen,  giebt  es  auf  R'^^q  einen  Punkt 
F„  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  4  übrigen  Schnitt- 
punkte jeder  beliebigen  durch  ihn  gelegten  Ebene 
mit  jR^jQ    und    die    beiden    mit   p'    und    p"    auf    einem 
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Kegel  sclinitte  K  liegen.  Jede  durch  R^^^^  und  einen  dieser 
Kegelschnitte  geführte  cuhische  Fläche  trifft  jede  der  Geraden  p' 
und  p"  viermal,  enthält  sie,  so  dass  dieselhen  allen  derartigen 
cubischen  Flächen  gemeinsam  sind  und  7?^i(,  und  K  zusammen 
die  Bedeutung  von  ^^.^o  haben.  — 

Es  sei  endlich  p  eine  die  Curve  iJ^jo  dreimal  treffende  Ge- 
rade, welche  auf  der  einzigen  durch  R'^^^_  gehenden  Fläche  2.  Ord- 
nung liegt.  Zwei  durch  R^y,  und  einen  vierten  Punkt  auf  p 
gelegte  cubischen  Flächen  hahen  p  gemein  und  durchschneiden 
einander  noch  in  einer  ebenen  cubischen  Curve  C'^,  so  dass  i?  Y.» 
und  p  zusammen  die  Bedeutung  der  Curve  R^\^,  also  von  15  Punk- 
ten haben,  mithin  Ä^jj  allein  die  von  14  Punkten  für  die 
Bestimmung  einer  cubischen  Fläche  hat.  Da  nun  R--^^ 
mit  einer  Curve  ä\,  der  sie  achtmal  begegnet,  die  Grundcurve 
eines  cubischen  Flächenbüschels  bildet,  so  erkennt  man  bald, 
dass  i2*g  die  Bedeutung  von  12  Punkten  hat. 

Jede  Ebene  trifft  die  Curve  iJ^j,  "^"^  eine  ihr  drei- 
mal begegnende  Gerade  in  6  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts. 

Wir  stellen  die  im  Vorhergehenden  gewonnenen  Resultate 
zusammen:  Für  die  Bestimmung  einer  cubischen  Fläche 
hat  eine  Gerade  die  Bedeutung  von  4  Punkten,  ein  Ke- 
gelschnitt von  7,  eine  ebene  cuhische  Curve  von  9, 
eine  doppeltgekrümmte  von  10,  eine  Curve  iJ^j,  von 
12,  eine  Curve  R^^  von  13,  R^^^  ^o"  ^^'  ^^o  ^^n  15, 
R%  von  16,  i?«i8  von  15,  R^^^  von  16,  R^^^  von  17,  iJ^j, 
von  18,  iZ'22  ^'on  17,  /^'jü'  ^ V  ^^36  ^o"  1^  Punkten. 

74.  Ein  Flächenbüschel  dritter  Ordnung  wird  von  jeder  be- 
liebigen Geraden  in  einer  Involution  3.  Ordnung  geschnitten;  d.  h. 
in  einem  System  von  Gruppen  von  je  3  Punkten,  die  so  zusam- 
mengehören, dass  durch  jeden  Punkt  einer  Gruppe  die  beiden 
andern  genau  bestimmt  sind.  Die  Involution  3.  Ordnung  hat 
mithin,  wenn  0  ein  beliebiger  Punkt  ihres  Trägers  und  x  die 
Entfernung  der  Punkte  einer  Gruppe  von  ihm  ist,  die  folgende 
metrische  Relation: 

x^  -\-  ax"^  ■\-  hx  ■\-  c  -\-  \  [x"^  -\-  a'  X'  -f  b'  x  -\-  c')  =  0, 
worin  «,  b,  c,  a',  b',  c'  constante  Grössen  sind,  A  für  jede  Gruppe 
einen  besondern  Werth  hat.    Jeder  Werth  von  A  liefert  3  Werthe 
von  X,  welche  die  Entfernungen  der  3  Punkte  der  Gruppe  geben. 
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der  dieser  Werlli  von  l  zugehört.  2  Gruppen  bestiinnien  bc- 
kanulliiii  die  Involution,  wie  ja  2  Flächen  eines  Büschels  das 
Büschel  bilden:  die  3  PuidUe  sind  stets  Punkte  derselben  Fläche 
des  Büschels,  das  die  Involution  hervorruft.  Die  beiden  Gruppen 
geben  6  Werthe  von  o:,  l'ür  jede  der  beiden  Gruppen  ninnnt 
man  ein  beliebiges  l  an.  AVerden  die  6  Werthe  von  x  einge- 
setzt, so  ergeben  sich  (5  Gleichungen,  welche  die  Werthe  von 
a  b  c  a  b'  c'  liefern.  Ein  beliebiger  Werth  «,  für  x  eingesetzt 
giebt  den  Werth  von  l  und  darauf  eine  eubische  Gleichung  die 
beiden  andern  Werthe  von  .r,  o;^,  und  a.y  Es  ist  natürlich,  dass, 
wenn  man  «j  oder  «^  statt  «^  für  x  eingesetzt  hätte,  man  das- 
selbe A  und  als  Werthe  von  x  a^  und  «3  oder  «^  und  a.^  erhal- 
len hätte.  Jeder  Punkt  einer  Gruppe  muss  unzweideutig  die 
andern  beiden  bestinnnen.  Jedes  l  gehört  einer  Gruppe  und 
also  einer  Fläche  des  Büschels  zu.  Für  eine  Fläche,  der  l  zu- 
gehört, seien  die  3  Schnittpunkte  mit  dem  Träger  der  Involution 
a,  b,  c,  so  sind  Oa,  Ob,  Oc  die  Wurzeln  der  obigen  Gleichung, 
also  nach  bekannten  algebraischen  Sätzen  ist: 

a  -\-  a'  k 


Oa  +  Ob  -\-  Oc  = 


Oa.Ob  +  Oa.Oc  +  Ob.Oc  = 
Oa.Ob.Oc  = 


1  +  A 

b-\-b'X 


1  +  A 

c  -\-  c'A 


1  +  A    ■ 

Die  quadratische  Polarfläche  des  Punktes  0  in  Bezug  auf 
die  Fläche  F'-^x  wird  von  der  Geraden,  auf  der  unsere  Involution 
liegt,  in  2  Punkten  0'  getrofl^en,  deren  Entfernung  von  0,  0  0', 
angegeben  wird  durch  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung: 
od'-  {Oa  +  Ob  -{-  Oc)  -  2  00'  {Oa.Ob  +  Oa.Oc  +  Ob.  Oc] 

+  3  Oa.Ob.Oc  — 0, 
das  giebt  in  Folge  der  obigen  Gleichungen : 

oder  wenn  wir  0  0'  x=y  setzen: 

a?/2  _j_  2  fty  +  3  c  +  A  {arß  +  2  6'?/  +  3  c')  =  0. 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  beiden  y  oder  0  0' ,  die  dem- 
selben A  angehören ,  ein  Punktenpaar  einer  Involution  zweiter 
Ordnung  bilden. 

Mithin    schneidet    die   Gerade    und    so    jede    durch    0 
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gehende  Gerade  die  quadratischen  Polarflächcn  des 
Punktes  0  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  cuhischen 
Büschels  in  einer  Involution  zweiter  Ordnung.  Nun 
liegt  es  im  Wesen  einer  Involution  zweiter  Ordnung  (wie  auch 
jeder  andern),  dass,  wenn  2  verschiedene  Punktgruppen  einen 
Punkt  gemein  haben,  ihn  dann  alle  Punktgruppen  auch  haben. 
Das  kann  auch  leicht  aus  der  Belation  entnommen  werden;  für 
zwei  A  :  A',  l"  genüge  derselbe  Werlh  y^  der  Relation,  also 
«t/,2  +  2  6^0  +  3  c  +  A'  («'y,2  4-  2  6Vo  +  3c')=0 
und 

ay,''  +  2  6?/o  +  3  c  -f-  A"  {a  y^  +  2  b' y,  +  3  c')  =  0; 

da  ist  nothwendig,  dass  sowohl 

«Z/o^  +  2  6?/o  +  3  c  =  0, 
als  auch 

«Vo^  ^  2  h'y^  +  3c'  =  0, 

dann  ist  aber  auch 

«2/o'  +  2  &y„  +  3  c  +  A  («'V  +  2  b'y,  +  3  c')  =  0, 
mag  A  einen  Werth  haben,  welchen  es  will.  Es  seien  nun  S' 
und  S"  die  quadratischen  Polarflächen  des  Punktes  0  in  Bezug 
auf  2  Flächen  F'  und  F"  des  cuhischen  Büschels  und  /  eine  von 
0  ausgehende  Gerade,  welche  die  Durchschnittscurve  [S',  S") 
IrilTt;  so  haben  die  beiden  von  S'  und  S"  herrührenden  Punk- 
tenpaare der  Involution,  in  welcher  /  das  System  der  quadra- 
tischen Polarflächen  des  Punktes  0  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
des  Büschels  durchschneidet,  einen  Punkt  gemein,  den,  in  welchem 
[S'y  S")  von  l  getroffen  wird.  Also  müssen  auch  alle  andern 
Punktenpaare  der  Involution  ihn  als  Punkt  haben;  d.  h.  auch 
die  quadratischen  Polarflächen  von  0  in  Bezug  auf  alle  übrigen 
Flächen  des  Büschels  gehen  durch  diesen  Punkt,  Aehnlich  wird 
dies  für  jeden  andern  Punkt  der  Schnittcurve  (S',  S")  bewiesen. 
Wir  haben  mithin  das  allgemeine  Resultat:  Wird  ein  einfach  un- 
endliches System  von  Flächen  derselben  Ordnung  durch  alle  von 
demselben  Punkte  ausgehenden  Strahlen  in  Involutionen  geschnit- 
ten, so  gehen  die  Flächen  alle  durch  dieselbe  Curve,  bilden  ein 
Büschel.  Für  unsern  Fall  lautet  dies  Resultat:  Die  quadra- 
tischen Polarflächen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  3.  Ordn  ung  bilden  ein  Büschel 
2.   Ordnung.     Die  Grundcurve   desselben  heisse    die    conju- 
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girte  Polarcurve   des   Punktes  in  Bezug  auf  das  cubi- 
sche  Büschel. 

Die  Polarebene  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine  cubische 
Fläche  ist  auch  Polarebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  quadra- 
tische Polarfläche  des  Punktes.  Dcnuiach  bilden  auch  die 
Polarebenen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  cu bischen  Büschels  ein  Ebenenbüschel.  Dessen 
Axe  heisst  die  conjugirte  Polargerade  des  Punktes  in 
Bezug  auf  das  cubische  Büschel. 

Sowohl  das  Büschel  der  quadratischen  Polar- 
llächen,  als  auch  das  Büschel  der  Polarebenen  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen  eines  cu  bischen 
Büschels  ist  dem  cubischcn  Büschel  pr ojectivisch. 

75.  Es  ist  nicht  schwer  einzusehen,  dass  sowohl  die  conju- 
girten  l*olarcurven  der  Punkte  einer  Geraden  L  in 
Bezug  auf  ein  cubisches  Flächenbüschel,  als  auch  die 
Polarcurven  der  Geraden  i  in  Bezug  auf  die  einzelnen 
Flächen  des  Büschels  auf  derselben  Fläche  4.  Ord- 
nung liegen,  der  der  Geraden  in  Bezug  auf  das  cu- 
bische Büschel  zugeordneten  Polarfläche  4.  Ordnung,- 
die  wir  uns  auf  zweierlei  Weise  durch  die  Durchschnitte  der  ent- 
sprechenden Flächen  zweier  projectivischen  Flächenbüschel  er- 
zeugt denken.  Bei  der  einen  Weise  sind  die  Büschel  der  quadra- 
tischen Polarflächen  aller  Punkte  der  Geraden  L  in  Bezug  auf  2 
beliebige  Flächen  des  cubischcn  Büschels,  bei  der  andern  Weise 
die  Büschel  der  quadratischen  Polarflächen  zweier  beliebigen  Punkte 
auf  L  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  cubischcn  Büschels  die  er- 
zeugenden Büschel. 

Auf  dieser  Fläche  4.  Ordnung  giebt  es  also  2  Systeme 
von  Raumcurven  4.  Ordnung  (Grundcurven  von  Flä- 
chenbüscheln 2.  Ordnung).  Je  eine  des  einen  Systems, 
die  conjugirte  Polarcurve  des  Punktes  a  auf  L  in  Bezug  auf  das 
cubische  Büschel,  und  eine  des  andern,  die  Polarcurve  der 
Geraden  L  in  Bezug  auf  die  Fläche  B  des  cubischcn  Büschels, 
liegen  auf  derselben  Fläche  2.  Ordnung,  der  quadra- 
tischen Polarfläche  des  Punktes  a  in  Bezug  auf  B.  Beide  Cur - 
ven  begegnen  einander  mithin  in  8  Punkten.  Es  seien 
a,,  a.^,  03  drei  in  einen  Punkt  V  zusammenstossende,  jedoch  nicht 
in  derselben  Ebene  liegende  Geraden.    Für  jede  von  ihnen  werde 
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in  Bezug  auf  das  vorliegende  cubisclic  Flächenbüscliol  B"^  die  eben 
gcscliilderte  Fläcbe  4.  Ordnung  construirl:  P/,  Po'*?  ^a^-  ^"^ 
allen  dreien  liegt  offenbar  die  conjugirte  Polarcurve  L^  des  Punk- 
tes V  in  Bezug  auf  B"^.  Die  fernere  Sebnittcurve  12.  Ordniuig 
iV(i2)^"^  der  beiden  Fläclien  Pj*  und  P^*  ^^utbält  ersicbllicb  alle 
die  Gruppen  von  8  Punkten,  in  denen  die  quadratiscbcn  Polai- 
fläcben  eines  Punktes  «j  auf  «j,  eines  Punktes  «2  ^^^  ^^2  "'"' 
eines  ferneren  beliebigen  Punktes  v  der  Ebene  («j  a.^  in  Bezug 
auf  jede  Fläcbe  des  Büscbels  P -*  einander  begegnen,  d.  b.  die 
Gruppen  der  8  Pole  der  Ebene  («j  0.,)  in  Bezug  auf  die  ein- 
zelnen Fläcben  des  Büscbels  B'\  Ebenso  entbält  die  Curve 
12.  Ordnung  N(^.v)'^'^,  in  der  P^^  und  PJ  ausser  in  L^  einander 
begegnen,  die  Gruppen  der  8  Pole  der  Ebene  [a^  a.^  in  Bezug 
auf  die  einzelnen  Fläcben  von  B^.  Die  genieinscbaftücben  Punkte 
von  ^(12)^*  i"id  ^(y>,-)'^  sind  offenbar  Punkte,  welcbe  sovvobl  Pole 
von  («1  «2)»  •''s  ^'*^'^  ("1  "a)  i'^  Bezug  auf  dieselbe  Fläcbe  von 
P''  sind;  in  Bezug  auf  dieselbe  Fläche  desbalb,  \veil  ein  solcber 
Punkt  auf  P^^  Hegt  und  durcb  ihn  nur  ein(;  auf  dieser  Fläcbe 
liegende  Polarcurve  der  Geraden  «j  in  Bezug  auf  eine  gewisse 
Fläcbe  des  Büscbels  B'^  gebt. 

Ein  Punkt  aber  kann  nur  Pol  von  zweien  —  und  dann  aucb 
von  niebreren  —  Ebenen  in  Bezug  auf  eine  cubiscbe  Fläcbe  sein, 
wenn  er  Knotenpunkt  dieser  Fläcbe  ist. 

Mithin  so  viel  Begegnungspunkte  die  Curven  iVd,/^  und  iV^g)'^ 
haben,  so  viel  Knotenpunkte  finden  sich  bei  den  Flächen  des 
Büschels. 

Zuerst  ist  zu  untersuchen,  in  wie  viel  Punkten  L^  und  N(x2)^', 
die  beide  auf  P^^  liegen,  einander  treffen.  Wir  legen  durch  L^, 
die  conjugirte  Polarcurve  des  Punktes  V  in  Bezug  auf  das  Büschel 
B'^,  eine  Fläche  P^.r,  welche  die  quadratische  Polarfläcbe  von  V 
in  Bezug  auf  eine  gewisse  Fläche  F"^^  des  Büscbels  B^  ist;  diese 
schneidet  aus  der  Fläche  Pj^  noch  eine  Raumcurve  4.  Ordnung 
M^x,  nämlich  die  Polarcurve  dei-  Geraden  «j  in  Bezug  auf  F'^a:- 
M^a:  und  L^  begegnen  einander,  wie  oben  gesagt,  in  8  Punkten. 
Die  Fläche  Pj*,  welche  durch  X^  geht,  trifft  M^x  im  Ganzen  in 
16  Punkten;  acht  von  diesen  sind  die  8  Punkte  der  Curve  M^a:, 
die  auf  L^  liegen;  es  Hegen  also  8  ausserhalb  i^  ersichtlich  auf 
iV(j2/^.  Diese  Curve  iV(j2)^^  schneidet  P-^  in  24  Punkten,  die 
sich,  da  iV(,2)^'  auf  P^^  liegt,   auf  die  Curven  L^   und  M*^  ver- 
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tlieilen,  welche  ja  den  Schnitt  von  P^^  und  P'-^c  ausmachen.  Auf 
iüf^j;  liegen  8  Punkte  von  iVdo)^*,  mithin  aufi*  IG  Punkte.  Also 
in  16  Punkten  hegcgnen  L*  und  iVd.^j'^  einander. 

Wir  wollten  nun  wissen,  in  wie  vielen  Punkten  iV(,.,)^*  und 
iV(j3)^^  einander  treffen;  das  werden,  da  N^^)^'^  mit  L^  den  Schnitt 
von  Pj^  und  P./  bildet,  die  Punkte  sein,  in  denen  P-^^  die  Curve 
N(i2)^'',  die  auf  P^^  liegt,  schneidet  und  welche  nicht  auf  Z' 
liegen.  P.^^  schneidet  iV^j)'^  im  Ganzen  in  48  Punkten;  da  aber 
Pg^  durch  L^  geht,  so  werden  zu  diesen  auch  sämmtlichc 
16  i'unkte  von  N^o)^-,  die  auf  L*  liegen,  gehören.  Mithin  bleiben 
32  Punkte,  in  denen  P.^*  die  Curve  N^^,)^-  schneidet  und  welche 
nicht  auf  L^  liegen.  Also  Ad-,,)'*  und  iVdg)^^  begegnen  einander 
in  32  Punkten. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  in  einem  Flächen- 
büschel 3.  Ordnung  32  Knotenpunkte  vorkommen.*)  Im 
Allgeuieincn  werden  sich  diese  Knotenpunkte  auf  32  Flächen  des 
Büschels  vertheilen.  32  Flächen  also  eines  cubischen  Flä- 
chenbüschels sind  mit  einem  Knotenpunkte   behaftet. 


*)  Man  sehe  auch  Salmon-Fiedler's  analyt.  Geometrie  des  Raumes, 
Band  II  Seite  16). 
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Einleitende  Sätze  aus  der  Theorie  der  imaginären 
geometrischen  Gebilde. 

70.  Es  ist  ein  bekanntes  Phänomen  der  Geometrie,  dass  bei 
gewissen  Figuren  gewisse  Gebilde  vorbanden  sind,  welcbe  man 
nacb  dem  Principe  der  Conlinuität  bei  allen  Figuren  derselben 
Art  erwarten  müsste,  und  docb  bemerkt  man  sie  bei  andern 
gleicbartigen  Figuren  mit  derselben  Allgemeinheit  nicht  mehr.  Es 
liegt  der  Betrachtung  ein  Kegelsclmilt  und  eine  Gerade  vor:  es 
sind  zwei  Schnittpunkte  in  der  Thal  vorhanden.  Wir  betrachten 
einen  andern  Kegelschnitt  und  eine  andere  Gerade:  beiden  Ge- 
bilden gemeinschaftliche  Punkte  sind  nicht  zu  bemerken.  Eine 
Fläche  2.  Ordnung  und  eine  Gerade  sind  gegeben:  man  kann 
zwei  durch  die  Gerade  gehende  Ebenen  nachweisen,  welche  die 
Fläche  berühren.  Die  Fläche  werde  mit  einer  andern  FläclK' 
2.  Ordnung,  die  Gerade  mit  einer  andern  vertauscht:  es  ist  nun 
nicht  mehr  möglich,  zwei  solche  ßerührimgsebenen  aufzufinden. 
In  jenem  Falle  vorhanden,  haben  sie  in  diesem  aufgehört  zu 
existiren. 

Man  sagt  nun  nicht:  Von  der  Geraden  lassen  sich  an  die 
Fläche  gar  keine  Berührungsebenen  legen,  sondern:  Die  beiden 
Berühruhgsebenen,  welche  sich  legen  lassen,  siniL imaginär  ge- 
worden,   es    lassen  sich  zwei  imaginäre  Eerührungsebenen  legen. 

Diese  imaginären  Gebilde,  obgleich  sie  gar  nicht  existiren, 
behält  man  deshalb  bei,  weil  sonst  der  Wortlaut  der  meisten 
geometrischen  Sätze  ein  sehr  schleppender  sein  w^ürde,  weil  sie 
gerade  den  Unterschied  von  Gebilden  derselben  Art  erst  recht 
deutlich  zeigen  und  Eigenschaften,  welche  an  den  Figuren,  an 
denen  die  betreffenden  Gebilde  wirklich  vorhanden  (reell)  sind, 
mit  Hilfe  derselben  bewiesen  werden,  sehr  häufig  an  Figuren 
derselben    Art,    an    denen   jene  Gebilde    ihre   Existenz   verloren 
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haben,  auch  noch  gelten,  so  dass  man  gc^vissermassen  (Ue  frag- 
lichen Gebilde  aucli  an  diesen  Figuren  als  Ililfsmitlel  sicii  vor- 
stellt, welche  zum  Beweise  und  zur  Einsicht  gewisser  Eigen- 
schaften nothwcndig  sind.  E.'<  werden  so  imaginäre  Punkte, 
Geraden,  Curven,  Ebenen,  Flächen  in  die  Betrachtung  mit  auf- 
genommen, aus  ihnen  wieder  imaginäre  Gebilde  construirt,  und 
auf  diese  Weise  entsteht  die  eigcntbümliche  Geometrie  imaginärer 
Gebilde. 

77.  Wie  ich  in  der  Vorrede  auseinander  gesetzt,  soll  in 
diesem  Kapitel  das  für  die  imaginären  Untersuchungen  über  die 
Flächen  dritter  Ordnung  uölhige  synthetische  Fundament  auf  zwei 
der  analytischen  Geometrie  entnommenen  Sätzen  als  Grundstein 
aufgeführt  werden.  Diese  beiden  Fundamentalsätze,  die  mir  als 
Ausgangspunkte  dienen  sollen,  sind  folgende; 

1)  Drei  Flächen  w'",  fi^"'  und  /^'""  Ordnung  schnei- 
den sich  in  m  ?i  p  Punkten. 

Nimmt  man  zur  dritten  Fläche  eine  Ebene,  so  erhält  man 
als  speciellen  Fall: 

Zwei  ebene  Curven  w"''  und  ?i^"'  Ordnung  in  der- 
selben Ebene  haben  in?i  Punkte  gemein. 

Herr  Cremona  nimmt,  um  diesen  letzteren  Satz  rein  geo- 
metrisch zu  beweisen,  als  ein  selbstverständliches  Axiom  an*), 
dass  die  Anzahl  der  Durchschnittspunkte  zweier  Curven  nur  von 
deren  Ordnungen  abhänge.  Ich  kaini  mich  nicht  entschliessen. 
das  als  ein  Axiom  anzunehmen,  und  bin  von  der  Bichtigkeit  des 
Satzes  überzeugt,  weil  ihn  die  Analysis  beweist. 

2)  Jede  imaginäre  Ebene  besitzt  eine  reelle  (i  er  ade. 
Die    Wahrheit    dieses    Satzes    erliellt    unmittelbar    aus    der 

Eigenthümiichkeit  der  analytischen  Gleichung  jeder  imaginären 
Ebene,  dass  sie  auf  die  Form 

?<  -f-  vi  =  0 
gebracht   werden   kann,    worin  u  =  0  und  r=0  die  Gleichungen 
reeller  Ebenen   sind.     Da  ist  klar,    dass  sie  die  reelle  Schnittge- 
rade der  beiden  Ebenen  u=0  und  v=0  enthält. 

Ausserhalb  dieser  Geraden  aber  kann  ersichtlich  die  imagi- 
näre Ebene  kein  reelles  Ge])ilde  mehr  enthalten,  weil  sie  dann 
reell  würde. 


*)  Introduzione  Nr.  S2. 
Stmin,   Flächen  3.  Oixtnung:.  l^Q 
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Eine  imaginäre  Gerade  auf  einer  reellen  Ebene  kann  als 
der  Schnitt  dieser  mit  einer  imaginären  Ebene  aufgefasst  werden, 
also  liegt  auf  ihr  der  reelle  Punkt,  in  dem  die  reelle  Gerade 
der  imaginären  Ebene  die  reelle  Ebene  trifft.     iMilbin: 

I.  Jede  imaginäre  G  era  de  einer  reellen  Ebcire  hat 
einen  reellen  Punkt. 

Solche  imaginären  Geraden,  welche  einen  reellen  Punkt  haben, 
nenne   ich    wie  Herr  F.  August*)   punktirtc   Geraden.     Also: 

I  a)  Jede  i  lu  a  g  i  n  ä  r  e  Gerade  einer  reelle  n  E  heue 
ist  punktirt. 

Es  gieht  demnach  in  einer  rficllen  Ebene  nur  reelle 
und  pu  nktirte  Geraden.  Hie  Schnittgerade  einer  reellen  und 
einer  imaginären  Ebene  ist  punktirt  und  kann  im  speciellen  Falle 
auch  reell  sein.  Dagegen  zwei  imaginäre  Ebeiien  schneiden  sich 
im  Allgemeinen  in  einer  rein  iniagin.Tren  Geraden  —  solche  sollen, 
wie  bei  Herrn  August,  schlechthin  imaginäre  Geraden 
heissen  — ,  im  speciellen  Falle,  wenn  die  reellen  Geraden  dei 
beiden  Ebenen  einander  treffen,  in  einer  j»unktirten,  und  wenn 
sie  gar  zusammenfallen,  in  einer  reellen  Geraden. 

Ohne  weiteren  Beweis  ist  klar,  dass  das  polare  Gebilde 
eines  reellen  Gebildes  in  Bezug  auf  eine  reelle  Fläche  2.  (hdnung 
reell,  und  das  eines  imaginären  in  Bezug  auf  dieselbe  imaginär 
ist.     Demnach  crgiebt  sich  der  polare  Satz  von  2): 

H.  Durch  jeden  imaginären  Punk  t  geht  eine  reelle 
Gerade. 

Da  durch  diese  Gerade  unendlich  viele  reellen  Ebenen  gehen, 
so  leuchtet  ein,  dass  es  nicht  imaginäre  Punkte  giebf, 
die  nicht  in  einer  reellen  Ebene  liegen.  Und  hetrachtet 
man  einen  imaginären  Punkt,  der  sich  in  einer  gewissen  reellen 
Ebene  befindet,  so  ist  nothw endig,  dass  die  einzige  reelle  Gerade, 
welche  durch  ihn  geht,  auch  in  derselben  liege. 

Der  polare  Salz  zu  I.  ist: 

HI.  Durch  eine  imaginäre  Gerade  mit  einem  reel- 
len Punkte,  also  durch  eine  p  u  n  k  t  i  r  t  e  Gerade  geht 
stets  eine  reelle  Ebene. 

In    dieser    liegen    n o t h  ^^  e n d  i  ij    auch    die    reellen 


*).  Disqiiisitiones   de    superficiebus   tertii    ordinis.      Dissert.    inaug. 
Berolini   ISOä,  pag.  18. 
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(i  e  r  a  (1  e  n ,  aa  e  J  c  li  e  von  s  ;i  in  m  1 1  i  c  li  e  n  i ni  a  g  i  n  ä  r  c  n  P u  n  k  - 
teil  der  pnnlUirten  Geraden  ansgehcn, 

78.  Es  sei  gegel)en  ein  reeller  Kegelschnitt  K,  nnd  7?,-  B' , 
rt,  b,  c  seien  fünf  reelle  Pnnkte  auf  ilim.  Lassen  Avir  den  drei  reellen 
Strahlen  Ba,  Bh,  Bc  des  Büschels  um  B  die  drei  reellen  Strahlen 
B' u,  B'b,  B' c  des  Büschels  um  B'  entsprechen,  so  entspricht, 
wie  aus  der  Lehre  von  der  I^rojectivität  hekannt  ist,  jedem  reellen 
Strahl  von  B  ein  reeller  Strahl  von  B'  und  umgekehrt.  Die 
Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  liegen  alle  auf  K,  und  da 
zwei  reelle  ficraden  sich  in  einem  reellen  Punkte  hegegnen,  so 
wird  demnach  jeder  reelle  durch  B  oder  B'  gehende  Strahl  den 
Kegelschnitt  noch  einmal  reell  treffen.  Also  jede  durch  einen 
reellen  Punkt  eines  reellen  Kegelschnitts  gehende 
reelle  Gerade  h e g e g n c t  ihm  noch  in  e i n e lu  zweiten 
reellen  Punkte.  Mithin  trifft  jede  reelle  Gerade  einen 
reellen  Kegelschnitt  entweder  in  zwei  i-eellen  oder 
in  zwei  imaginären  Punkten. 

Oder  lassen  wir,  um  allgemeiner  zu  sein,  diese  Gerade  nicht 
jiist  durch  einen  der  Grundpunkte  derStrahlhüschel  B  und  B'  gehen, 
diu'ch  welche  wir  ims  den  Kegelschnitt  erzeugt  denken,  so  sind 
die  heiden  Punkte,  in  denen  sie  den  Kegelschnitt  trifft,  die  heiden, 
in  welche  je  zwei  entsprechende  Punkte  der  heiden  reellen  pro- 
jectivischen  Punktreihen  zusammenfallen,  die  auf  der  Geraden 
durch  die  Büschel  B  und  B'  hervorgerufen  werden  und  in  denen, 
wie  in  diesen  Büscheln,  sich  nur  reelle  und  nur  imaginäre  Ele- 
mente entsprechen.  \n  zwei  solchen  Punktreihen  sind  die  heiden 
Coincidenzpunkte  entsprechender  Punkte  nach  Stelner*)  entweder 
heide  reell  oder  heide  imaginär;  ihre  Lage  hängt  von  den  Wur- 
zeln einer  reellen  quadratischen  Gleichung  ah,  die  ja  entweder 
beide  reell  oder  beide  imaginär  sind. 

Die  beiden  reellen  Wurzeln  einer  reellen  quadratischen  Glei- 
chung können  gleich  sein,  niemals  aber  die  beiden  imaginären. 
Gleichheit  der  Wurzeln  bildet  ja  auch  den  Uebcrgangsfall  von 
den  reellen  zu  den  imaginären. 

Also: 

Ein  reeller  Kegelschnitt  wird  von  einer  reellen 
Geraden    entweder   in    zwei   reellen  oder  in  zwei  ima- 


*)  System.  Entwickelung  u.  s.  w.     Nr.  16. 


16' 
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g  i II  ä r  e n  P n  n  k  t e n  g e s  c h n  i 1 1 e  n.  D  c n  U c b  e r g a  n  g  z  w  i s c h  eii 
diesen  beiden  allgemeinen  Fällen  bildet  der,  in  wel- 
cbem  der  Kegelsclinilt  in  zwei  znsamniengefallenen 
reellen  Punkten  getroffen,  also  in  einem  reellen 
Punkte  bernbrt  wird. 

Fallen  die  beiden  Schnittpunkte  eines  reellen 
Kegelschnitts  und  einer  reellen  Geraden  zusammen, 
so  fallen  sie  in  einen  reellen  Punkt  zusammen.  Kine 
reelle  Gerade  kann  einen  reellen  Kegelsclinilt  nur  in 
einem  reellen  Punkte  berühren. 

Es  folgt  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar,  dass  eine 
reelle  Fläche  2.  Ordnung  von  einer  reellen  Geraden 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären  Punkten  ge- 
troffen, im  üehergangsfalle  in  einem  reellen  Punkte 
berührt  wird. 

79.  Lässt  man  drei  reellen  Punkten  einer  Punktreihe  drei 
reelle  einer  andern  entsprechen,  so  enlspreehen  nur  reelle  und 
nur  imaginäre  Punkte  der  beiden  Reihen  einander.  Den  3  reellen 
Punkten  aha  einer  (reellen)  Geraden  entsprechen  die  3  reellen 
Punkte  a'  h'  a  derselben  (Geraden,  so  entspricht  dem  reellen 
Punkte  X  ein  reeller  Punkt  x'.  Man  erkennt  leicht,  dass  xx' 
ein  Punktenpaar  der  durch  die  beiden  reellen  Puuktenpaare  a a\ 
bb'  bestimmten  Involution  ist,  die  gemäss  dieser  Bestimmung 
reell  ist. 

Also  in  einer  durch  zwei  reelle  P u  n  k  t e n  p a  a  r  e  be- 
stimmten Involution  sind  die  Punkte  jedes  ^a  e  i  t  e  r  e  n 
Paars  entweder  beide  reell  oder  beide  imaginär. 

K'  und  K"  seien  zwei  reelle  Kegelschnitte  derselben  Ebene. 
Sie  durchschneiden  einander  nach  Salz  1)  (Nr.  77)  in  4  Punkten. 
Verbindet  man  einen  reellen  Punkt  von  A"  mit  einem  von  K", 
so  erhält  man  eine  Gerade,  die  beide  Kegelschnitte  reell  (d.  h.  in 
zwei  reellen  Punkten)  trifft.  Es  ist  sicher,  dass  sich  von  jedem 
reellen  Punkte  einer  solchen  Geraden  noch  unzählig  viele  andern 
reellen  Geraden  ziehen  lassen,  welche  beide  Kegelschnitfe  reell 
treffen.  Es  sei  nun  0  ein  solcher  Punkt;  man  suche  auf  allen 
durch  ihn  gehenden  reellen  und  imaginären  Geraden  den  Pimkt 
0',  welcher  0  in  der  Involution  zugeordnet  ist,  die  durch  die 
beiden  Schnittpunktenpaare  der  Geraden  mit  den  Kegelschnitten 
constituirl    wird.      Reell  wird  dieser  Punkt   gewiss  sein  auf  den- 
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jenigen  Geration,  \velclie  A' unil  A"  reell  IreJl'en,  denn  dann  ist 
die  Involution  durch  zwei  reelle  I'uidvtenpaare  heslinnnl,  mithin 
reell,  uud  jedenj  reellen  Punkte  einer  reellen  Involution  ist  ein 
reeller  Punkt  zugeordnet.  Also  der  Ort  der  Punkte  0'  enthält 
unziddii;  viele  reellen  Punkte,  mithin  ist  er  reell.  Dieser  Ort 
geht  durch  die  4  Schnittpunkte  von  K'  und  K".  Denn  eine  Ge- 
rade, welche  von  0  nach  einem  dieser  Schnittpunkte  geht,  triflt 
K'  und  K"  in  Puiiktenpaaren,  die  einen  Puidit  gemein  haben; 
haben  aber  in  einer  Involution  zwei  Punktenpaare  einen 'Punkt 
gemein,  so  haben  ihn  alle,  also  auch  das  Punktenpaar  0  0'; 
mithin  fällt  0'  auf  einer  solchen  Geraden  in  den  Schnittpunkt. 
0  liegt  auch  auf  der  Curve;  denn  es  seien  p'  nnd  p"  die  (natür- 
lich reellen)  Polaren  von  0  in  Bezug  auf  A'  und  K",  so  sind  die 
Punkte  0  und  (//,  p")  harmonisch  zugeordnet  zu  den  Schnittpunk- 
ten ihrer  Verbindungsgeraden  sowohl  mit  K',  als  mit  K" ,  folg- 
lich die  sich  selbst  zugeordneten  I'unkte  in  der  darch  diese 
beiden  Schnitl[)uukten|)aare  constituirlen  iuvolution,  mithin  fällt 
auf  dieser  Geraden  0'  in  den  PuidU  0,  d.  h.  0  liegt  auf  dem 
Orte  der  Punkte  0  und  die  Gerade  berülnt  diesen  in  ihr.  Von 
jedem  durch  0  gehenden  Strahl  wird  demnach  dieser  Ort  in  0 
uud  dem  Punkte  0'  getroifen,  der  Ort  ist  folglich  ein  Kegel- 
schnitt.    Also: 

Durch  jeden  reellen  Punkt  einer  reellen  Geraden,  welche 
die  beiden  Ivegelschnilte  A''  und  K"  reell  trill't,  geht  ein  reeller 
Kegelschnitt,  welcher  auch  die  4  Schnittpunkte  von  K'  und  K" 
enthält. 

Ks  sei  L  eine  Gerade,  die  nicht  beide  Kegelschnitte  reell 
triflt,  6'j  und  (/.,  aber  zwei  Gerade,  welche  reell  treffen,  so 
gehen  durch  die  Punkte  [G^,  L)  nnd  (6',,,  L)  nach  dem  eben  Be- 
wiesenen reelle  Kegelschnitte  S'  und  S",  welche  die  4  Schnitl- 
puidUe  von  K'  und  K"  enthalten,  deren  Schnittpunkte  selbst  also 
diese  4  sind.  L  triflt  jeden  dieser  beiden  Kegelschnitte  einmal 
leell,  also  auch  das  zweite  Mal.  Folglich  geht  durch  jeden  reellen 
Punkt  von  L  ein  reeller  Kegelschnitt,  der  die  4  Schnittpunkte 
von  .S'  und  S",  d.  s.  aber  die  4  Schnittpunkte  von  K'  und  A", 
enthält.     Also  haben  wir  den  allgemeinen  Satz: 

Durch  jeden  reellen  Punkt  in  der  Ebene  zweier 
reellen  Kegelschnitte  geht  ein  reeller  Kegelschnitt, 
auf  dem  sich  die  4  Schnittp  unkte  dieser  beiden  Kegel- 
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sclinilte    befinden,    mögen    diese    reell    oder    imaginär 
oder  I)  ei  des  gemischt  sein. 

Man  erkennt  wohl  leicht,  dass  die  im  Vorhergehenden  be- 
schriebene Construction  des  Kegelschnitts,  der  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  geht  und  zu  dem  Llüschel  gehört,  das  durch 
zwei  gegebene  Kegelschnitte  consliUilrt  wird,  die  allein  in  allen 
Fällen  anwendbare  ist,  weil  man  liei  ihr  gar  nicht  darauf  lUick- 
sicht  zu  nehmen  braucht,  wie  die  Schnittpunkte  der  l)eiden 
gegebenen  Kegelschnitte  siiul.  Fiat  der  Punkt,  durch  welchen 
der  Kegelschnitt  des  Düschels  zu  legen  ist,  in  IJezug  auf  die 
beiden  Kegelschnitte,  welche  zur  (Constitution  des  Büschels  ge- 
geben sind,  eine  ungünstige  Lage,  indem  sich  von  ihm  nicht 
diese  Kegelschnitte  reell  treffende  Geraden  ziehen  lassen,  so  wird 
man  erst  Kegelschnitte  für  andere  günstiger  gelegene  Punkte  con- 
stiuiren  (es  genügt  offenbar,  für  jeden  dieser  Kegelschnitte  ausser 
dem  gegebenen  Punkt  noch  4  reelle  Punkte  zu  bestimmen,  weil 
er  ja  dann  vollständig  reell  bestimmt  ist)  und  wird  unter  diesen 
gewiss  Kegelschnitte  erhalten,  für  welche  der  Punkt  eine  gün- 
stigere Lage  hat.  Zwei  von  ihnen  substituirt  man  an  Stelle  der 
gegebenen. 

Von  dem  oben  gefundenen  Satze  ist  aber  eine  Ausnahme 
möglich.  Es  kann  ja  der  durch  0  und  die  4  Schnittpunkte  zu 
legende  Kegelschnitt  eins  der  Geradenpaare  des  Büschels  und  der 
Punkt  0  sein  Mittelpunkt  sein.  Dann  beweist  die  in  der  obigen 
Art  ausgeführte  Auseinandersetzung  durchaus  nicht  die  Realität 
des  Geradenpaars,  sondern,  da  jede  von  0  ausgehende  Gei'ade  das 
Paar  stets  noch  in  einem  mit  0  zusanniicnfallenden  Punkte  trifft, 
wird  auf  die  obige  Weise  immerfort  nur  die  Realität  von  0  be- 
wiesen, von  den  andern  Punkten  des  Geradenpaars  gar  nichts. 
Dagegen  muss  wohl  das  Geradenpaar  reell  sein,  wenn  0  nicht 
Mittelpunkt  ist.     Also: 

Wenn  ein  durch  die  4  S c h n i 1 1 p u n k t e  zweier  reel- 
len Kegelschnitte  gelegtes  Geradenpaar  imaginär  — 
wozu  dann  freilich  nöthig  ist,  dass  nicht  alle  4 Schnitt- 
punkte reell  sind  —  und  ein  auf  ihm  liegender  Punkt, 
der  mit  k  e  i  n  e  m  d  c  r  v  i  e  r  S  c  h  n  i  1 1  p  u  n  k  t  e  zusammenfällt^ 
reell  ist,  so  muss  dies  der  Mittelpunkt  des  Paars  sein. 

Es  sei  /  ein  imaginärer  Schnittpunkt  der  beiden  Kegel- 
schnitte K'  und  K" .     Durch  ihn  geht  eine  reelle  Gerade  Tt  (nach 
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Salz  II.  in  Ni-.  77),  welche  ofTenbar  in  der  Ebene  der  beiden 
Keyelschnille  sich  befindel.  Durch  jeden  reellen  Punkt  V  der- 
selben gehl,  wie  oben  bewiesen,  ein  reeller  KegelschnitL  jST,,  auf 
dem  sich  auch  die  4  Schnittpunkte  von  K'  und  K"  —  darunter 
/  —  befinden.  Dieser  reelle  Kegelschnitt  wiid  mithin  von  der 
reellen  Geraden  R  in  einem  imaginären  l'unkte  J  und  einem 
reellen  Punkte  V  gelroflen.  Das  ist  nur  dann  möglich,  wenn  R 
selbst  ein  Theil  von  K^,  also  /if,  ein  Geradenpaar  ist,  dessen 
eine  (Jerade  R  ist.  A'j  soll  durch  die  Schnittpunkte  von  K'  und 
K"  gehen,  folglich,  da  keine  seiner  beiden  Geraden  einem  der 
beiden  Kegelschnitte  li'  und  K"  in  mehr  als  2  Punkten  begeg- 
nen kann,  so  muss  noch  einer  «1er  4  Schnittpunkte  auf  7i  liegen. 
R  liifft  K'  und  A  '  in  dem  imaginären  Punkte  /,  also  muss  sie 
dieselben  auch  noch  in  einem  zweiten  imaginären  Punkte  trelfen. 
Denmach: 

Ist  einer  der  4  Schnittpunkte  zweier  leellen  Ke- 
gelschnitte imaginär,  so  muss  es  noch  ein  zweit<!r 
sein;  die  Verbindungsgerade  beider  ist  reell. 

Ist  mm  einer  der  beiden  übrigen  auch  noch  imaginär,  so 
kann  die  einzige  reelle  Gerade,  auf  welcher  er  liegt,  nicht  durch 
einen  der  beiden  ersten  Punkte  geben,  denn  dieser  wäre  dann 
Schnittpunkt  zweier  reellen  Geraden,  mithin  reell,  sondern  sie 
muss  durch  den  vierten  gehen  und  dieser  auch  imaginär  sein. 

Zwei  imaginäre  Punkte  auf  derselben  reellen  Geraden  hcissen 
conjugirt.  Mithin  kommen  unter  den  4  Schnittpunk- 
ten zweier  reellen  Kegelschnitte  die  imaginären  stets 
paarweise  vor;  jeder  imaginäre  unter  ihnen  fordert 
einen  zweiten  imaginären,  der  mit  ihm  auf  derselben 
reellen  Geraden  liegt,  ihm  conjugirt  ist.  Wir  haben 
also  bei  zwei  reellen  Kegelschnitten  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

1)  Alle  4  Schnittpunkte  sind  reell;  die  3  Geradeu- 
paare  sind  auch  reell. 

2)  Zwei  Schnittpunkte  «  und  ß  sind  reell,  die 
beiden  andern  y  und  ö  conjugirt  imaginär,  also  die 
Gerade  y(5  reell;  so  dass  aß,  yd  ein  reelles  Geraden- 
paar bilden.  Die  vier  übrigen  Geraden  ory,  ßö,  ccd,  ßy  sind 
jtunktirt;  ihre  reellen  Punkte  sind  «  und  ß,  sie  sind  nicht  reell, 
weil  durch  y  und  ö  nur  die  eine  reelle  Gerade  yö  geht.  Die 
beiden    Geradenpaare    [ay,  ßö)    und   {ad,ßy)    sind    also 
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imaginär.  Die  Vcibindiingsgcnatle  ihrer  beiden  imaginären  Mit- 
lelpunlile  ist  die  l'ülare  des  Mittelpunkts  des  reellen  Geraden- 
paars in  IJeziig  auf  alle  Kegelschnitte  des  Jiiischels  (A",  K"),  also 
ist  sie  reell,  mithin  die  beiden  Mittelpunkte  conjugirt. 

3)  Alle  4  Schnittpunk te  sind  imaginär,  also  2  Paare 
conjugirter  aß;  y  ö.  Die  Geraden  uß  und  yd  sind  denmach 
reell  und  bilden  ein  reelles  Gcradenpaar.  Die  beiden  übrigen 
Geradenpaare  sind  imaginär,  da  durch  a,  ß,  y,  ö  je  nur  eine  reelle 
Gerade  geht,  resp.  aß  oder  yö.  Aber  ihre  4  Geraden  sind  punk- 
lirl,  da  sie  in  einer  reellen  Ebene  liegen,  und  zwar  fällt  der 
reelle  Punkt  auf  jeder  der  4  Geraden  mit  keinem  der  Schnitt- 
punkte zusannnen ,  da  diese  alle  imaginär  sind,  folglich  muss  der 
reelle  Punkt  auf  jeder  dieser  Geraden  mit  dem  der  zweiten  des 
Geradenpaars  zusammenfallen,  der  Mittelpunkt  des  Geradenpaars 
sein.  Ein  imaginäres  Geradenpaar,  dessen  Mittelpunkt  reell  ist, 
heisse  ein  punkiirtes,  also  im  dritten  Falle  ist  eins  der  Ge- 
radenpaare  reell,    die   beiden    übrigen   sind   punktirt. 

80.  Die  reellen  Flächen  2.  Ordnung  zerfallen  in 
zwei  Arten.  Die  der  einen  Art  besitzen  2  Schaaren 
reeller  Geraden,  die  der  andern  keine  reellen  Geraden. 
Als  neues  Eintheilungsfirincip  dient  nun  das  Verhalten  zur 
unendlich  entfernten  Ebene.  Flächen,  welche  mit 
u  n  e  n  d  1  i  c  b  V  i  e  1  e  n  r  e  e  1 1  e  n  G  e  r  a  d  e  n  b  e  h  a  f  l  e  t  s  i  n  d ,  s  c  h  n  e  i- 
d e n  in  jede  reelle  Ebene,  d  e m g e m ä s s  auch  in  die  un- 
endlich entfernte  Ebene  einen  reellen  Kegelschnitt 
ein.  Also  nach  diesem  Principe  werden  die  Flächen  der  erste- 
ren  Art  nicht  mehr  eingetheilt  werden  können;  dieser  Art  gehört 
als  allgemeine  Fläche  2.  Ordnung  nur  da^  einflächige  Hyper- 
boloid an,  welches,  wenn  der  reelle  Kegelschnitt  desselben,  der 
in  der  unendlich  entfernten  Ebene  liegt,  zum  reellen  Geraden- 
paare ausartet,  zum  hyperbolischen  Paraboloide  dege- 
nerirt. 

Die  Flächen  der  andern  Art  zerfallen  in  die  Ellipsoide, 
Avelche  der  unendlich  entfernten  Ebene  in  einem  ima- 
ginären Kegelschnitte  begegnen,  und  die  zweiflächigen 
Hyperboloide,  welche  aus  ihr  einen  reellen  Kegel- 
schnitt ausschneiden.  Was  nun  solche  Kegelschnitte  in  der 
unendlich  entfernten  Ebene  anlangt,  so  kann  da  ein  Unterschied 
zwischen  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel  gar  nicht  mehr  gemacht 
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werden,  da  dieser  Unterschied  sich  aul'  das  Verhallen  des  Kegel- 
schnitts in  Kezng  auf  die  unendlich  cnUciiile  Gerade  seiner  Ebene 
bezieht,  also  bei  Kegelschnitten,  welche  in  der  unendlich  ent- 
fernten Ebene  liegen,  fortfällt. 

Eine  Fläche  der  zweiten  Art  kann  die  unendlich  entfernte 
Ebene  nicht  in  einem  reellen  Geradenpaare  schneiden.  Denn  jede 
diuch  eine  reelle  Gerade  einer  Fläche  2.  Ordnung  gelegte  reelle 
Ebene  schneidet  die  Fläche  noch  in  einer  reellen  Geraden,  da 
jede  reelle  Gerade  dieser  Ebene  die  Fläche  in  einem  auf  dei- 
ersteren  Geraden  liegenden  reellen  Puidite  trilft,  mithin  sie  noch 
in  einem  zweiten  auf  der  zweiten  ausgeschnittenen  Geraden  lie- 
genden reellen  Punkte  treffen  muss.  Folglich  zieht  eine  reelle 
Gerade  einer  reellen  Fläche  2.  Ordnung  gleich  un- 
endlich viele  reellen  (Jeraden  der  andern  Seh  aar  und 
jede  dieser  unendlich  viele  reellen  Geraden  der  S  c  h  a  a  r 
der  ersten  Geraden  nach  sich;  also  eine  reelle  Fläche 
2.  Ordmmg,  die  von  der  unendlich  entfernten  Ebene  in  einem 
Geradeiipaare  geschnitten  wird,  uuiss  der  ei'sleren  .Art  angehören. 
Jede  imaginäre  Ebene,  die  durch  eine  reelle  Gerade  einer  Fläche 
der  ersteren  Art  gelegt  ist,  schneidet  die  Fläche  noch  in  einer 
imaginären  Geraden.  Dass  diese  nicht  reell  ist,  ist  einleuchtend. 
Aber  sie  kann  auch  nicht  i)ind\tirt  sein.  Angenonnnen  sie  sei  es 
und  Q  sei  ihr  reeller  Punkt,  ?n  eine  reelle  Gerade  der  andern 
Schaar,  die  nicht  durch  q  geht,  so  ist  die  Ebene  [m,  q)  sicher 
reell,  sie  enthält  von  unserer  Geraden  den  I'unkt  q  und  den 
Schnittpunkt  mit  m,  also  die  ganze  Gerade;  diese  wäre  also  die 
zweite  Gerade,  welche  von  der  durch  die  reelle  Gerade  ?n  gehen- 
den reellen  Ebene  (m,  q)  aus  der  Fläche  ausgeschnitten  wird, 
demnach  reell.  Es  giebt  demgemäss  auf  einer  leellen 
Fläche  2.  Ordnung  mit  reellen  Geraden  keine  punk- 
tirten  Geraden,  sondern  nur  reelle  und  imaginäre. 

Eine  Fläche  2.  Ordnung,  auf  der  reelle  Gerade  n 
(natürlich  in  beschränkter  Anzahl,  höchstens  2  von  jeder  der 
beiden  Schaaren)  und  punktirte  zugleich  vorkommen, 
kann  nicht  reell  sein. 

Jede  Tangentenebenc  einer  Fläche  schneidet  bekanntlich  die- 
selbe in  einer  Curve,  welche  im  Beriihrinigspunkte  einen  Doppel- 
punkt hat;  so  muss  auch  die  Tangentenebene  einer  Fläche  2.  Ord- 
nung  diese   in   einem  Kegelschnitte   schneiden,    der    den   Beruh- 
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rungspunkt  zum  Doppelpunkte  hat,  d.  li.  in  einem  Gcradenpaare, 
dessen  Geraden  sich  im  DeiMlniingspunkte  kreuzen.  Ist  die 
T a n g e u t e n e ij e n e  ei n e i'  i- (^ e 1 1 e n  F 1  ä  che  2.  () r d n u n g  m i t 
reellen  Geraden  leell,  so  kann  sie  von  der  Fläche  nur 
in  einem  reellen  Geradenpaar  getroffen  werden  ge- 
mäss der  oben  emälniLen  Eigenschaft  der  Flächen  dieser  Art, 
also  auch  nur  in  einem  reellen  Punkte  berühren,  und 
umgekehrt ,  d i e  T a n g e n  t e n e b e n e  in  einem  reellen  P u n  k  t e 
einer  solchen  Fläche  ist  reell;  sie  wird  ja  gebildet  durch 
die  beiden  in  dem  Punkte  sich  kreuzenden  reellen  Geraden  der 
Fläche.  Die  imaginäre  Tangentenebene  in  einem  imaginären 
Punkte  wird  durch  die  beiden  in  diesem  sich  trellenden  imagi- 
nären Geraden  der  Fläche  gebildet. 

Auch  eine  Fläche  2.  Ordnung  ohne  reelle  Geraden 
wird  durch  eine  Tangential  ebene  in  einem  reellen 
1* unkte  in  zwei  dort  sich  schneidenden,  also  ihren 
reellen  Punkt  gemein  habendeii  punktirten  Geraden 
geschnitten.  Durch  jeden  reellen  Punkt  einer  solchen 
Fläche  gehen  also  2  p  unk  tirte  G  eraden,  für  die  beide 
er  der  reelle  Punkt  ist.  IHe  beiden  ])uidvtiilen  durch  den 
reellen  Punkt  A^  der  Fläche  gehenden  Geraden  seien  Aj,  fij,  die 
durch  den  Punkt  A^  gehenden  X.,,  ^.,-  Die  Ebene  (A,,  A^)  schnei- 
det aus  der  Fläche  eine  zweite  Gerade  aus,  die  durch  A.^  geht, 
also  eine  der  beiden  Geraden  A., ,  (i.,,  wir  nehmen  an  |ii., ,  die 
Ebene  (ft^,  A.^)  ebenfalls,  aber  nicht  wiederum  jtt.,,  sondern  A^. 
Also  die  eine  der  beiden  durch  A^  gehenden  Geraden  der  Fläche 
wird  von  je  einer  der  beiden  Geraden  getroffen,  die  durch  die 
übrigen  Punkte  der  Fläche  gehen,  die  andere  stets  von  der  an- 
dern. Mithin  bilden  die  beiden  Geradensc haaren  k  (i 
zwei  eben  solche  S  c  h  a  a  r  e  n  a  u  f  d  e  n  Flächen  ohne  reelle 
Geraden,  wie  die  reellen  Geraden  auf  den  Flächen, 
die  solche  besitzen.  Jede  Gerade  der  einen  Schaar 
wird  von  allen  der  andern,  von  keiner  derselben 
Schaar  getroffen. 

Die  einzige  durch  die  p  u  n  k  l  i  r  t  e  G  e  r  a  d  e  A  z  u  legende 
reelle  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  e i n e i*  zweiten 
punktirten  Geraden  ^,  die  m  i  t  j  e  n  e  r  den  reellen  Punkt 
gemein  hat,  also  ist  sie  die  T  a  n  g  e  n  t  e  n  e  b  e  u  e  dieses 
reellen   Punktes.      Denn   hätten  A  und  fi  ihre  reellen  Punkte 
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<}x  uiiil  (J^t  gelrennt,  so  winde  jede  reelle  Genide  der  Ebene, 
die  dnrcli  qi  gehl  nnd  von  qi  (),(  verschieden  isl,  die  Fläche 
in  dem  reellen  Pnnkle  qx  IrelTen.  niilhin  noch  in  einem  zweilen 
reellen,  der  auf  jit  liegen  miisste;  also  (.i  müssle  unendlich  viele 
reellen  Punkte  enthalten,  reell  sein. 

Ferner  jede  Ebene,  die  durch  2  ihren  reellen  Punkt 
0  g  e  ni  ein  haben  d  e  p  u  n  k  l  i  i"  l  e  n  (i  e  r  a  d  e  n  A,  (i  eine  r  Fl  ä  c  h  e 
2.  Ordnung  ohne  reelle  Gerad  en  gebildet  ist,  ist  reell. 
Denn  sonst  schnitte  die  reelle  Ebene,  die  durch  k  geht,  die 
Fläche  noch  in  einer  Geraden  .u^,  die  mit  A  den  reellen  l'uidvt  q 
gemein  hätte,  so  dass  durch  q  drei  Gerade  der  Fläche  gingen. 
Also  die  Tangentenebene  an  eine  Fläche  zweiter  Ord- 
nung in  einem  reellen  l*unkle,  welche  ja  durch  die 
von  di(;sem  ausgehenden  Geraden  gebildet  wird,  ist 
reell. 

Umgekehrt  ist  wohl  auch  klar,  dass  jede  reelle  Ebene, 
welche  die  Fläche  in  einem  Geradenpaar  (dessen 
Gerade  als  Gerade  einer  reellen  Ebene  punktirt  sein  müssen) 
schneidet,  also  sie  in  dessen  Mittelpunkt  berüiirt,  in 
eine m  p  u n k  t i r l e n  G e r a d e n p a a r  schneidet,  also  in  ei n e m 
reellen   Punkte    berührt. 

Es  sei  X  eine  imaginäre  Gerade,  jti  eine  punktirte  Gerade  der 
andern  Schaar;  die  Ebene  (A,  fi)  ist  imaginär,  die  reelle  Gerade 
dei'selben  IrilTl  die  Fläche  in  dem  reellen  l*unkte  von  (i,  also 
noch  in  einem  reellen  Punkte,  der  auf  A  liegen  müssle,  mithin 
kann  A  nicht  imaginär  sein.  Folglich  giebt  es  auf  einer  reel- 
len Fläche  2.  Ordnung  ohne  reelle  Geraden  keine 
imaginären  Geraden,  sondern  nur  punktirte.  Durch 
jeden  imaginären  Punkt  derselben  gehen  2  punktirte  Geraden,  die 
ihren  reellen  Punkt  nicht  gemein  haben  und  die  imaginäre  iJe- 
rührungsebene  des  Punktes  bilden,  deren  reelle  Gerade* die 
reellen  Punkte  der  beiden  Geraden  verbindet. 

Eine  Fläche  2.  Ordnung,  welche  von  der  unendlich  entfern- 
ten Ebene  in  einem  punktirten  Geradenpaare  geschuilten,  also  in 
dessen  reellem  Mittelpunkte  berührt  wird,  heisst  elliptisches 
P  a r  a  b  0 1 0  i  d.  Das  punktirte  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  i  s  t  d  i  e  U  e b  e  r  - 
gangsform  zwischen  dem  reellen  Kegelschnitt  und 
dem  imaginären,  jedoch  in  einer  reellen  Ebene  liegen- 
den  Kegelschnitte;    so   isl   auch   das   elliptische  Para- 


252  Sechstes  Kapilel. 

huloid  die  Uebergangsform  zwi scheu  dein  Ellipsoid 
und  dem   zweifläcliigeu  IJ  yper  holoid. 

Betrachten  ^vi^  nun  noch  die  IJe  berga  ugsloiui  zwischen 
den  Flächen  2.  Ordnung  mit  reellen  deiaden  und 
denen  ohne  reelle  (jcraden;  das  ist  der  Kegel  2.  ()v(\- 
n  u  n  g. 

Alle  Geraden,  die  auf  einem  reellen  Kegel  liegen,  gehen 
durch  dessen  Scheitel;  also  gieht  es  auf  ihm  keine  imaginären 
Geraden,  wohl  aher  reelle  und  jjunktirte  Geraden;  dadurch  ver- 
bindet er  die  beiden  allgemeinen  Gattungen ,  bei  deren  einer  es 
reelle,  aber  keine  punktiiten,  bei  deren  anderer  es  punktirte, 
aber  keine  reellen  Geraden  giebt. 

Jede  Ebene,  die  den  Kegel  in  einem  Geradenpaan;  schneiden 
soll,  muss  durch  den  Scheitel  gehen,  kaiui  aj)er  dami,  wenn  sie 
reell  ist,  sowohl  in  einem  reellen,  als  in  einem  puidvtlrten  Ge- 
radenpaare schneiden,  also  auch  darin  liitt  der  Kegel  zwischen  die 
beiden  allgemeinen  Gattungen,  da  bei  der  einen  derselben  jede 
reelle  Ebene,  die  ein  Geradenpaar  ausschneidet,  ein  reelles,  bei 
der  andern  ein  punktirtes  ausschneidet. 

Die  Ebenen,  welche  ans  einem  Kegel  ein  Geradenpaar  aus- 
schneiden, sind  nicht  Benduimgsebcnen  des  Kegelsf  wie  dies 
derartige  Ebenen  bei  den  beiden  allgemeinen  Gattungen  sind. 
Beim  Kegel  schneiden  die  reellen  Berührungsebenen  denselben 
in  zwei  zusammengefallenen  reellen  Geraden,  die  imaginären 
in  zwei  zusammengefallenen  punktirten  Geraden,  also  zwei  zu- 
sammengefallene reellen  Geraden  bilden  die  Ueber- 
gangsform zwischen  einem  reellen  G  era  denpaare  und 
e  i  n  e  m  punktirten,  zwei  zusammengefallene  p  u  n  k  t  i  r  t  e  n 
die  zwischen  einem,  dessen  Gerade  ganz  imaginär 
sin^,  und  einem,  dessen  Gerade  }»unktirt  sind,  aber 
ihren  reellen  Punkt  nicht  gemein  haben. 

In  jeder  reellen  Berührungsebene  einer  reellen  Fläche  2.  Ord- 
nung mit  reellen  Geraden  liegen  zwei  reelle  Geraden  der  Fläche, 
folglich  trifft  jede  in  einer  solchen  Ebene  liegende  reelle  Gerade 
die  Fläche  in  zwei  reellen  Punkten.  Also  von  einer  reellen 
Gr  e  r  a  d  e  n ,  welche  einer  reellen  F 1  ä  c  h  e  2.  0  r  d  u  u  n  g  mit 
reellen  Geraden  in  2  imaginären  Punkten  begegnet, 
müssen  2  imaginäre  T a n g c n t e n e b e n e n   an   die  Fläche 
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gehen.  Von  jeder  reellen  Geraden  2^,  die  der  Fläche 
in  zwei  reellen  Punkten  a^  und  «2  begegnet,  gehen 
stets  zwei  reelle  Tangentenebenen;  denn  wenn  /]  »'1  die 
dnrch  </,  gehenden  (reellen)  Geraden  der  Fläche  und  /.,  in.,  die 
durch  ö.,  gehenden  sind ,  so  sind  die  beiden  durch  p  gehenden 
reellen  Tangentenebenen  (/j  w?o)  und  (^2'"i)'  ii'Jcni  wir  annehmen, 
dass  /, /.^  zu  der  einen,  ???,  /«.,  zu  der  andern  Schaar  gehören. 
Ihre  reellen  IJerührungspunkte  sind  (/j  »jj,  (/.,;«,).  Berührt  eine 
reelle  Gerade  die  Fläche  in  einem  (reellen)  Punkte  —  was  der 
Uebergang  zwischen  zweimal  reell  Schneiden  und  zweimal  imaginär 
Schneiden  ist  — ,  so  geht  nur  eine  Tangentenebene  von  ihr  au 
die  Fläche  (die  im  Berührungspunkte  der  Geraden  l)eriihrl),  was 
auch  der  Uebergang  zwischen  dem  Fall  ist,  wo  zwei  reelle,  und 
dem,  wo  zwei  imaginäre  Tangentenebenen  von  einer  Geraden  an 
die  Fläche  gehen. 

Aus  dem  Vorhergehenden  folgt  auch: 

Reelle  reciproken  Geraden  in  Bezug  auf  eine 
F 1  ä  c  h  e  2.  0  r  d  n  u  n  g  mit  r  c  e  1 1  e  n  G  e  r  a  d  e  n  v  e  r  halten  s  i  c  h 
hinsichtlich  der  Realität  ihrer  Schni  ttpunkte  mit  der 
Fläche  g  1  e  i  c  h  a  r  t  i  g. 

In  jeder  reellen  Tangentenebene  einer  reellen  Fläche  2.  Or<l- 
nung  ohne  reelle  Geraden  liegen  2  punktirte  Geraden  derselben, 
also  jede  reelle  Gerade  einer  solchen  Ebene,  welche  nicht  gerade 
durch  den  Beriihrungspunkt  gehl,  triflt  die  Fläche  in  zwei  ima- 
ginären Punkten.  Mithin  müssen  von  einer  reellen  Gera- 
den, welche  einer  reellen  Fläche  2.  Ordnung  ohne 
reelle  Geraden  in  reellen  Punkten  begegnet,  zwei 
imaginäre  Beruh rungsQbenen  an  die  Fläche  gehen. 
Durch  jede  Gerade  %  aber,  die  der  Fläche  in  zwei 
imaginären  Punkten  (v,  und  «.^  begegnet,  gehen  immer 
2  reelle  B er tthrungse heuen.  Denn  die  beiden  durch  «, 
gellenden  (punktirten)  Geraden  der  Fläche  seien  Aj  f*, ,  die  durch 
(X.,  gehenden  Ki^^,  von  denen  Aj  A,  zu  der  einen,  (tti  jtt.,  zu  der 
andern  Schaar  gehören.  Es  ist  ersichtlich,  dass  (A,  fij)  und  [K^\) 
die  beiden  von  n  an  die  Fläche  gehenden  Tangentenebenen  sind. 
Durch  Aj  muss  nothwendig  eine  reelle  Ebene  gehen,  da  sie  punk- 
tirt  ist;  in  dieser  müssen  die  reellen  Geraden  alle  liegen,  welche 
durch  die  imaginären  Punkte  von  A,  gehen ,  mithin  auch  die  reelle 
Gerade  n,  die   durch  den  imaginären  Punkt  «j  auf  Aj  geht;  also 
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ist  (A,  7i),  (1.  i.  aber  (Ajju-o),  <Ue  reelle  (liircli  Aj  gehende  Ebene. 
Folglich  sind  (Aj  i.i^)  und  (Aj  itt,)  reell.  Aj  und  jHj,  ebenso  Aj  und  jw, 
haben  ihren  reellen  Punkt  gemein,  der  der  reelle  Berührungs- 
punkt der  Ebene  (A,  ^^)  rcsp.  (Aj  fx,)  ist. 

Also  reelle  reciproken  Geraden  in  Bezug  a>if  eine 
reelle  Fläche  2.  Ordnung  ohne  reelle  Geraden  verhal- 
len sich  in  Betreff  der  Realität  ihrer  Sc])nittpunkte 
mit  dersell)cn  entgegengesetzt. 

Auch  liier  hisstüi  sich  leicht  manche  Uebergangserscheinungen 
zwischen  den  beiden  allgemeinen  Gattungen  am  Kegel  nachweisen, 
auf  welche  wir  jedoch  nicht  näher  eingehen  wollen. 

81.  Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Durch- 
schnittscurvc  7?'  zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung. 
Wie  früher  gezeigt  wurde,  dass  durch  jeden  reellen  Punkt  in 
der  Ebene  zweier  reellen  Kegelschnitte  ein  reeller  Kegelschnitt 
geht,  welcher  die  4  Schnittpunkte  der  beiden  Regelschnitte  ent- 
hält, so  lässt  sich  in  derselben  Weise  mit  Hilfe  der  Involution 
zeigen,  dass  durch  jeden  reellen  Punkt  im  Baume  eine 
reelle  Fläche  2.  Ordnung  geht,  welche  die  Schnitt- 
en rve  R^   zweier   reellen  Flächen  2.  Ordnung   enthält. 

Es  sei  /  wieder  ein  imaginärer  Pimkt  dieser  Schniltcurve, 
R  die  einzige  reelle  Gerade,  auf  welcher  er  liegt,  V  ein  belie- 
biger reeller  Punkt  auf  R;  durch  ihn  geht  also  eine  reelle 
Fläche  2.  Ordnung,  welche  auch  R*  enthält;  sie  trifft  aber  die 
Gerade  R  in  dem  reellen  Punkte  V  und  dem  imaginären  /. 
Dieser  Widerspruch  mit  dem  früheren  Satze,  dass  jede  reelle 
Fläche  2.  Ordnung  von  einer  reellen  Geraden  entweder  in  2  reel- 
len oder  in  2  imaginären  Punkten  getroffen  wird,  hebt  sich  nur 
dadurch,  dass  angenommen  wird,  dass  i?  auf  dieser  Fläche  liege. 
Dann  muss  sie  aber  R*  noch  einmal  treffen,  wie  dies  jede  Ge- 
rade auf  jeder  der  durch  R^  gelegten  Flächen  2.  Ordnung  thut; 
und  offenbar  ist  der  zweite  Punkt,  in  welchem  R  die  Curve  R^ 
trifft,  imaginär,  denn  er  ist  der  zweite  Punkt,  in  dem  sie  alle 
übrigen  dinxh  R^  gelegten  Flächen  2.  Ordnung  trifft,  denen  sie 
ja  schon  in  dem  imaginären  Punkte  /  begegnet. 

Also  die  durch  einen  imaginären  Punkt  der  Durch- 
schnittscurve  zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung 
gehende  reelle  Gerade  trifft  diese  Curve  nochmals 
und    zwar   ebenfalls   in    einem   imaginären  Punkte,    so 
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(1  a s s  je  zwei  der  imaginären  P u n k t e  d (! r  C u r v e  c o n - 
jugirt  sind. 

Ist  /  einer  der  4  Durclisclniitlspnnkte  der  Curve  R^  niit 
einer  reellen  Ebene  E,  so  mnss  die  reelle  Gerade  R  in  E  liegen, 
folglich  noch  dnrch  einen  zweiten  der  4  ünrchschnittspunkte 
gehen.     Also: 

Jeder  imaginäre  unter  den  4  Durch  seh  nittspunk- 
ten  einer  reellen  Ebene  mit  der  Schnitt  curve  zweier 
reellen  Flächen  2.  Ordnung  fordert  einen  z^v eilen 
imaginären,  der  mit  ihm  auf  derselben  reellen  Gera- 
<len  liegt. 

Folglich  kommen  unter  diesen  4  Schnittpunkten 
die  imaginären  paarweise  vor.  Sie  können  also  alle  4 
imaginär  sein,  ja  dies  kann  auf  allen  möglichen  reellen  Ebenen 
eintreten,  d.  h.  die  Gurve  kann  ganz  imaginär  sein. 

Da  aber  auch  in  diesem  Falle  durch  jeden  ihrer  Punkle 
eine  reelle  Gerade  geht,  die  die  Curve  nochmals  triflt,  so  ersieht 
man,  indem  man  durch  irgend  einen  reellen  Punkt  einer  solchen 
(Jeraden  und  die  Curve  R^  die  (reelle)  Fläche  2.  Ordmmg  legt, 
welche  ersichtlich  diese  Gerade  ganz  enthält,  dass  auch  durch 
die  imaginäre  Schnittcurve  zweier  reellen  Flächen 
2.  Ordnung  ohne  reelle  Geraden  unzählig  viele  reel- 
len Flächen  2.  Ordnung  mit  reellen  Geraden  gehen. 
Bei  einer  reellen  Schnittcurve  und  aucb  bei  einer  imaginären 
Schnittcurve  zweier  reellen  Flächen  mit  reellen  Geraden  ist  dies 
unmittelbar  einleuchtend.  Denn  da  jede  solche  Fläche  durch 
eine  reelle  Ebene  in  einem  reellen  Kegelschnitte  geschnitten  wird, 
so  ist  ersichtlich,  dass  jede  reelle  Ebene  die  Durchschnittscurve 
in  4  Punkten  trifft,  die  sich  wie  die  Durchschnittspunkte  zweier 
reellen  Kegelschnitte  verhalten,  also  je  zwei  conjugirt  imaginär 
sind.  Man  erkennt  nun  auch  leicht  die  Richtigkeit  des  folgenden 
Satzes: 

Ist  d  i  e  G  r  u  n  d  c  u  r  V  e  eines  r  e  e  1 1  e  n  F 1  ä  c  h  c  n  b  ü  s  c  h  e  I  s 
2.  Ordnung  reell,  so  theilen  sich  die  reellen  Ebenen 
in  3  Arten:  1)  solche,  welche  3  reelle  Flächen  mit 
reellen  Geraden  des  Büschels,  2)  solche,  die  eine  solche 
Fläche  und  zwei  imaginäre  Flächen  (denn  wir  haben  ge- 
sehen, dass  eine  reelle  Ebene  aus  einer  reellen  Fläche  2.  Ord- 
nung  nur  ein  Geradenpaar  mit  wenigstens  reellem  Mittelpunkte 
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ausschneiden  kann),  und  3)  solche,  die  eine  reelle  Fläche 
ni iL  r e e  1 1  e  n  G e r a  (I e n  und  2  r e e  1 1  e  1-'  1  ä cli e n  ohne  reelle 
(ieraden  hcriihrcn.  Denn  wenn  eine  reelle  Ebene  eine  Fläche 
2.  Oi-dnnng,  welche  durch  die  Schnittcurve  zweier  reellen  Flächen 
2.  Ordnung  geht,  in  einem  punktirten  Geradenpaare  schneidet, 
so  muss  diese  Fläche  reell  sein;  sie  kann  ja  durch  die  Schnitt- 
curve und  den  reellen  Mittelpunkt  dieses  Geradenpaars  hestimmt 
gedacht  werden.  Ist  hingegen  die  G  r  u  n  d  c  u  r  v  e  d  e  s  ß  ü  s  c  h  e  1  s 
ganz  imaginär,  so  berührt  jede  reelle  Ebene  eine 
reelle  Flüche  des  Büschels  mit  reellen  Geraden  und 
zwei  ohne  reelle  Geraden. 

Freilich  kann  hier  der  Fall  eintreten,  dass  eine 
durch  einen  reellen  ausserhalb  d  e  r  i  m  a  g  i  n  ä  r  e  n  G  r  u  n  d  - 
curve  liegenden  Punkt  und  diese  Grundcurve  gelegte 
Fläche  2.  Ordnung  nicht  reell  ist.  Der  Punkt  kann 
nämlich  Spitze  eines  der  4  Kegel  des  Büschels  sein. 
Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  der  Scheitel  wohl  reell  sein 
kann,  ohne  dass  nothwendig  der  Kegel  es  auch  ist;  denn  der 
mit  Hilfe  der  Involution  geführte  Beweis,  der  im  allgemeinen 
Falle  die  Realität  der  durch  den  reellen  Punkt  und  durch  die 
Grundcurve  gelegten  Fläche  ergiebt,  würde  hier  fortwährend  nur 
die  Realität  der  Spitze  ergeben.  Ein  solcher  imaginäre  Kegel 
mit  reeller  Spitze  kann  natürlich  zum  imaginären  Ebenenpaar  mit 
reeller  Schnittgeraden  degeneriren. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Schnittcurve  zweier  reellen 
Flächen  2.  Ordnung  F',  F"  zerfalle  in  eine  Gerade  m 
und  eine  sich  nicht  weiter  zertheilende  cubische 
Raumcurvei?^.  Ist?«  reell,  so  muss  auch  Ä^  reell  sein. 
Denn  unter  den  4  Schnittpunkten  jeder  reellen  Ebene  mit  [m,  R^) 
kommen  die  imaginären,  mithin  auch  die  reellen  paarweise  vor, 
also  I^  muss  von  jeder  reellen  Ebene  entweder  in 
einem  reellen  Punkte  und  2  conjugirten  imaginären 
Punkten  oder  in  3  reellen  Punkten  getroffen  wer- 
den, woraus  sich  die  Realität  von  i?^  ergiebt.  ISehmen  wir  nun 
an,  m  sei  punktirt;  da  es  mm  aber  auf  (/«,  i?^)  unzählig  viele 
conjugirten  imaginären  Punktenpaare  giebt,  die  je  derselben 
reellen  Geraden  angehören,  so  giebt  es  auch  unendlich  viele 
reellen  Flächen  2.  Ordnung  mit  reellen  Geraden,  die  durch  im,  R^) 
gehen,   und  auf  solchen  kann  eine  punklirle  Gerade  nicht  liegen. 
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also  kann  m  nicht  punktirt  sein.  Ist  endlich  m  imaginär,  so  niuss 
auch  R^  imaginär  sein;  denn  wäre  sie  reell,  so  müsste  sie  von 
unzählig  vielen  Ebenen,  da  sie  als  reelle  Curve  nicht  von  allen 
dreimal  imaginär  getroffen  werden  kann,  zweimal  reell  (z.  B.  in 
«und  b)  und  einmal  imaginär  (in  c)  getroffen  werden;  der  reelle 
Kegelschnitt,  in  den  sie  als  reelle  Raumcurve  3.  Ordnung  von 
von  ihrem  reellen  Punkte  a  auf  eine  reelle  Ebene  E  projicirt 
wird,  müsste  von  der  reellen  Geraden,  in  der  diese  Ebene  durch 
die  in  a,  b,  c  schneidende  getroffen  wird,  in  dem  reellen  Punkte 
{E,ab)  und  dem  imaginären  {E,  ac)  geschnitten  werden,  was 
nicht  möglich  ist.  Also  wenn  ;n  imaginär  ist,  muss  R^  auch  ima- 
ginär sein,  folglich  trifft  jede  reelle  Ebene  die  Schnittcurve  (m,  R^) 
in  4  imaginären  Punkten ;  die  Verbindungsgerade  zweier  nicht 
conjugirten  derselben  ist  als  Gerade  einer  reellen  Ebene  punktirt. 
Die  durch  ihren  reellen  Punkt  und  die  Curve  [m,  R^]  gelegte 
Fläche  2.  Ordnung  ist  reell;  aber  sie  enthält  die  imaginäre  Ge- 
rade m  und  die  eben  genannte  punktirte,  was  nicht  möglich  ist. 
Also  kann  tft  auch  nicht  imaginär  sein.  Mithin  kann  die  Schnitt- 
curve zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung  nur  in  eine 
reelle  Gerade  und  eine  reelle  ungetheilte  cubische 
Raumcurve  zerfallen.  Die  Flächen  F',  F",  welche  sich  in 
{m,  R^)  durchschneiden,  können  natürlich  nur  Flächen  mit  reellen 
Geraden  sein.  Es  sei  n  eine  reelle  Gerade  auf  F',  welche  m 
schneidet;  sie  trifft  F"  zweimal  und  zwar  einmal  auf  m,  also 
reell  und  noch  einmal  auf  R^,  also  auch  reell.  Di?  reelle  Ebene 
{m,  n)  schneidet  Ä^  in  3  Punkten,  die  entweder  alle  drei 
reell  sind  oder  einer  reell  und  zwei  conjugirt  imaginär.  Die 
3  Punkte  vertheilen  sich  auf  m  und  n.  Einer  und  zwar  ein  reeller 
liegt  auf  n,  mithin  zwei  und  zwar  entweder  zwei  reelle  oder 
zwei  imaginäre  und  natürlich  conjugirte  liegen  auf  m. 

Also  eine  reelle  Gerade  wird  von  einer  reellen  cu- 
bische n  Raumcurve,  mit  der  sie  die  Schnittcurve 
zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung  bildet,  entweder 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  (conjugirten)  imaginären 
Punkten  getroffen. 

82.  Es  zerfalle  die  Durch schnittscurve  zweier  reel- 
len Flächen  2.  Ordnung  F'  und  F"  in  zwei  Kegelschnitte 
K^  und  K.^,  die  in  den  Ebenen  E^  und  E.  liegen  und 
einander  zweimal  treffen.     Das  Ebenenpaar  [E^,  E^)  gehört 

Sturm,  Flächen  3.  Ordnung-.  1'J 
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mit  zu  dem  durch  F\  F"  constituirten  Büschel  2.  Ordnung. 
Dieses  Büschel  wird  von  jeder  der  unzählig  vielen  reellen  Gera- 
den, die  einen  reellen  Punkt  von  F'  mit  einem  reellen  von  F" 
verbinden,  in  einer  Involution  getroffen,  die  zwei  reelle  Punkten- 
paare, die  Schnittpunktenpaare  mit  i^'  und  i^",  hat,  also  reell  ist; 
in  einer  reellen  Involution  sind  entweder  beide  Punkte  eines 
Paars  reell  oder  beide  imaginär.  Wir  ersehen  daraus,  dass  ent- 
weder beide  Ebenen  E^  und  E^  reell  sind  oder  beide 
imaginär. 

Wir  nehmen  zuerst  an,  die  Ebenen  E^  und  E,^  sind 
reell.  Dann  sind  auch  die  beiden  Punkte,  in  denen  sich  if, 
und  K^  begegnen,  als  Punkte,  in  denen  die  reelle  Gerade  [E^,  E^ 
die  Fläche  F'  oder  F"  trifft,  entweder  beide  reell  oder  beide 
imaginär.  Ist  ferner  auch  nur  eine  der  beiden  Flächen 
F'  und  F"  mit  reellen  Geraden  behaftet,  so  müssen 
beide  Kegelschnitte  K^  und  K.,  reell  sein. 

Ist  demnach  z.  B.  einer  der  beiden  Regelschnilte  zu  einem 
reellen  Geradenpaare  degenerirt,  so  muss  der  andere  Kegelschnitt 
unbedingt  reell  sein.  Also  ein  reelles  Ger  adenpaar  kann 
nur  mit  einem  reellen  Kegelschnitte  die  Schnittcurve 
zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung  bilden;  ein  punk- 
tirtes  hingegen  fdas,  wenn  es  auf  einer  reellen  Fläche  2.  Ord- 
nung liegt,  stets  sich  in  einer  reellen  Ebene  befinden  muss)  kann 
sowohl  mit  einem  reellen,  als  auch  mit  einem  imagi- 
nären in  reeller  Ebene  liegenden  Kegelschnitte  eine 
solche  Schnittcurve  zusammensetzen.  Der  reelle  Kegel- 
schnitt kann  dann  aber  nicht  zu  einem  reellen,  sondern  nur  zu 
einem  punktirten  Geradenpaare  degeneriren,  das  ja  auch  die  Ueber- 
gangsslufe  zwischen  reellem  und  imaginärem  in  reeller  Ebene 
liegenden  Kegelschnitte  bildet.  Folglich  nur  zwei  reelle  oder 
zwei  punktirte  Geraden  paare  können  den  Durch- 
schnitt zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung  bilden. 

Wird  ein  solcher  Durchschnitt  durch  einen  reel- 
len Kegelschnitt  ä",  und  einen  imaginären  in  reeller 
Ebene  liegenden  Kegelschnitt  K^  oder  durch  zwei 
imaginäre  in  reellen  Ebenen  liegend  en  Kegelschnitte 
Ä\  und  üfo  gebildet,  so  geht,  ausgenommen  das  Paar 
der  Ebenen^,  £"2  der  beiden  Kegelschnitte,  keine  reelle 
Fläche    2.   Ordnung    mit   reellen  Geraden    durch    ihn. 
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Wir  haben  zwar  eingesehen,  dass  es  unzählig  viele  reellen  Sekan- 
ten des  Durchschnitts  zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung  giebt, 
aber  man  wird  leicht  erkennen,  dass  diese  hier  die  reellen  Ge- 
raden der  Ebenen  E^  und  E.y  sind. 

Es  sei  jetzt  der  Fall  betrachtet,  dass  die  Ebenen  E^  und 
E.2  und  mithin  auch  die  Kegelschnitte  A\  und  K^  ima- 
ginär sind.  Die  conjuglrten  unter  den  4  Schnittpunkten  einer 
reellen  Ebene  T  mit  {£^,  K^)  befinden  sich  jetzt  nicht  auf  der- 
selben Ebene  E^  oder  ^o  ^"^  '^^^^  demselben  Kegelschnitte  A", 
oder  Ä'j,  denn  die  Geraden  [E^,  T)  und  [E.^,  T)  sind  nicht  reell. 
Es  seien  «/,  tv,"  (mit  K^),  a^',  a^'  (mit  K.^  die  4  Schnittpunkte; 
sie  sind  alle  4  imaginär ;  conjugirt  seien  «/  a^  und  «/'  a^' .  Also 
bilden  die  lieiden  Geraden  «j'  of^'  und  «/'  u^'  ein  reelles  Geraden- 
paar; die  4  Punkte  verhalten  sich  wie  die  Schnittpunkte  zweier 
reellen  Kegelschnitte;  also  müssen  die  beiden  andern  Geraden- 
paare puuktirt  sein,  z.  B.  das  Geradenpaar  «,'  u",  a^  a.^'  oder 
[E^,  T),  [E^,  T);  d.  h.  der  Punkt,  in  dem  T  die  Gerade  (^„  E^) 
trifft,  muss  reell  sein,  folglich  muss,  da  T  beliebig  ist,  diese 
ganze  Gerade  reell  sein.     Also: 

Die  Schnittgerade  zweier  imaginären  Ebenen,  in 
denen  sich  zwei  (imaginäre)  Kegelschnitte  befinden, 
die  den  Durchschnitt  zweier  reellen  Flächen  2,  Ord- 
nung zusammensetzen,  ist  reell. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  ausführlicheren  Betrachtung  des 
speciellen  Falls  über,  in  dem  die  beiden  Kegelschnitte  AT, 
und  Ä'.,  zu  Geradenpaaren  degeneriren,  so  dass  die 
Schnittcurve  der  beiden  reellen  Flächen  durch  ein 
sogenanntes  windschiefes  Vierseit  gebildet  wird.  Sind 
die  beiden  Ebenen  E^  E^  der  Geradenpaare  reell,  so 
sind  diese  entweder,  wie  wir  oben  erkannten,  beide  reell, 
oder  beide  punktirt;  im  ersteren  Falle  ist  das  zweite 
Ebenenpaar,  das  durch  das  Vierseit  geht,  auch  reell, 
im  zweiten  ist  es,  wie  nicht  schwer  zu  erkennen,  imaginär 
und  mit  einer  reellen  Schnittgeraden  versehen.  Wir 
wenden  uns  mm  zu  dem  Falle,  dass  beide  Ebenen  E^  und 
E^  imaginär  sind.  Das  Geradenpaar  in  E^  bestehe  aus  der 
reellen  Geraden  a^  und  der  imaginären  ö^  (reelle  und  punktirte 
Geraden  kommen  nicht  auf  derselben  reellen  Fläche  2.  Ordnung 
vor),  die  Geraden  des  andern  Paars  seien  a.>  b^,  und  zwar  werde 

17* 
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«j  von  a.,'  *i  ^on  &2  getroffen.  Die  Schnittpunkte  jeder  reellen 
Ebene  T  mit  den  4  Geraden  verhalten  sich  wie  die  Schnittpunkte 
zweier  reellen  Kegelschnitte,  offenbar  hier  der  Schnitte  der  Ebene 
mit  den  beiden  reellen  Flächen  2.  Ordnung  mit  reellen  Geraden, 
deren  Durchschnitt  die  4  Geraden  bilden;  also  kommen  die  reel- 
len unter  diesen  Schnittpunkten  und  ebenso  die  imaginären  paar- 
weise vor;  der  mit  a^  ist  reell,  der  mit  6,  imaginär,  folglich 
muss  noch  einer  reell  und  ebenso  einer  imaginär  sein.  Da  T 
beliebig  ist,  muss  dann  die  Gerade,  auf  welcher  der  betreffende 
Schnittpunkt  liegt,  resp.  reell  und  imaginär  sein,  a^  kann  nicht 
reell  sein,  denn  das  reelle  Geradenpaar  «,  «.,  würde  fordern,  dass 
auch  das  zweite  b^  b^  reell  sei;  aber  b^  ist  imaginär.  Folglich 
muss  02  i'eell  und  a.^  imaginär  sein.  Die  Ebenen  ö,  «.,,  b^  b^  sind 
imaginär  und  bilden  das  zweite  Ebenenpaar,  das  durch  das  Vier- 
seit  geht,  aber  weder  bei  («i  by,  a^  b^),  noch  bei  («i  a.,,  by  b^  ist 
die  Schniltgerade  reell,  was  ja  auch  nur  dann  nothwendig  ist, 
wenn  die  beiden  Kegelschnitte  in  den  imaginären  Ebenen  von 
jeder  reellen  Ebene  in  4  imaginären  Punkten  getroffen  werden; 
unsere  4  Geraden,  die  auf  zwei  verschiedene  Weisen  zwei  solche 
Kegelschnitte  bilden,  werden  in  zwei  reellen  und  zwei  imaginären 
Punkten  getroffen.  Diese  zwei  imaginären  Punkte  sind  noth- 
wendig conjugirt,  liegen  auf  derselben  reellen  Geraden.  Also 
die  beiden  imaginären  Geraden  b^  a^  sind  so  beschaffen,  dass 
jede  reelle  Ebene  sie  in  zwei  derselben  reellen  Geraden  ange- 
hörigen  imaginären  Punkten  trifft,  oder,  was  daraus  unmittelbar 
folgt,  dass  die  reelle  Gerade,  die  durch  jeden  (imaginären)  Punkt 
der  einen  geht,  die  andere  Gerade  trifft.  Zwei  solche  imaginären 
Geraden  heissen  conjugirte. 

Also  zwei  reelle  Flächen  2.  Ordnung  mit  reellen 
Geraden  (ein flächige  Hyperboloide),  welche  zwei  reelle 
windschiefen  Geraden  gemein  haben,  haben  noch  zwei 
windschiefe  Geraden  der  anderen  Schaar  gemein,  die 
entweder  beide  reell  (weil  ein  reelles  Geradenpaar  nur  mit 
einem  reellen  andern  zusammen  den  Durchschnitt  zweier  reellen 
Flächen  2.  Ordnung  bildet)  oder  conjugirt  imaginär  sind. 

Die  4  Geraden,  welche  vier  reellen  windschiefen 
Geraden  p  q  r  s,  die  nicht  die  hyperboloidische  Lage 
haben,  begegnen,  sind  die  beiden  ferneren  Geraden,  die  den 
Hyperboloiden  [/>  q  r\  und  [_p  q  s]  ausser  den  beiden  windschiefen 
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Geraden />  5-  noch   gemein    sind,    sind    also    ent\veder    beide 
reell  oder  conjugirt  imaginär. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Geraden  des  einen  Paars  «^  (bj 
seien  punklirt  und  haben  ihren  reellen  Punkt  nicht  gemein, 
dann  müssen  auch  «,  ^2  punktirt  sein  (denn  punktirle  Geraden 
kommen  weder  mit  reellen  noch  mit  imaginären  Geraden  auf 
derselben  reellen  Fläche  2.  Ordnung  vor)  und  nicht  ihren  reellen 
Punkt  gemein  haben.  Aber  jede  durch  den  reellen  Punkt  von 
«j  gelegte  reelle  Ebene  muss  doch  die  3  übrigen  Geraden  noch 
mindestens  in  einem  reellen  Punkte  treffen,  was  nur  dann  mög- 
lich ist,  wenn  eine  dieser  3  Geraden,  also  eine  der  2  Geraden 
«2  öo  ^^^^  "1  il^''6n  reellen  Punkt  gemein  hat.  Das  muss  natür- 
lich «2  sein,  welche  «j  trifft ;  ebenso  haben  6,  und  62  ihren  reel- 
len Punkt  gemein.     Also: 

Wenn  vier  punktirte  Geraden  den  Durchschnitt 
zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung  zusammensetzen, 
so  bilden  sie  zwei  punktirte  Geradenpaare,  die  na- 
türlich dann  in  reellen  Ebenen  liegen. 

Das  eine  Geradenpaar  a^  b^  bestehe  aus  zwei  imaginären 
Geraden,  dann  besteht  auch  a^  b^  aus  solchen;  punktirt  können 
«2,  bo  nicht  sein,  weil  auf  derselben  reellen  Fläche  nicht  punk- 
tirte und  imaginäre  Geraden  vorkommen;  a^  bo  kann  nicht  reell 
sein,  weil  dann  auch  </,  b^  reell  sein  müsste;  eine  der  beiden 
Geraden  «2»  ^2  ^^'^^  nicht  reell  sein,  die  andere  imaginär,  weil 
dasselbe  bei  «j,  J^  stattfinden  müsste,  also  sind  auch  «2»  ^2  ^^^' 
ginär.  Die  4  Schnittpunkte  des  Vierseits  mit  einer  reellen  Ebene 
sind  die  4  imaginären  Schnittpunkte  zweier  reellen  Kegelschnitte 
—  dies  ist  unmittelbar  einleuchtend,  da  die  beiden  Flächen 
2.  Ordnung,  welche  sich  in  dem  Vierseit  der  4  imaginären  Ge- 
raden schneiden,  reelle  Geraden  besitzen  — ,  also  gehen  durch 
sie  ein  reelles  und  zwei  punktirte  Geradenpaare.  Da  die  4  Ge- 
raden imaginär  sind,  so  können  die  beiden  durch  das  Vierseit 
gehenden  Ebenenpaare  («1  b^,  a^  60)  und  («j  «2»  ^1  ^2)  nicht  reell 
sein ;  ersichtlich  sind  also  die  beiden  punktirten  Geradenpaare  die 
Durchschnitte  der  reellen  Ebene  mit  ihnen,  woraus  folgt,  dass 
die  Schnittgeraden  der  Ebenenpaare  reell  sind. 

Das  reelle  Geradenpaar  in  jeder  reellen  Ebene  wird  durch 
Geraden  gebildet,  die  die  Schnittpunkte  je  zweier  windschiefen 
Geraden  des  Vierseits   und   der   Ebene   verbinden,    so  dass  auch 
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die  beiden  Paare  Avindschiefer  Geraden  zwei  Paare  conjugirter 
imaginären  Geraden  sind. 

Also  wenn  4  imaginäre  Geraden,  weiche  ein  wind- 
schiefes Vierseit  bilden,  den  Durchschnitt  zweier 
reellen  Flächen  2.  Ordnung  zusammensetzen,  so  sind 
je  zwei  windschiefe  conjugirt  imaginär  und  die  bei- 
den imaginären  Ebenenpaare,  welche  durch  das  Vier- 
seif gehen,  haben  reelle  Schnittgeraden. 

83.  Liegt  auf  einer  imaginären  Fläche  2.  Ordnung  Fr  eine 
reelle  Gerade  G,  so  schneidet  jede  reelle  Ebene,  welche  durch  G 
gelegt  ist,  die  Fläche  noch  in  einer  punklirten  Geraden.  Die 
Schaar  der  Fläche  also,  zu  welcher  G  nicht  gehört,  enthält  ein- 
fach unendÜch  viele  punktirten  Geraden.  5  von  den  reellen 
Punkten. dieser  Geraden  und  8  reelle  Punkte  auf  G  erzeugen  ein 
reelles  Flächenbüschel  2.  Ordnung,  zu  dem  auch  Fi^  gehört.  Die 
Grundcurve  desselben  besteht  aus  der  reellen  Geraden  G  und 
demnach  noch  aus  einer  reellen  die  Gerade  G  zweimal  treffenden 
Raumcurve  3,  Ordnung.  Besitzt  mithin  eine  imaginäre 
Fläche  2.  Ordnung  eine  reelle  Gerade,  so  besitzt  sie 
auch  eine  reelle  cubische  Raumcurve,  auf  der  die 
reellen  Punkte  sämmtlicher  punktirten  Geraden  sich 
befinden,  welche  in  der  Schaar  der  Fläche,  zu  der  die 
reelle  Gerade  nicht  gehört,  vorkommen. 

Liegen  auf  der  imaginären  Fläche  2.  Ordnung 
zwei  reelle  einander  schneidenden  Geraden,  so  giebt 
es  in  jeder  Schaar  unendlich  viele  punktirten  Gera- 
den. Alle  reellen  Punkte  dieser  Geraden  bilden  einen 
Kegelschnitt,  der  mit  den  beiden  reellen  Geraden  die 
Grundcurve  eines  reellen  Flächenbüschels  2.  Ord- 
nung bildet.  Je  eine  punktirte  Gerade  der  einen 
Schaar  hat  mit  einer  der  andern  ihren  reellen  Punkt 
gemein. 

Hat  also  eine  imaginäre  Fläche  2.  Ordnung  zwei 
reelle  einander  schneidenden  Geraden,  so  besitzt  sie 
auch  einen  reellen  Kegelschnitt,  welcher  im  speciel- 
len  Falle  auch  zum  Geradenpaare  degeneriren  kann. 

Die  eben  erhaltenen  Resultate  sind  besondere  Fälle  des  all- 
gemeineren Satzes,  dass  jede  imaginäre  Fläche  2.  Ordnung  die 
Grundcurve  eines  reellen  Flächenbüschels  2.  Ordnung  enthält,  wie 
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dies  analytisch  iinmittelijar  einleuchtet,    weil  ihre  Gleichung  stets 
von  der  Form 

cp  -\.  i^fj  =  0 
ist,  worin  95  =  0  und  1^  =  0  die  Gleichungen  reeller  Flächen 
2.  Ordnung  sind,  deren  Schnittcurve  auf  der  imaginären  Fläche 
9?  -j-  ?■  1/;  ==i  0  ersichtlich  liegen  nmss.  Doch  da  diese  Schnitt- 
curve nicht  immer  reell  ist,  kann  man  nicht  unbedingt,  wie  dies 
Herr  F.  August  thut,*)  sagen,  dass  jede  imaginäre  Fläche  2.  Ord- 
nung eine  reelle  Haumcurve  4.  Ordnung  enthält. 

84.  Es  seien  i^, ,  F2,  F^  drei  reelle  Flächen  2.  Ord- 
nung, die  nicht  demselben  Büschel  angehören.  P  sei 
einer  von  ihren  8  ßegegnungspunkten,  und  zwar  sei  er  imaginär, 
R  die  reelle  Gerade,  welche  durch  ihn  geht,  E  eine  reelle  Ebene, 
welche  durch  diese  gelegt  ist.  P  ist  offenbar  einer  der  4  Punkte, 
in  denen  die  Ebene  E  die  Schnittcurve  von  F^  und  i^j  ti'ißt,  also 
geht  R  noch  durch  einen  zweiten  dieser  4  Punkte  und  zwar 
einen  imaginären.  Mithin  trifft  R  die  Schnittcurve  (jP,,  F^)  noch 
einmal  und  zwar  in  einem  imaginären  Punkte,  ebenso  aber  auch 
die  Schnittcurve  (^'j,  JF'3)  und  die  Schnittcurve  {F^,  F^).  Aber  der 
zweite  Punkt,  in  dem  R  die  Curve  {F^,  F^)  trifft,  muss  nothwen- 
dig  identisch  sein  mit  dem,  in  welchem  sie  die  Curve  [F^,  F^) 
trifft,  nämlich  beide  Male  der  zweite  Punkt,  in  dem  sie  F^  trifft. 
Da  nun  R  in  demselben  Punkte  zum  zweiten  Male  die  Curven 
[F^,  F2)  und  {Fy,  F^)  trifft,  trifft  sie  auch  in  demselben  Punkte 
zum  zweiten  Male  die  3  Flächen  F^,  F^,  F^  und  zwar  imaginär. 
Demnach  geht  die  einzige  reelle  Gerade,  welche  durch  einen 
imaginären  von  den  8  Schnittpunkten  dreier  reellen  Flächen 
2.  Ordnung  geht,  noch  durch  einen  zweiten  und  zwar  auch 
imaginären  dieser  8  Punkte.     Wir   erhalten  das  Resultat: 

Unter  den  8  Schnittpunkten  dreier  reellen  Flä- 
chen 2.  Ordnung  kommen  die  imaginären  paarweise 
conj  ugirt  vor. 

Blithin  auch:  Die  Schnittcurve  zweier  reellen  Flä- 
chen 2.  Ordnung  begegnet  einer  dritten  reellen  Fläche 
2.  Ordnung  in  8  Punkten,  unter  denen  die  imaginären 
paarweise  conjugirt  sich  vorfinden.  Diese  Schnittcurve 
kann  zerfallen  in    eine    reelle  Gerade    und  eine  reelle  cubische 
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Raumciirve.  Die  reelle  Gerade  begegnet  einer  reellen  Fläche 
2.  Ordnung  sicher  entweder  in  2  reellen  oder  in  2  conjugirten 
imaginären  Punkten,  folglich: 

Eine  reelle  cubische  Raumcurve  begegnet  einer 
reellen  Fläche  2.  Ordnung  in  6  Punkten,  unter  denen 
die  imaginären  paarweise  conjugirt  vertreten  sind. 

Wir  nehmen  an,  die  drei  Flächen  F^F^F.^  haben  eine 
reelle  Gerade  Ä  gemein.  F^  und  F^  haben  ausser  A  noch 
die  reelle  cubische  Raumcurve  R^^^  gcm^^in.  welche  A  entweder 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  (conjugirten)  imaginären  Punkten 
begegnet.  Eine  beliebige  dritte  Fläche  2.  Ordnung  trifft  R^^^ 
in  6  Punkten,  unter  denen  die  imaginären  paarweise  conjugirt 
sich  finden.  Die  Fläche  F^  geht  aber  durch  A,  also  sind  zwei 
von  diesen  6  Punkten  die  beiden,  in  denen  A  von  R"^^^  getroffen 
wird.  Ausserhalb  A  begegnen  sich  die  drei  Flächen  in  4  Punk- 
ten, und  da  die  eben  genannten  beiden  Punkte  auf  A  entweder 
beide  reell  oder  conjugirt  imaginär  sind,  so  kommen  auch 
unter  den  4  ausserhalb  A  liegenden  den  3  Flächen 
gemeinsamen  Punkten  die  imaginären  jj  aar  weise  con- 
jugirt vor. 

Die  Polarhyperboloide  dreier  in  einen  Punkt  n  zusararaen- 
stossenden,  aber  nicht  derselben  Ebene  angehörenden  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung  haben  die  conju- 
girte  Polare  des  Punktes  n  in  Bezug  auf  das  Büschel  gemein, 
ausserdem  noch  4  Punkte.  Diese  sind  die  Spitzen  der  4  Kege' 
des  Büschels.     Demnach: 

Die  Spitzen  der  4  Kegel  eines  reellen  Büschels 
2.  Ordnung  sind  stets  paarweise  imaginär  und  je  zwei 
eines  solchen  Paars  conjugirt. 

Ist  die  Grundcurve  des  Büschels  reell,  so  haben 
wir,  da  dann  eine  reelle  Spitze  auch  einen  reellen  Kegel  for- 
dert, 3  Fälle  zu  unterscheiden:  1)  alle  4  Kegel  sind 
reell,  2)  zwei  Kegel  reell,  zwei  imaginär  mit  auf  der- 
selben reellen  Geraden  liegenden  Spitzen,  3)  alle 
4  Kegel  imaginär  und  die  Spitzen  je  zweier  dersel- 
ben reellen  Geraden  angehörend,  so  dass  esim  ersten 
Falle  3  Paare  reeller  Geraden  giebt,  welche  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  des  Büschels  einander  reciproksind, 
in   den   beiden  letzten   ein   solches   reelles  Paar.     Eine 
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durch  die  Spitze  eines  reellen  Kegels  gelegte  reelle  Ebene  schnei- 
det den  Kegel  entweder  in  einem  reellen  oder  in  einem  punk- 
tirten  Geradenpaare,  also  trifl't  im  ersten  Falle  jede  der  4  reellen 
Ebenen,  welche  durch  je  3  der  Kegelspitzen  gelegt  sind,  ent- 
weder alle  3  Kegel  in  einem  reellen  oder  einen  in  einem  reel- 
len, die  beiden  andern  in  einem  punktirten  Geradenpaare  und 
die  Grundcurve  entweder  in  4  reellen  oder  in  4  imaginären 
Punkten.  Im  zweiten  Falle  sind  nur  zwei  dieser  4  Ebenen  reell, 
nämlich  die  durch  die  beiden  imaginären  Kegelspitzen,  also  deren 
reelle  Verbindungsgerade  und  je  eine  der  reellen  Kegelspitzen 
gelegten.  Diese  schneiden  den  betreffenden  reellen  Kegel  in 
einem  reellen  Geradenpaare  und  die  Grundcurve  in  zwei  reellen 
und  zwei  conjugirten  imaginären  Punkten.  Im  dritten  Falle  ist 
keine  der  4  Ebenen  reell. 

Ist  hingegen  die  Grundcurve  imaginär,  so  fordert 
nicht  nothwendig  eine  reelle  Kegelspitze  auch  einen 
reellen  Kegel.  Jede  reelle  Ebene  schneidet  die  Grundcurve 
in  4  imaginären  Punkten,  welche  paarweise  conjugirt  sind  und 
durch  welche  ein  reelles  und  zwei  punktirte  Geradenpaare  gehen. 
Folglich  können  im  Falle  von  4  reellen  Kegelspitzen 
nicht  mehr  als  2  Kegel  imaginär  sein,  weil  bei  3  imagi- 
nären Kegeln  die  durch  ihre  3  reellen  Spitzen  gelegte  Ebene  3 
punktirte  Geradenpaare  enthielte.  Der  Fall  mit  2  reellen 
und  2  conjugirten  imaginären  Kegelspitzen  kann  hier 
nicht  eintreten,  ebenso  können  auch  nicht  alle  4  Ke- 
gelspitzen imaginär  sein;  denn  jede  reelle  durch  die  Ver- 
bindungsgerade zweier  conjugirten  Spitzen  gehende  Ebene  würde 
das  Flächenbüschel  in  einem  Kegelschnittbüschel  schneiden,  in 
welchem  sich  zwei  imaginäre  Geradenpaare  befinden,  was  dem 
Obigen  widerspricht. 

84.  Es  werde  nun  eine  reelle  ebene  Curve  3.  Ord- 
nung C^  und  eine  reelle  Gerade  G  in  derselben  Ebene 
betrachtet.  Wir  denken  uns  die  cubische  Curve  nach  der 
Chaslesschen  Methode  durch  die  Durchschnittspunkte  der  ent- 
sprechenden Elemente  eines  reellen  Kegelschnittbüschels  B  [K) 
und  eines  ihm  projectivischen  reellen  Strahlbüschels  B  [a)  erzeugt, 
dessen  Mittelpunkt  P  ist.  Die  reelle  Gerade  G  wird  von  dem 
Büschel  B  {K)  in  einer  reellen  Involution  und  von  B  («)  in  einer 
reellen  Punktreihe  geschnitten,  welche  einander  projectivisch  sind. 
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Wo  ein  Punkt  der  Punktreihe  mit  einem  Punkte  des  entsprechen- 
den Paars  der  Involution  zusammenfällt,  dort  ist  ein  Punkt  von 
C'-K  Es  sei  S  ein  ganz  beliebiger  reelle  Kegelschnitt  derselben 
Ebene  und  0  ein  beliebiger  reelle  Punkt  desselben.  Die  Invo- 
lution auf  G  werde  von  0  auf  diesen  Kegelschnitt  projicirt;  es 
ist  klar,  dass  jeder  reelle  Punkt  auf  G  eine  reelle  Projection  auf 
S  hat,  da  jeder  durch  0  gehende  reelle  Strahl  den  Kegelschnitt 
S  noch  eiinnal  reell  trilft.  Es  ergiebt  sich  mithin  auf  S  eine 
reelle  krumme  Punktinvolution.  Die  Verbindungsgeraden  der  zu- 
geordneten Punkte  erzeugen  folglich  ein  reelles  Strahlbüschel, 
dessen  Mittelpunkt  Q  sei  und  welches  der  krummen  und  der  ge- 
raden Involution,  mithin  auch  dem  Kegelschnittbüschel  B  (K)  und 
dem  diesem  projectivischen  Strahlbüschel  B  («),  also  auch  dem 
Strahlbüschel  pr^ojectivisch  ist,  dessen  Strahlen  den  Punkt  0  mit 
der  von  B  («)  in  G  eingeschnittenen  Punktreihe  verbinden.  Mit 
diesem  letzteren  Strahlbüschel  erzeugt  das  Strahlbüschel  um  Q 
einen  reellen  Kegelschnitt  Z,  der  durch  0  und  n  geht  und  mit 
S  ausser  0  noch  entweder  3  reelle  oder  einen  reellen  und  2  con- 
jugirte  imaginären  Punkte  gemein  hat.  Die  von  0  nach  diesen 
3  Punkten  gehenden  Strahlen,  welche  in  derselben  Weise  reell 
oder  imaginär  sind,  als  die  Punkte,  markiren  auf  G  diejenigen 
Punkte,  in  denen  ein  Punkt  der  durch  B  {a)  auf  G  eingeschnit- 
tenen Punktreihe  sich  mit  einem  des  entsprechenden  Paars  der 
auf  G  durch  B  [K)  hervorgerufenen  Involution  vereinigt,  folglich 
die  3  Punkte  von  C^ ,  welche  auf  G  liegen,  und  diese  3  Punkte 
müssen  ersichtlich  wieder  in  derselben  Weise  reell  oder  imaginär 
sein,  wie  die  3  Strahlen.     Also: 

Jede  reelle  ebene  Curve  3.  Ordnung  wird  von  einer 
reellen  Geraden  ijirer  Ebene  entweder  in  drei  reel- 
len oder  in  einem  reellen  und  zwei  imaginären  Punk- 
ten getroffen. 

Das  Conjugirtsein  dieser  beiden  imaginären  Punkte  versteht 
sich  von  selbst.  Jeder  imaginäre  Punkt  auf  einer  reellen  cubi- 
schen  Curve  hat  seinen  conjugirten  auf  ihr,  nämUch  den  zweiten 
imaginären  Punkt,  in  welchem  die  reelle  durch  jenen  gehende  Ge- 
rade die  Curve  trifft. 

Es  sei  wieder  C^  eine  reelle  cubische  Curve,  a  und  b  seien  zwei 
reelle  Geraden  ihrer  Ebene,  welche  C^  in  den  Punkten  «,  «^  a^ 
resp.  |5j  jSj  /Jg  treffen.     Einer   von  diesen  3  Punkten   muss  reell 
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sein,  also  auf  a  sei  es  «^  auf  b  :  ßy.  Die  Punkte  a,  a^,  ebenso 
|S,,  jSg  sind  entweder  auch  beide  reell  oder  beide  imaginär.  Die 
reelle  Gerade  L  =  (Xy  ß^  Irillt  6'^  zum  dritten  Male  reell,  in  y^. 
c  sei  eine  reelle  Gerade,  die  durch  y^  geht  und  C^  noch  zwei- 
mal reell  trillt,  in  y^  und  7.5.  Da  a^  |3,  y^  in  der  geraden  Linie 
L  liegen ,  so  befinden  sich  die  6  übrigen  Punkte  «2  "3  §2  ßi  72  73 
auf  einem  Kegelschnitte  K.  Die  3  Curven  C^,  [a,  b,  c)  und  [L,  K) 
sind  3  Mitglieder  des  Büschels,  dessen  Grundpunkte  die  9  Punkte 
a,  ß,  y  sind.  Jede  durch  einen  dieser  Grundpunkte  gelegte  Ge- 
rade wird  von  allen  Curven  des  Büschels  noch  in  einer  (quadra- 
tischen) Involution  geschnitten.  Es  sei  /  eine  reelle  durch  y^ 
gehende  Gerade,  welche  C'^  noch  zweimal  reell,  in  k'  und  A", 
trifft,  deren  es  unzählig  viele  giebt.  Sie  treffe  die  Geraden 
a,  b,  L  in  den  offenbar  reellen  Punkten  a,  fc,  l.  Die  Punkten- 
paare A',  A";  a,  b  sind  zwei  Punktenpaare  der  eben  erwähnten 
-Involution  auf/,  die  demnach  reell  ist;  folglich  ist  auch  der  dem 
Punkte  I  zugeordnete  Puidit  t  reell,  das  ist  der  zweite  Punkt,  in 
dem  K  von  /  getroffen  wird,  demnach  ist  K  reell. 

«j  «3,  ß^  ß.^  sind  mithin  Grundpunkte  eines  reellen  Kegelschnitt- 
büschels, als  dessen  Constiluenten  hier  K  und  [a,  b)  dienen.  Also : 

Von  den  6  Punkten,  in  denen  zwei  reelle  Geraden 
einer  reellen  cubischen  Curve  begegnen,  sind  min- 
destens zwei  (auf  jeder  einer)  reell.  Die  4  übrigen 
sind  Grundpunkte  eines  reellen  Kegelschnittbüschels 
und  erzeugen,  wenn  sie  alle  4  imaginär  sind,  ausser 
dem  reellen  Geradenpaare  der  beiden  Geraden  noch 
zwei  punktirte  Geradenpaare.     Daraus  folgt: 

Die  (imaginäre)  Verbindungsgerade  zweier  imagi- 
nären nicht  conjugirten  Punkte  einer  reellen  cubi- 
schen Curve  wird  von  der  Verbindungsgeraden  der 
beiden  ihnen  conjugirten  Punkte  der  Curve  in  einem 
reellen  Punkte  getroffen. 

85.  Weil ,  wie  wir  oben  fanden ,  eine  reelle  cubische 
Curve  von  einer  reellen  Geraden  ihrer  Ebene  entweder  drei- 
mal reell  oder  einmal  reell  und  zweimal  imaginär  getroffen 
wird,  wird  auch  eine  reelle  Fläche  3.  Ordnung  von 
einer  reellen  Geraden  entweder  dreimal  reell  oder 
einmal  reell  und  zweimal  imaginär  getroffen.  Da 
also    unter    den    Schnittpunkten    der    Geraden    mit    der    Fläche 
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sich  mindestens  ein  reeller  befindet,  so  wird  eine  reelle 
cubische  Fläche  von  einer  reellen  Ebene  in  einer 
reellen  «kubischen  Curve  getroffen;  mithin  auch  von 
der  unendlich  entfernten  Ebene,  so  dass  jede  reelle  cubische 
Fläche  reelle  unendUch  entfernten  Punkte  hat.  Zerspaltet  sich 
die  Schnittcurve  einer  reellen  Ebene  in  eine  Gerade 
und  einen  Kegelschnitt,  so  muss  die  Gerade  reell, 
der  Kegelschnitt  kann  reell  und  imaginär  sein,  weil 
nur  so  jede  reelle  Gerade  der  Ebene  auf  die  oben  beschriebene 
Weise  die  Fläche  trifft.  Und  ersichtlich  darf  der  Kegel- 
schnitt aus  demselben  Grunde,  wenn  er  imaginär  ist, 
keinen  einzigen  reellen  Punkt  besitzen.  Es  ist  einleuch- 
tend, dass  jede  reelle  Dreieckebene  entweder  drei  re- 
elle Geraden  oder  eine  reelle  und  zwei  punktirte  Ge- 
raden ausschneidet  (denn  imaginäre  Geraden  giebt  es  in 
einer  reellen  Ebene  nicht);  die  beiden  punktirten  Geraden 
uiüssen  ihren  reellen  Punkt  gemein  haben,  weil  sonst 
jede  reelle  Gerade  der  Ebene,  welche  durch  den  reellen  Punkt 
der  einen  punktirten  Geraden  und  nicht  just  auch  durch  den  der 
andern  geht,  die  Fläche  in  zwei  reellen  und  einem  imaginären 
Punkte  träfe.  Also  jede  durch  eine  reelle  Gerade  einer 
reellen  cubis eben  Fläche  gelegte  reelle  Dreieckebene 
schneidet  noch  ent weder  ein  reelles  oder  einpunktirtes 
Geraden  paar  aus.  Das  reelle  Geradenpaar  ist  eine  Degeneration 
des  reellen  Kegelschnitts,  das  punktirte  der  Uebergang  vom  reel- 
len zum  imaginären.  Eine  Dreieckebene  der  ersteren  Art  be- 
rührt die  Fläche  dreimal  reell  und  zwar  in  der  Weise,  wie  ein 
reelles  einflächige  Hyperboloid  (speciell  hyperbolische  Paraboloid; 
von  einer  reellen  Ebene  berührt  wird  (hyperbolische  Berührung); 
eine  Dreieckebene  der  andern  Art  berührt  zweimal  imaginär  und 
einmal  reell  und  zwar  so,  wie  ein  reelles  Ellipsoid  oder  ein 
reelles  zweiflächige  Hyperboloid  (speciell  elliptische  Paraboloid) 
von  einer  reellen  Ebene  berührt  wird  (elliptische  Berührung). 

Durch  eine  punktirte  Gerade,  welche  auf  einer 
reellen  cubischen  Fläche  liegt,  geht  eine  einzige 
reelle  Ebene;  diese  kann  weder  einen  reellen,  noch  einen 
imaginären  Kegelschnitt  ausschneiden,  weil  sonst  nur  die  durch 
ihren  reellen  Punkt  gehenden  reellen  Geraden  dieser  Ebene  die 
cubische  Fläche  in  der  oben  beschriebenen  Weise  schneiden  wür- 
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den.  Der  fernere  Schnitt  muss  sich  in  eine  reelle  Ge- 
rade und  eine  punktirte  auflösen ,  welche  letztere  mit 
der  schon  in  der  Ehene  gedachten  punktirten  Gera- 
den ihren  reellen  Punkt  gemein  hat.  Daraus  geht  auch 
hervor,  dass  jedes  auf  einer  reellen  allgemeinen  Fläche 
3.  Ordnung  liegende  punktirte  Geraden  paar  in  einer 
reellen  Ebene  liegen  muss.  Denn  wäre  dies  nicht  der  Fall, 
so  gäbe  es  doch  immerhin  eine  reelle  Ebene,  welche  durch  jede 
der  beiden  Geraden  des  punktirten  Paars  geht;  diese  schnitte 
aus  der  Fläche  noch  eine  reelle  und  eine  punktirte  Gerade  aus, 
welche  mit  der  ersteren  punktirten  Geraden  ihren  reellen  Punkt 
gemein  hätte,  so  dass  durch  diesen  Punkt  drei  Gerade  der  Fläche 
gingen,  er  mithin  ein  Knotenpunkt  wäre. 

Jede  imaginäre  Ebene  hat  eine  reelle  Gerade,  folglich  hat 
auch  die  cubische  Curve,  welche  sie  aus  einer  reellen  cubiscben 
Fläche  schneidet,  entweder  drei  in  gerader  Linie  liegende  oder 
einen  reellen  Punkt,  ausgenommen  den  Fall,  wo  die  reelle  Gerade 
der  imaginären  Ebene  ganz  auf  der  cubischen  Fläche  liegt. 

Jede  durch  eine  reelle  Gerade  einer  reellen 
cubischen  Fläche  gelegte  imaginäre  Ebene  schneidet 
ersichtlich  einen  imaginären  Kegelschnitt  aus,  der 
ausserhalb  der  Geraden  gewiss  keinen  reellen  Punkt  hat, 
weil  sonst  die  Ebene  reell  wäre.  Dass  die  beiden  auf  der  reel- 
len Geraden  liegenden  Punkte  des  Kegelschnitts  auch  nicht  reell 
sind,  wird  später  bewiesen  werden.  Geht  durch  eine  reelle 
Gerade  eine  imaginäre  Dreieckebene,  so  schneidet 
diese  noch  2  imaginäre  Geraden  aus.  Punktirte  Geraden 
mit  ausserhalb  der  reellen  Geraden  liegendem  reellen  Punkte  wür- 
den die  Ebene  reell  machen;  läge  aber  der  reelle  Punkt  einer 
solchen  punktirten  Geraden  auf  der  reellen  Geraden,  so  würde 
die  durch  die  punktirte  Gerade  gehende  reelle  Ebene  noch  eine 
punktirte  Gerade  enthalten,  die  durch  den  reellen  Punkt  ginge,  so 
dass  sich  3  durch  diesen  Punkt  gehende  Geraden  der  Fläche  er- 
geben würden. 

Eine  durch  eine  punktirte  Gerade  einer  reellen 
cubischen  Fläche  gehende  imaginäre  Ebene  begegnet 
der  Fläche  noch  in  einem  imaginären  Kegelschnitte, 
der  entweder  gar  keinen  oder  zwei  mit  dem  reellen 
Punkte  der  punktirten   Geraden   in  gerader   Linie  lie- 
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gende  reellen  Punkte  besitzt.  Degenerirt  er  zum  Ge- 
radenpaare, so  sind  entweder  beide  Geraden  punk- 
tirt  oder  beide  imaginär.  Im  ersteren  Falle,  wo  in  der 
Ebene  3  punktirte  Geraden  liegen,  können  keine  zwei  ihren  reel- 
len Punkt  gemein  haben,  weil  ein  punktirles  Geradenpaar  eine 
reelle  Ebene  erfordert;  die  3  reellen  Punkte  liegen  auf  derselben 
Geraden. 

Endlich  eine  durch  eine  imaginäre  Gerade  einer 
reellen  cubischen  Fläche  gelegte  imaginäre  Ebene 
—  reelle  lassen  sich  nicht  durch  sie  legen — schneidet  einen 
imaginären  Kegelschnitt  aus,  welcher  einen  reellen 
Punkt  hat.  Degenerirt  er  zum  Geradenpaar,  so  be- 
steht dies  entweder  aus  einer  reellen  und  einer  ima- 
ginären Geraden  oder  aus  einer  punktirte n  und  einer 
imaginären  Geraden.  Keine  drei  imaginären  Geraden 
können  ein  auf  einer  reellen  cubischen  Fläche  liegen- 
des Dreieck  bilden,  weil  die  reelle  Gerade  der  imaginären 
Ebene  dieses  Dreiecks  doch  mindestens  einmal  die  cubische  Fläche 
reell  treffen  muss. 

86.  Es  seien  jetzt  unserer  Betrachtung  zwei  reelle  cu- 
bischen Curven  C^j  und  C\  derselben  Ebene  vorgelegt, 
von  deren  9  Schnittpunkten  4,  a,  ß,  y,  ö,  bestimmt  reell 
sind.  Dann  giebt  es  auf  jeder  der  beiden  Curven  C^^  und  C^, 
einen  reellen  Punkt  Pj  resp.  P^,  den  Gegenpunkt  zu  {a  ß  y  6), 
der  so  beschaffen  ist,  dass  das  durch  ihn  gelegte  Strahlbüschel 
in  gewisser  Weise  projectivisch  auf  das  durch  {a  ß  y  d)  gelegte 
Kegelschnittbüschel  bezogen  mit  demselben  nach  der  Chaslesschen 
Methode  die  Curve  C^j  resp.  C'^^  erzeugt.  Die  beiden  Strahl- 
büschel um  P^  und  Pj  ^^^^  ^'^^  «'uch  unter  einander  projecti- 
visch, und  es  entsprechen  sich  in  ihnen  zwei  solche  Strahlen 
Oj'"  und  a^'",  welche  demselben  Kegelschnitt  Ä'"»  aus  {a  ß  y  6) 
entsprechen.  Sie  erzeugen  mithin  einen  reellen  Kegelschnitt  M, 
welcher  durch  die  Strahlbüschelgrundpunkte  P^  und  P^  geht  und 
demnach  jede  der  beiden  Curven  C^^  und  C^j  noch  in  5  Punk- 
ten schneidet.  Ein  solcher  Schnittpunkt  mit  C^^  sei  a;  in  ihm 
schneiden  sich,  weil  er  ein  Punkt  von  M  ist,  zwei  entsprechende 
Strahlen  a^"  und  a^" ,  und  weil  er  ein  Punkt  von  C^j  ist,  der 
Strahl  Oy*^  und  sein  entsprechender  Kegelschnitt  K",  also  schnei- 
den sich  in  ihm  auch  Oo*^  und  K",  welche  einander  ebenfalls  ent- 
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sprechen,  mithin  ist  6  auch  ein  Punkt  auf  C^^,  demnach  sind 
die  f)  Punkte,  welche  31  ausser  Pj  resp.  P^  mit  C^^  und  C^., 
gemein  hat,  identiscii  und  zwar  die  5  Schnittpunkte  s  ^  i]  d-  i, 
welche  C^^  und  C^<^  aussef  a  ß  y  6  noch  besitzen.  Jedem  Punkte 
7n  des  Kegelschnitts  iF/ entspricht  ein  Kegelschnitt  A'"'  aus  {aßyö), 
nämlich  der,  dessen  entsprechende  Strahlen  a^"'  und  a,'"  in  P^ 
und  ^2  einander  in  tn  begegnen.  Es  sei  P^  ein  beliebiger  reelle 
Punkt  auf  31;  wir  beziehen  das  Strahlbüschel,  dessen  Grund- 
punkt er  ist,  projectivisch  auf  das  Kegelschnitlbüschel  («  ß  y  ^) 
und  zwar  in  der  Weise,  dass  wir  den  nach  3  reellen  Punkten 
m  gehenden  Strahlen  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Kegel- 
schnitte &'"'  zuordnen.  Wegen  der  bekannten  projectivischen 
Eigenschaft  eines  Kegelschnitts  (ilass  hier  das  Strahlbüschel  P^,- 
mit  den  Strahlbüscheln  P^  und  P.,  projectivisch  ist,  in  dem  sich 
die  nach  demselben  Punkte  m  gehenden  Strahlen  entsprechen) 
gehen  auch  die  allen  andern  Kegelschnitten  A"'"  entsprechenden 
Strahlen  aus  /*,•  durch  die  den  Kegelschnitten  entsprechenden 
Punkte  7n  auf  31,  also  auch  z.  B.  die  den  Kegelschnitten  Ji%  A'S 
K'i,  üf ^  Ä',  welche,  wie  wir  oben  sahen,  resp.  durch  die  Punkte 
f.  L  V»  ^'  '■  selbst  gehen,  entsprechenden  Strahlen  aus  P^.  gehen 
durch  e,  f,  rj,  &,  i  und  begegnen  dort  diesen  Kegelschnitten.  Die 
durch  das  Strahlbüschel  P^  und  das  Kegelschnittbüschel  {a  ßy  6) 
erzeugte  cubische  Curve  C\-  geht  somit  durch  «,  ß,  y,  6,  die 
Grundpunkte  des  erzeugenden  Kegelschnittbüschels,  durch  e,  ^,  rj,  &,  i, 
weil  in  diesen  Punkten  entsprechende  Elemente  der  beiden  er- 
zeugenden Büschel  einander  durchschneiden,  und  durch  P^-,  den 
Grundpunkt  des  erzeugenden  Sirahlbüschels.  Bewegt  man  dem- 
nach Pj:  auf  M  herum,  so  erhält  man  das  ganze  Büschel  cubi- 
scher  Curven,  welche  durch  die  9  Schnittpunkte  a,  ß,  y,  d,  e,  t, 
rj,  &,  i  der  beiden  vorgelegten  cubischen  Curven  C^j  und  C^^ 
gehen.  Man  ersieht,  dass  man  sich  bei  dieser  Construction  gar 
nicht  um  die  Bealität  der  5  Punkte  e,  f,  rj,  -9-,  t  zu  kümmern 
braucht.  Den  Punkt  P^,  welcher  der  Curve  C^.^  zugehört,  die 
durch  einen  gegebenen  'reellen  Punkt  x  geht,  ßndet  man  sehr 
leicht.  Dem  (reellen)  Kegelschnitte  {aßyö  x)  entspreche  der 
(reelle)  Punkt  m^^,  die  reelle  Gerade  m:cX  trifft  31  zum  zweiten 
Male  in  dem  reellen  Punkte  P.r.  Dieser  Punkt  Pr  Hefert  die 
reelle  Curve  C^^.     Also: 

Durch   jeden    reellen  Punkt  in   der  Ebene  zweier 


272  Sechstes  Kapitel. 

reellen  cubischen  Curven  geht  eine  reelle  cubische 
Curve,  die  die  9  Schnittpunkte  jener  enthält. 

Wir  wollen  nun  die  cubische  Involution  betrachten,  m eiche 
durch  das  eben  erhaltene  cubische  Büschel  auf  einer  reellen  Ge- 
raden G  hervorgerufen  wird.  Zu  dem  Ende  wählen  wir  den 
Kegelschnitt  M  zu  dem  beliebigen  Kegelschnitt  S,  dessen  wir  uns 
im  Anfang  von  Nr.  84  bedienten.  Da  das  erzeugende  Kegel- 
schnittbüschel für  alle  Curven  unseres  cubischen  Büschels  das- 
selbe ist,  so  ändert  sich  die  (quadratische)  Involution  auf  G  nicht 
von  Curve  zu  Curve,  folglich  auch  nicht  das  Strahlbüschel  Q,  da 
wir  ja  denselben  Punkt  0  auf  M  für  alle  Curven  benutzen  können. 
Von  Curve  zu  Curve  ändert  sich  aber  das  Strahlbüschel  B^  {a) 
mit  dem  Grundpunkte  P^:,  natürlich  also  auch  das  ihm  perspec- 
tivische  Strahlbüschel  um  0  in  Betreff  seiner  Projectivität  zu 
{a  ß  y  6)  und  zum  Strahlbüschel  Q,  wenn  auch  der  Grundpunkt 
0  stets  derselbe  bleibt;  folglich  ändert  sich  auch  der  Kegelschnitt 
^.r.  Alle  diese  Kegelschnitte  Z^:  gehen  durch  0  und  durch  Q, 
aber  noch  durch  zwei  andere  Punkte  0,  und  Q^.  Wenn  näm- 
lich ?«j  und  ??«2  ^^^  beiden  Punkte  sind,  in  denen  der  Kegel- 
schnitt M  die  Gerade  G  trifft,  und  K'"^  und  K""^  die  ihnen  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  aus  {a  ß  y  d),  denen  wieder  im  Büschel 
Q  die  Strahlen  t"'i  und  t'"'  entsprechen,  so  gehen  auch  die  den 
Kegelschnitten  -5^"!  und  K'"^  entsprechenden  Strahlen  «./"'  und 
a,r"'^  in  den  verschiedenen  Büscheln  Ba^{a),  deren  Grundpunkte 
Pjr  alle  auf  M  liegen,  alle  durch  die  beiden  Punkte  m^  und  ?«2 
auf  G,  so  dass,  da  G  perspectivischer  Durchschnitt  für  das  Bü- 
schel um  0  und  die  Büschel  B^r  («)  ist,  den  Strahlen  a^»"!  und 
a^"^  stets  dieselben  beiden  Strahlen  Om^  und  Om^  entsprechen. 
Also  in  allen  den  verschiedenen  Beziehungen,  die  zwischen  den 
Büscheln  0  und  Q  hergestellt  werden,  entsprechen  den  beiden 
Strahlen  /*"'  und  t'"^  von  Q  die  Strahlen  Om^  und  Om^  von  0,  so 
dass  alle  Kegelschnitte  Z^  ausser  den  Punkten  0  und  Q  noch  die 
Punkte  Oj  =  (r',  OrnJ  und  Q^  =  (/'»^  Om^)  gemein  haben,  dem- 
nach ein  Büschel  bilden.  Durch  die  Projeclion  der  3  übrigen 
Schnittpunkte,  welche  jeder  Kegelschnitt  .Z",,  mit  31  ausser  0  ge- 
mein hat,  auf  die  Gerade  G  erhalten  wir  auf  derselben  die  Punkt- 
gruppen der  cubischen  Involution,  in  welcher  sie  durch  das  cu- 
bische Curvenbüschel  getroffen  wird. 

Nehmen   wir  nun   an,   die  Gerade  G   gehe  durch  einen  der 
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9  Grundpunkte  des  cubischen  Büscliels,  v,  so  haben  ^sämmtliclie 
Piiiiklgruppon  der  cubischen  Invohition  einen  Punkt  gemein;  es 
müssen  also  si'unmtliche  Kcgelsciniitte  E,.  den  Kegelschnitt  M 
ausser  schon  in  0  noch  in  einem  zweiten  Punkte,  tv,  gemein- 
schaftlich trerfen,  oder  noch  einer  der  4  Grundpunkte  des  Bü- 
schels Z^r  niuss  auf  M  liegen.  Ist  v  einer  der  4  Punkte  a,  ß,  y,  ö, 
z.  B.  or,  so  hahou  alle  Punktenpaare  der  quadratischen  Involution, 
welche  das  Kegelschnitthüschel  {a  ß  y  6)  auf  G  veranlasst,  den 
Punkt  «  gemein,  so  dass  anch  alle  Punkteupaare  der  krummen 
Involution  auf  M  den  Punkt  a  gemein  haben,  in  dem  Oa  den 
Kegelsclniitt  31  zum  zweiten  Male  trifft.  Mithin  fällt  der  Punkt 
Q  in  diesen  Punkt  a,  so  dass  ersichtlich  ist,  dass  ein  zweiter 
Grundpunkt  des  Büschels  Z-r  auf  M  liegt.  Ist  aber  v  einer  der 
5  Punkte  e,  ^,  i],  ■O-,  i,  z.  B.  e,  so  liegt  er  selbst  auf  M,  fällt  also 
mit  w,  der  seine  Projection  von  0  auf  M  sein  soll,  zusammen, 
ist  selbst  ein  Grundpunkt  des  Büschels  ^.^  und  je  einer  der 
4  Punkte,  in  denen  M  diu'ch  die  Kegelschnitte  Z,.  getroffen  wird. 
Es  sei  nun  £  ein  imaginärer  Punkt  und  G  die  einzige  reelle  Ge- 
rade R,  die  durch  ihn  geht  und  in  unserer  reellen  Ebene  liegen 
muss.  £  ist  ein  imaginärer  Schnittpunkt  des  reellen  Kegelschnitts 
M  und  jedes  der  reellen  Kegelschnitte  Z,,,  folglich  muss  R  noch 
durch  einen  zweiten  imd  zwar  auch  imaginären  Schnittpunkt  von 
M  und  Z,  gehen.  R  trifft  aber  M  ausser  in  e  doch  nur  noch 
in  einem  einzigen  und  zwar  imaginären  Punkte  u;  also  muss 
dieser  Punkt  ein  Schnittpunkt  von  M  mit  jedem  der  Kegel- 
schnitte -S,,  sein;  mithin  gehen  alle  Kegelschnitte  Z_^  durch  ?<, 
welcher  Punkt  demnach  ein  Grundpunkt  ihres  Büschels  ist.  Folg- 
lich sind  von  den  3  Schnittpunkten,  welche  die  Kegelschnitte  Z^ 
ausser  0  mit  M  besitzen,  zwei  und  zwar  zwei  imaginäre,  e  und  u, 
für  alle  Z^;  dieselben;  mithin  haben  alle  Punktgruppen  der  cubi- 
schen Involution  auf  R  zwei  Punkte  gemein,  s  und  u,  denn  diese 
sind  ja  ihre  eignen  Projectionen  von  0  auf  R,  demnach  geht 
die  Gerade  R  durch  zwei  Grundpunkte  des  cubischen  Büschels 
und  zwar  zwei  imaginäre  £  und  ii.  Der  Punkt  u,  da  er  dem 
Kegelschnitte  M  angehört,  muss  somit  einer  der  4  Punkte 
t,  t],  &,  t-  sein. 

Demgemäss  haben  wir  das  Resultat  erhalten: 
Haben    zwei    reelle    cubischen   Curven    derselben 
Ebene  4  reelle  Punkte  gemein,  so  geht  die  reelle  G e - 
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r  a  (1  e ,  welche  durch  einen  i  m  a  g  i  n  ä  i-  e  n  i  h  r  e  r  5  ü  b  r  i  g  e  n 
Schnittpunkte  geht,  auch  noch  durch  einen  zweiten 
und  zwar  auch  imaginären  dieser  Schnittpunkte.  Und 
da  durch  keinen  imaginären  Punkt  zwei  reelle  Geraden  gehen, 
ergieht  sich,  dass  unter  diesen  5  übrigen  Schnittpunkten 
die  imaginären  stets  paarweise  vorkommen  und  je 
zwei  eines  Paars  durch  eine  reelle  Gerade  verbunden 
sind.     Also  giebt  es  3  Fälle: 

1)  alle  5  Punkte  reell ;  2)  2  conjugirt  imaginär  s,  ^  (also  die 
Gerade  e  f  reell)  und  3  reell,  rj,  &,  i;  3)  zwei  Paare  conjugirter 
imaginären  Punkte  e  t  tj  &  (die  Geraden  e  'S,  t]  9  reell)  und  ein 
reeller  Punkt  i.  Also  mindestens  einer  von  den  5  Punkten 
ist  reell. 

Ein  reeller  Kegelsdmitt  C^  habe  mit  einer  reellen  cubischen 
Curve  C^  seiner  Ebene  2  reelle  Punkte  a,  ß  gemein;  die  übrigen 
Schnittpunkte  seien  f,  ^,  t],  d-. 

Wir  vervollständigen  den  Kegelschnitt  C'^  zu  einer  reellen 
cubischen  Curve  durch  eine  reelle  Gerade  L  und  zwar  eine  solche, 
welche  zwei  reelle  Punkte  y,  6  der  Curve  C^  verbindet.  L  trifft 
C'^  zum  dritten  Male  auch  in  einem  reellen  Punkte  t.  Die  bei- 
den Curven  C^  und  (C^,  L)  haben  4  reelle  Punkte  a,  ß,  y,  6 
gemein;  einer  der  5  übrigen  ist  gewiss  reell,  nämlich  i.  Also 
unter  den  4  übrigen,  welche  blos  C^  und  C-  gemein  sind,  kom- 
men die  imaginären  paarweise  und  conjugirt  vor.  Demnach : 
Ilaben  ein  reeller  Kegelschnitt  und  eine  reelle  cu- 
bische  Curve  derselben  Ebene  zwei  reelle  Punkte  ge- 
mein, so  kommen  unter  den  4  übrigen  ihnen  gemein- 
samen Punkten  die  imaginären  paarweise  vor  und 
je  zwei  eines  Paars  gehören  derselben  reellen  Gera- 
den an. 

87.  Wir  lassen  nun  aber  die  Bedingung,  dass  vort  vornher- 
ein bekannt  sei,  dass  der  reelle  Kegelschnitt  C-  und  die  reelle 
cubische  Curve  C^  zwei  reelle  Schnittpunkte  haben,  fallen.  Es 
sei  V  ein  reeller  Punkt  ausserhalb  der  Ebene  E  der  Curven  C^ 
und  C^;  er  erzeugt  mit  C^  einen  Kegel  2.  Ordnung  K-,  mit  C^ 
einen  3.  Ordnung  Ji'K  Durch  zwei  reelle  Kanten  V  und  f"  von 
K^  werde  eine  reelle  Fläche  2.  Ordnung  S-  gelegt,  die  also 
natürlich  der  Gattung  derer  mit  reellen  Geraden  angehört.  S- 
geht  durch    T  und  wird  mithin  von  jeder  Kante  jedes  der  beiden 
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Kegel  in  einem  reellen  Punkte  zum  zweiten  Male  getroffen,  wenn 
sie  reell  ist,  und  in  einem  imaginären,  \Aenn  sie  pnnktirt  ist.  Alle 
Kanten  von  Ä'-  und  A'^  sind  ja  reell  oder  punktirt,  da  sie  alle 
durch  den  reellen  Scheitel  V  gehen.  Die  von  V  nach  einem 
Schnittpunkte  der  heiden  Curven  C-  und  C^  gehende  Gerade  ist 
Kante  beider  Kegel  und  geht  mithin  durch  einen  Punkt,  in  dem 
sich  die  3  Flächen  J{-,  K"^,  S"^  treflen.  V  ist  auf  A'^  ein  drei- 
facher, auf  F-  ein  zweifacher  und  auf  S"^  ein  einfacher  Punkt, 
folglich  concentriren  sich  in  ihm  3.2.1  =  6  von  den  12  Schnitt- 
punkten dieser  3  Flächen,  die  übrigen  6  ergeben  von  V  auf  E 
projicirt  die  6  Schnittpunkte  der  beiden  Curven  C^  und  C'^. 
Diese  6  übrigen  Schnittpunkte  der  3  Flächen  seien  a,  b,  c,  d,  e,  f, 
die  der  Curven,  die  Projectionen  jener,  a,  ß,  y,  8,  z,  (p.  Ist  a 
reell,  so  ist  auch  Va  reell,  also  auch  ihr  Schnittpunkt  a  mit  E. 
Umgekehrt  ist  a  reell,  so  ist  auch  Va  reell,  demnach  auch  der 
zweite  Punkt  a,  in  dem  Va  die  Fläche  S"^  trifft.  Mithin  ent- 
spricht die  Realität  und  Imaginarietät  der  6  Punkte  a,  ß,  y,  6,  e,  cp 
ganz  der  der  Punkte  a,  b,  c,  d,  c,  f. 

Es  sei  nun  a,  also  auch  a  imaginär;  die  reelle  Gerade  durch 
ö  sei  R  und  T  sei  eine  reelle  durch  R  gelegte  Ebene,  die  nicht 
gerade  durch  V  geht.  Diese  Ebene  schneidet  die  beiden  Kegel 
K'^  und  K-  in  reellen  Curven  f^  und  f^,  was  unmittelbar  ein- 
leuchtet, da  K"^  und  K'^  unzählig  viele  reellen  Geraden  besitzen; 
aus  demselben  Grunde  schneidet  T  auch  aus  S^  einen  reellen 
Kegelschnitt  g-  aus.  Da  a  ein  Schnittpunkt  von  Ä'^,  K"^,  S"^  ist, 
so  ist  er  auch  Schnittpunkt  von  f^  und  g"^  und  ebenso  von  f- 
und  g"^.  Die  einzige  reelle  Gerade,  welche  durch  den  imaginä- 
ren Schnittpunkt  a  der  beiden  reellen  Kegelschnitte  f^  und  g"^ 
geht,  geht  auch  noch  durch  einen  zweiten  und  zwar  imaginären 
Schnittpunkt  dieser  Curven.  Die  beiden  Curven  f^  und  g"^  haben 
zwei  reelle  Punkte  gemein,  nämlich  die  Schnittpunkte  von  T  mit 
den  reellen  Kanten  f  und  t" ,  welche  auf  //''  und  5-  liegen. 
Folglich  muss  die  reelle  Gerade  B,  die  durch  den  imaginären 
Schnittpunkt  a  der  beiden  reellen  Curven  f^  und  g~  geht,  noch 
durch  einen  zweiten  und  zwar  imaginären  Schnittpunkt  dieser 
Curven  gehen.  Dieser  zweite  Schnittpunkt  kann  hier  wie  oben 
kein  anderer  Punkt  sein,  als  der  zweite  Punkt,  in  dem  R  dem 
Kegelschnitte  g"^  begegnet.  Also  durch  den  Punkf,  in  dem  R 
den    Kegelschnitt    g'-^    zum    zweiten    Male    trifft  —  und    das  ist 
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notliwendig  ein  imaginärer  —  gehen  auch  f^  und  f^;  niilliin  geht 
R  ausser  durch  a  nocli  durcli  einen  zweiten  und  zwar  imagi- 
nären Schnittpunkt  von  Ä'^,  K-,  S"^.  unter  den  6  Punkten  also» 
■welche  diesen  3  P'lächen  ausser  V  gemein  sind,  finden  sich  die 
imaginären  stets  paarweise  und  die  beiden  eines  Paars  sind  con- 
jugirt.  Sind  a  und  b  imaginär,  so  sind  es  auch  a  und  ß;  sind 
a  und  b  conjugirt,  so  ist  ah  reell,  also  auch  die  Ebene  [V,  ah) 
reell,  mithin  auch  ihre  Schnittgerade  aß  mit  E.  Also:  Unter 
djen  G  Seh nitp unkten  einer  reellen  cu bischen  Curve 
und  eines  reellen  Kegelschnitts,  die  in  derselben 
Ebene  liegen,  kommen  die  imaginären  stets  paar- 
weise vor  und  je  zwei  eines  Paars  sind  conjugirt. 

Es  sind  mithin  hier  4  Fälle  möglich. 

Zwei  conjugirtc  imaginären  unter  diesen  6  Punkten  sind 
Schnittpunkte  einer  reellen  Geraden  mit  dem  Kegelschnitte  C-\ 
sie  können  also  nur  in  einen  reellen  Punkt  zusammenfallen.  Be- 
rühren also  eine  reelle  cu  bische  Curve  und  ein  reel- 
ler Kegelschnitt,  welche  4  reelle  oder  2  reelle  und 
2  conjugirte  imaginären  oder  2  Paare  conjugirter 
imaginären  Punkte  gemein  haben,  e i n a n d e i- ,  so  kann 
das  nur  in  einem  reellen  Punkte  geschehen. 

Es  seien  nun  endlich  zwei  in  derselben  Ebene  E  liegende 
reelle  cubischen  Curven  C^^  und  C'^^  unserer  Betrachtung  unter- 
zogen und  zwar  so,  dass  wir  über  die  Bealität  keines  ihrer 
9  Schnittpunkte  etwas  von  vornherein  wissen.  Ein  reeller  Punkt 
V  ausserhalb  E  erzeugt  mit  C'^^  und  C^^  zwei  reelle  Kegel 
3.  Ordnung  Ä'^j  und  K^^.  Durch  ihre  gemeinschaftliche  Spitze 
werde  eine  reelle  mit  reellen  Geraden  behaftete  Fläche  2.  Ord- 
nung iS^  gelegt.  Die  3  Flächen  haben  ausser  V,  in  dem  sich 
9  Schnittpunkte  concentriren,  noch  9  gemein,  deren  Projectionen 
von  F  auf  iT  ersichtlich  die  9  Schnittpunkte  der  beiden  cubischen 
Curven  sind,  und  diese  letzteren  werden  wieder  in  derselben 
Weise  reell  oder  imaginär  sein,  wie  die  ersteren.  Ist  nun  a  ein 
imaginärer  Schnittpunkt  von  C^^  und  Cl,,  so  ist  der  Punkt  a, 
der  von  V  in  u  projicirt  wird,  ein  imaginärer  Schnittpunkt  von 
TiT^i,  K^<^,  S-.  R  sei  die  duich  a  gehende  reelle  Gerade  und  T 
wieder  eine  durch  R  gelegte  reelle  Ebene,  welche  nicht  gerade 
durch  V  geht  und  demnach  ats  den  3  Flächen  3  reelle  Curven 
f^i'  Vv  9'  ausschneidet,     a  ist   ein  imaginärer   Schnittpunkt  von 
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f^j  und  g"^,  ebenso  von  f'^  und  g- ,  uiitliin  niuss  jR  noch  durch 
einen  zweiten  und  zwar  auch  imaginären  SchnitlpuidU  sowohl 
von  \'\  und  g-,  als  von  f^2  ^"^"^  ü'  g*^^'^'*'  '''^^^  durch  den  zwei- 
ten (imaginären)  Punkt,  in  dem  R  den  Kegelsclinitt  g"^  trilll, 
gehen  auch  f^,  und  i^^'  demnach  triirt  i?  dort  auch  die  3  Fläclien 
K'^^,  K'^2  ^'  zugleich.  Wir  schliessen,  dass  die  9  Sclinittpunkle 
der  3  Flächen  und  demnach  auch  die  9  Schnittpunkte  der 
beiden  cubischen  Curven  nur  paarweise  imaginär 
sind  und  je  zwei  eines  Paars  conjugirl. 

Es  sind  mithin  5  Fälle  möglich.    Einer  der  9  Schnitt[»unkte 
muss  also  mindestens  reell  sein. 

88.   Aus  den   im   Vorhergehenden   erhaltenen  Sätzen  ziehen 
wir  nun  noch  einige  Corollare: 

Die  R a u m c u r V e  6.  Ordnung,  in  der  eine  reelle 
Fläche  2.  Ordnung  und  eine  reelle  Fläche  3.  Ordnung 
einander  begegnen,  wird  von  jeder  reellen  Ebene  in 
6  Punkten  getroffen,  unter  denen  die  imaginären  paar- 
weise conjugirt  vorkommen.  Das  ist  unmittelbar  klar, 
wenn  die  Ebene  die  Fläche  3.  Ordnung  in  einer  ungetheilten 
Curve  3.  Ordnung  schneidet  —  denn  diese  ist  dann  stets  reell  — 
und  der  Fläche  2.  Ordnung  in  einem  reellen  Kegelschnitte  be- 
gegnet. Die  Ebene  treffe  noch  die  Fläche  3.  Ordnung  in  einer 
ungetheilten,  also  reellen  cubischen  Curve,  aber  die  Fläche  2.  Ord- 
nung in  einem  imaginären  Kegelschnitte.  Die  Schnittpunkte  der 
Ebene  mit  der  Raumcurve  6.  Ordnung  sind  die  der  reellen  cubi- 
schen Curve  und  des  imaginären  Kegelschnitts,  also  alle  imagi- 
när. Es  sei  a  einer  von  ihnen;  B  sei  die  reelle  Gerade,  die 
durch  ihn  geht,  welche  nothwendig  in  der  reellen  Transversal- 
ebene E  liegt.  Man  lege  durch  R  eine  reelle  Ebene  E',  welche 
die  Fläche  F"^  in  einem  reellen  Kegelschnitte  C-  schneidet,  was 
unbedingt  möglich  ist;  diese  schneidet  auch  F^  in  einer  reellen 
cubischen  Curve  C^.  Der  Punkt  a  ist  ein  imaginärer  Schnitt- 
punkt von  C'  und  C'\  mithin  geht  R  noch  durch  einen  zweiten 
imaginären  Schnittpunkt  von  C-  und  C'^ ,  d.  i.  einen  zweiten 
imaginären  Punkt,  in  dem  E'  die  Raumcurve  6.  Ordnung  Irifft; 
der  muss  aber,  da  R  auch  in  E  liegt,  einer  der  5  übrigen 
Punkte  sein,  in  denen  E  dieser  Raumcurve  begegnet.  Also  sieht 
man,  dass  auch  in  diesem  Falle  je  zwei  von  den  6  imaginären 
Schnittpunkten  der  reellen  Ebene   mit  der  Raumcurve  auf  einer 
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reellen  Geraden  liegen.  Der  Fall,  wo  sich  die  Schnittcurve  der 
reellen  Ebene  mit  der  cubischen  Fläche  in  eine  reelle  Gerade 
und  einen  imaginären  Kegelschnitt,  speciell  ein  punktirtes  Geraden- 
paar auflöst,  kann  leicht  einer  ähnlichen  Behandlung  unterworfen 
werden. 

Die  Ha  um  cur  ve  9.  Ordnung,  in  der  zwei  reelle 
cubischen  Flächen  einander  durchdringen,  wird  von 
jeder  reellen  Ebene  in  9  Punkten  getroffen,  unter 
denen  die  imaginären  paarweise  conjugirt  sich  vor- 
finden. Der  Fall,  in  dem  die  reelle  Ebene  die  eine  cubische 
Fläche  in  einer  reellen  (ieradcii  und  einem  imaginären  Kegel- 
schnitte schneidet,  erledigt  sich  auch  hier  durch  eine  der  vorigen 
ähnliche  Betrachtung.  Sobald  die  Durchdringungscurve 
sich  nicht  in  Partialcurven  zerspaltet,  muss  sie,  da  sie 
von  jeder  reellen  Ebene  mindestens  in  einem  reellen  Punkte  ge- 
troffen wird,  ganz  reell  sein.  Folgerungen  in  Bezug  auf  die 
im  vorigen  Kapitel  betrachteten  I*artialcurven,  in  die  sich  die  voll- 
ständige Durchdringungscurve  zweier  reellen  cubischen  Flächen 
zertheilen  kann ,  sind  nun  sehr  leicht  zu  machen  und  werden 
hier,  da  sie  fin-  das  Folgende  nicht  nöthig  sind,  nicht  ausführlich 
aufgeführt. 

Zwei  reelle  Kegel  2.  Ordnung  oder  ein  reeller 
Kegel  2.  Ordnung  und  ein  reeller  3.  Ordnung  oder 
zwei  reelle  Kegel  3.  Ordnung,  welche  denselben  Schei- 
tel haben,  durchschneiden  sich  resp.  in  4,  6,  9  Kanten, 
unter  d  e  n  e  n  d  i  e  i  m  a  g  i  n  ä  r  e  n  paarweise  conjugirt  sind, 
d.  h.  derselben  reellen  Ebene  angehören.  Für  den  Fall 
zweier  reellen  Kegel  3.  Ordnung  heben  wir  noch  als  F'olge  des 
Satzes  am  Ende  von  Nr.  84  hervor: 

Die  durch  zwei  nicht  conjugirte  imaginären  der  9 
zweien  r  e  e  1 1  e  n  K  e  g  e  1  n  S.Ordnung  gemeinschaftlichen 
Kanten  gelegte  (imaginäre)  Ebene  schneidet  die  Ebene, 
welche  durch  die  den  beiden  Kanten  conjugirten  Kan- 
ten   gelegt  ist,  in  einer  reellen  Geraden. 

Ebenso:  Zwei  reelle  Flächen  2.  Ordnung  und  eine 
reelle  Fläche  3.  Ordnung  oder  eine  reelle  Fläche 
2.  Ordnung  und  zwei  reelle  Flächen  3.  Ordnung  be- 
gegnen einander  in  12  resp.  18  Punkten,  unter  denen 
die  imaginären  paarweise  conjugirt  vorkommen.   Oder 
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aiicli:  Die  D urc lisch nittscurvc  zweier  reellen  Flächen 
2.  Ordnung  begegnet  einer  reellen  Fläche  3.  Ord- 
nung, oder  die  D  u  r  c  h  s  c  h  n  i  1 1  s  c  u  r  v  e  einer  reellen 
Fläche  2.  Ordnung  und  einer  reellen  Fläche  3.  Ord- 
nung begegnet  einer  reellen  Fläche  2.  oder  3.  Ord- 
nung, oder  endlich  die  Durchschnittscurve  zweier  re- 
ellen Flächen  3.  Ordnung  begegnet  einer  reellen 
Fläche  2.  Ordnung  in  12  resp.  18  Punkten,  unter 
denen  die  imaginären  paarweise  conjugirt  sich  finden. 

Es  seien  F^i,  F^.,,  F^^  drei  reelle  Flächen  3.  Ordnung ,  die 
einander  in  27  Punkten  begegnen.  Es  sei  a  ein  imaginärer  von 
diesen  27  Punkten,  R  die  durch  ihn  gehende  reelle  Gerade,  T 
eine  durch  R  gelegte  reelle  Ebene,  welche  die  3  Flächen  in  den 
drei  reellen  Curven  f^j,  f\,  f'^-,  schneidet.  Der  Punkt  a  ist  ein 
imaginärer  Schnittpunkt  von  f 'j  und  f'j,  ebenso  von  f'\  und  f-'.j, 
also  geht  R  noch  durch  einen  zweiten  imaginären  Schnittpunkt 
sowohl  von  f 'i  und  f\„  als  von  f'^^  und  f-'g.  Das  muss  in  den 
beiden  Fällen  der  zweite  imaginäre  Schnittpunkt  von  R  mit  \'\ 
sein;  der  dritte  ist  reell.  Also  durch  den  Punkt,  wo  R  ausser 
in  a  die  Curve  )'\  zum  zweiten  3Ialc  imaginär  trifft,  gehen  auch 
f^.,  und  f\,  d.  h.  die  3  Flächen  gehen  durch  diesen  imaginären 
Punkt.  Folglich  befinden  sich  auch  unter  den  27  drei 
reellen  Flächen  3.  Ordnung  gemeinsamen  Punkten 
oder  unter  den  27  Punkten,  in  denen  die  Durch- 
dringungscur  VC  zweier  reellen  cubischen  Flächen 
eine  dritte  solch  e  Fläche  trifft,  die  imaginären  paar- 
weise conjugirt. 

Alle  diese  Sätzen  haben  natürlich  ihre  reciproken  Sätze, 
deren  hier  nur  zwei  erwähnt  werden  mögen. 

Zwei  reelle  Kegelschnitte  haben  4  Tangenten  ge- 
mein; unter  ihnen  kommen  imaginäre  paarweise  vor, 
und  je  zwei  eines  Paars  sind  conjugirt,  d.  h.  treffen 
sich  in  einem  reellen  Punkte. 

Unter  den  9  zweien  reellen  Kegeln  3.  Klasse  mit 
demselben  Scheitel  gemeinsamen  Berührungsebenen 
kommen  die  imaginären  paarweise  vor;  je  zwei  eines 
Paars  (conjugirte)  treffen  sich  in  einer  reellen  Ge- 
raden. Je  zwei  nicht  conjugirte  imaginären  dieser 
Berührungsebenen  durchschneiden  sich  in  einer  ima- 
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ginären  Geraden,  welche  mit  dei'  Durclisebuitlsgera- 
d  e  n  der  Ij  e  i  d  e  u  c  o  n  j  u  g  i  r  l  e  n  Ij  e  r  ü  h  r  u  ii  i;  s  e  b  e  ii  e  n  i  u  d  e  i-  - 
selben  reellen  Ebene  liegt. 

89.  Im  Vorhergehenden  sind  aiil'  eine  mehr  geonielrische 
Weise  die  Sätze  aus  der  Theorie  der  imaginären  geometrischen 
Gebilde,  welche  bei  den  Betrachtungen  der  beiden  nächsten  Ka- 
pitel über  die  Geraden  der  cubischen  Flächen  erforderlich  sind, 
entwickelt  worden  bis  auf  einen.  Die  Sätze,  deren  synthetischer 
Beweis  gegeben  worden  ist,  haben  unter  sich  einen  engeren  Zusam- 
menhang und  bezichen  sich  nur  auf  Gebilde  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung resp.  Klasse.  Der  eine  abei",  dessen  wir  bald  bedinfen  werden, 
steht  weit  ab  von  allen  diesen  Sätzen,  da  er  es  mit  einer  Curve 
8.  Ordnung  zu  thun  hat.  Er ^  lautet  nämlich:  Ein  reeller 
Kegelschnitt  und  eine  reelle  Curve  8.  Ordnung  dersel- 
ben Ebene  schneiden  sich  in  16  Punkten,  unter  denen 
die  imaginären  paarweise  conjugirt  sich  finden.  Es 
ist  ersichtlich,  dass  man  zu  den  Curven  8.  Ordnung  synthetisch 
nur  stufenweise  durch  die  niedrigeren  Curven  hindurch  aufsteigen 
wird  können;  der  Weg  wird  also  noch  ziemlich  lang  sein.  Wäre 
es  mir  gelungen,  ihn  schon  vollständig  durchmessen  zu  haben, 
so  würde  doch  jedenfalls  dieses  Hilfskapitel'  der  einleitenden  Sätze 
aus  der  Theorie  der  imaginären  (Jebilde  zu  einer  ungebührlichen 
Länge  anwachsen ;  es  hat  jetzt  vielleicht  schon  einen  etwas  zu  grossen 
Umfang  erreicht,  da  ich  der  Vollständigkeit  halber  Manches  mit 
aufgenommen  habe,  was  für  die  Untersuchungen  über  die  cubi- 
schen Flächen  nicht  unmittelbar  nolhwendig  ist.  Aber  diesen 
weiten  Weg  bis  zu  den  Curven  8.  Ordnung  zurückzulegen,  ist 
mir  noch  nicht  gelungen,  was  wohl  auch  daran  liegt,  dass  über 
die  ebenen  Curven,  welche  über  die  4.  Ordnung  hinausgehen, 
bis  jetzt,  so  viel  mir  bekannt  ist,  noch  keine  ausführlichen  synthe- 
tischen Untersuchungen  angestellt  worden  sind.  Da  muss  ich 
wieder  die  Hilfe  der  analytischen  Geometrie  beanspruchen,  durch 
die  der  Satz  evident  ist. 


Siebeutes  Kapitel. 


Untersuchung   der   Realität   der   27   Geraden   einer   reellen 

eubischen  Fläche   und   Eintheilung   der   reellen   cubisehen 

Flächen  in  Gattungen. 

90.  Wir  neliinen  diese  Untersuchungen  zuerst  bei  der  zweiten 
S  l  e  i  n  e  1-  s  c  li  e  n  E  r  z  e  n  g  u  n  g  s  \v  c  i  s  e  der  c  u  1)  i  s  c  h  e  n  F 1  ä  c  li  e  n 
vor,  bei  der  eine  solche  Fläclie  F^  dnrcli  die  Kegelstlniittc  S 
gebildet  wird,  in  denen  die  entsprechenden  Elemente  eines  Ebe- 
nenbüschels  />  [E]  mit  der  Axe  A  urul  eines  ihm  projeclivischen 
Flächenbüschcls  2.  Ordnung  BlF"^)  mit  der  Grundcurve  R^  einan- 
der durchdringen.  Soll  F^  reell  sein,  so  ist  zuerst  erl'or- 
derlich,  dass  die  beiden  erzeugenden  Büschel  B{E) 
und  B{F-)  reell  seien,  d.  h.  eine  einfach  unendliche  Anzahl 
reeller  Ebenen  resp.  Flächen  2.  Ordnung  enthalten.  Dazu  ist 
freilich  nothNvendig,  dass  die  Axe  A  des  Ebenenbiischels 
reell  sei;  nicht  so  aber,  dass  die  Grundcurve  R^  des  Flächen- 
büschels B  {F')  es  auch  sei,  denn  zwei  reelle  Flächen  2.  Ord- 
nung können  sich  au<'h  in  einer  vollständig  imaginären  Baum- 
curve  4.  Ordnung  durchschneiden,  innnerhin  constituiren  sie  ein 
reelles  Flächenbüschel,  da  mit  Hilfe  der  Involution  durch  jeden 
reellen  Punkt  eine  reelle  Fläche  2.  Ordnung  gelegt  werden  kann, 
welche  die  Schnittcurve  der  beiden  constituirenden  Flächen  ent- 
hält, also  zu  dem  durch  diese  constituirten  Büschel  gehört.  Bei 
einer  imaginären  Grundcurve  kaini  ein  reeller  Punkt,  wie  wir 
früher  sahen,  auch  Scheitel  eines  sonst  imaginären  zum  Büschel 
gehörigen  Kegels  sein.  Solcher  Kegel  kann  es  in  einem  reellen 
Büschel  mit  imaginärer  Grundcurve  höchstens  2  geben,  also,  mit 
Ausnahme  von  höchstens  2  reellen  Punkten,  geht  durch  jeden 
reellen  Punkt  des  Raumes  eine  reelle  Fläche  des  Büschels. 

Aber  dass  die  beiden  ei-zeugenden  Büschel  reell  sind,  genügt 
noch  nicht,   um   eine  reelle   cubische  Fläche  herzustellen;  auch 
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die  proj  ectivisclie  Uczichiiiig  zwisclien  iliiieii  niiiss 
reell  sein.  Eine  solche  reelle  projectivisclie  Beziehung  bewir- 
ken \vir  in  folgender  Weise:  Wir  construiren  die  Polarebenen 
n  eines  reellen  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Flächen 
des  Büschels  B[F'-),  welche  ein  Ebenenbüschel  B{nj  um  die 
conjugirtc  Polare  TT  von/*  bilden.  Die  Polarebene  des  reel- 
len Punktes  P  in  Bezug  auf  eine  reelle  Fläche  F'  ist 
reell,  denn  sie  enthält  unzweifelhaft  unendlich  viele  reellen 
Punkte,  nämlich  die  vierten  harmonischen  zu  3  reellen  Punkten 
auf  allen  von  P  ausgehenden  Sti'ahlen,  welche  F-  reell  trellen; 
also  da  in  B  [F"^)  unendlich  viele  reellen  Flächen  sich  befinden, 
so  enthält  B[n)  unendlich  viele  reellen  Ebenen,  ist  jnilhin  reell 
(also  auch  n  reell] .  Hingegen  in  Belrelf  der  Polarebenen  des 
leellen  Punktes  Pin  Bezug  auf  die  imaginären  Flächen  von  B[F'^} 
nnissen  wir  wieder  die  beiden  Fälle  unterscheiden,  ob  die  Grund- 
curve  R^  von  B  [F"^)  reell  oder  imaginär  ist.  Ist  i?*  reell,  so 
hat  i\Qr  Punkt  P  in  Bezug  auf  jede  imaginäre  F'läche 
des  Büschels  eine  imaginäre  Polar  ebene,  oder,  anders 
ausgesprochen,  jede  reelle  Ebene  Tl'  des  Büschels  B{n] 
ist  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf  eine  reelle  Fläche 
F'.  Es  sei  rj  ein  reeller  Punkt  auf  R^,  jj  der  Punkt,  in*  dem 
Pr^  die  Ebene  Tl'  trifft,  so  ist  der  Punkt  r^,  der  auf  dieser  Ge- 
raden der  vierte  harmonische  zu  den  3  reellen  Punkten  P p,r^ 
ist,  reell  und  der  zweite  Punkt,  in  dem  P r^  die  Fläche  F'  trifft, 
so  dass  diese  Fläche  ausser  den  reellen  Punkten  von  R^  noch 
unzählig  viele  andere  reellen  Punkte  hat,  demnach  reell  ist.  Man 
ersieht,  dass  ein  solcher  Beweis  nicht  geführt  werden  kann,  wenn 
die  Grundcurve  R^  des  Büschels  B  {F^)  imaginär  ist. 
In  diesem  Falle  kann  es  in  der  That  im  Büschel  ima- 
ginäre Flächen  2.  Ordnung  geben,  in  Bezug  auf  welche 
die  Polar  ebene  von  P  reell  ist.  Ein  solches  Beispiel  bietet 
uns  schon  ein  etwa  im  Büschel  sich  vorfindender  imaginäre  Kegel 
mit  reeller  Spitze,  denn  die  Polarebene  von  P  in  Bezug  auf 
diesen  geht  durch  diese  Spitze  und  ist  also  bestimmt  durch  die 
reelle  Gerade  n  und  die  reelle  Spitze,  mithin  reell.  Aber  es 
können  sich  im  Büschel  noch  andere,  allgemeinere  imaginären 
Flächen  2.  Ordnung  mit  keinem  einzigen  reellen  Punkte  befin- 
den, welche  doch  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  jeder  reelle 
Punkt  in  Bezug  auf  sie   eine  reelle  Polarebene  hat.     Es  giebt 
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uäiiilicb  zweierlei  imaginäre  Flächen  2.  Ordnung,  deren 
Unterschied  wir  am  besten  an  ihrer  analytischen  dlleichinig  erken- 
nen können.  Die  einen  hahen  eine  vollständig  reelle 
Gleichung,  welche  n  u  r  d  u  r  c  li  keinen  reelle  n  1*  u  n  k  l 
befriedigt  werden  kann,  z.  B. 

in  Bezug  auf  welche  der  reelle  Punkt  P  ^=  (x',  >/ ,  z')  die  reelle 
Polarebene 

^"^    I    y'  V    1    L£  __  1 

n'     "T"     1,2      "T     ,.2 

hat.  Diese  haben  mithin  auch  einen  reellen  Mittelpunkt,  den 
Pol  der  unendlich  entfernten  Ebene.  Eine  Fläche  von  dieser  Art 
ist  auch  ein  imaginärer  Kegel  mit  reeller  Spitze.  Dieser  Kegel 
hat  darum  einen  reellen  Punkt,  weil  der  Mittelpunkt,  der  bei 
allen  derartigen  Flächen  reell  ist,  auf  ihm  selbst  als  Spitze  liegt. 
Die  analytische  (ileiclumg  eines  solchen  Kegels  in  Bezug  auf  seine 
3  llauptaxen,  die  bei  ihm,  wie  bei  diesen  Flächen  überhaupt 
reell  sind,  ist 

Die  Gleichung  der  übrigen  imaginären  Flächen 
zerfällt  in  einen  rein  reellen  und  einen  mit  /  multi- 
plicirten  reellen  Theil,  und  in  Bezug  auf  eine  solche 
Fläche  hat  der  reelle  Punkt  P  eine  imaginäre  Polar- 
ebene. Da  nun  die  erstere  Art  imaginärer  Flächen  nnt  den 
reellen  Flächen  die  Eigenschaft  theilt,  dass  jeder  reelle  Punkt  in 
Bezug  auf  sie  eine  reelle  Polarebene  hat,  so  schliessen  sie  sich 
den  reellen  Flächen  viel  enger  an,  als  der  zweiten  Gattung  ima- 
ginärer Flächen  2.  Ordnung.  Wir  verstehen  von  jetzt  ab  unter 
imaginärer  Fläche  2.  Ordnung  nur  eine  Fläche  der  zweiten  Art;*] 
die  der  ersteren  Art  subsumiren  wir  unter  den  allgemeineren 
Begriff  der  reellen  Flächen  und  benennen  sie  imaginär-reelle 
Flächen  2.  Ordnung.  Die  bisher  blos  ,, reelle  Flächen"  ge- 
nannten Flächen  2.  Ordnuog  müssen  genau  genommen  nun 
„reell- reelle   Flächen  2.   Ordnung"   heissen.     Das  ganze 


*)  Man  sehe:  F.August,  Dissert.  inaug.  de  superficiebus  tertii  ordinis, 
Seite  20. 
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Gebiet  der  reellen  Fläclieti  2.  Ordnung  eryiebl  sich  damit  so: 
1)  die  reellen  einllacliigen  Hyperboloide  mit  dem  hyper- 
bolischen Paraboloide  als  Speciallläche.  Die  reellen 
Kegel  2.  Ordnung  führen  über  2)  zu  den  reellen  zwei- 
flächigen  Hyperboloiden,  die  noch  wie  die  einllachigen 
Hyperboloide  und  die  Kegel  von  der  unendlich  entfernten  Ebene 
in  einem  reellen  Kegelschnitte  durchschnitten  ^Yerden.  Die  reel- 
len elliptischen  Tara  boloid  e,  die  der  unendlich  entfernten 
Ebene  in  einem  punktirten  Geradenpaare  begegnen,  vermitteln 
den  Uebergang  3)  zu  den  reellen  Ellipsoiden,  aus  denen 
diese  Ebene  einen  imaginären  Kegelschnitt  ausschneidet.  Von 
diesen  bilden  die  imaginären  Kegel  mit  reeller  Spitze 
die  Ucbergangsstufe  zu  den  imaginär  -  reellen  Flachen 
2.  Ordnung,  welche  wie  die  imaginär -reellen  Kegel  und  die 
reellen  Ellipsoide  die  unendlich  entfernte  Ebene  in  einem  ima- 
ginären Kegelschnitte  treflen  und  deshalb,  gleich  wie  den  beiden 
allgemeinen  Flächen,  welche  die  unendlich  entfernte  Ebene  in 
einem  reellen  Kegelschnitte  durchschneiden,  der  gemeinsame 
Name  ,, Hyperboloide"  beigelegt  worden,  auch  Ellipsoide  und 
natürlich  imaginäre  Ellipsoide  genannt  werden  könnten. 
Eine  imaginär-reelle  Fläche  2.  Ordnung  hat  als  allge- 
meine Fläche  keinen  reellen  Punkt,  als  Kegel  nur  die  Spitze  reell, 
sie  kann  also  sich  nicht  in  einem  Büschel  mit  reeller 
Grundcnrve  befinden. 

Nachdem  nun  so  der  Begriff  der  reellen  Flächen  2.  Ord- 
nung ausgedehnt  worden  ist,  der  dagegen  der  imaginären  Flächen 
eine  Beschränkung  erlitten  hat,  können  wir  auch  bei  einem 
reellen  Flächenbüschel  2.  Ordnung  mit  einer  imaginären  Grund- 
curve  den  Satz  aufstellen:  Die  Polar  ebene  il  des  reellen 
Punktes  Pin  Bezug  auf  eine  reelle  Fläche  des  Büschels 
B  {F^)  ist  reell,  die  in  Bezug  auf  eine  imaginäre  ima- 
ginär. 

Wir  stellen  nun  zwischen  den  beiden  reellen  Ebenenbüscheln 
B{E)  und  B{I1)  eine  reelle  projectivische  Beziehung  her,  indem 
wir  3  reellen  Ebenen  E  drei  reelle  Ebenen  77  entsprechen  lassen. 
Dann  entspricht  jeder  reellen  Ebene  E  eine  reelle  Ebene  71  und 
umgekehrt;  der  Beweis  ist  ähnlich,  wie  der  für  zwei  projecti- 
vische Punktreihen.  Jeder  reellen  Ebene  77  gehört  eine  reelle 
Fläche  7^-  zu,  deren  Polarebene  77  ist,  und  zwar,  wenn  Ä*  reell 
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ist,  eine  reell-reclle  Fläche,  wenn  aber  R^  imaginär  ist,  ent- 
weder eine  reell -reelle  oder  eine  imaginär -reelle.  So  ist  denn 
nun  auch  eine  reelle  Ficzielning  zwisclien  B{E)  und 
B  {F"^)  hergestellt.  Jeder  reellen  Ebene  E  entspricht 
eine  r  e  e  1 1  e  F 1  ä  c  h  e  i^^^  u  n  d  j  e  d  e  r  r  e  e  1 1  e  n  F 1  ;i  c  h  e  i^-  e  i  n  e 
reelle  Ebene  E. 

Alle  reell -reellen  Flächen  7^-  mit  reellen  Geraden  werden 
von  ihren  entsprechenden  reellen  Ebenen  E  in  einem  reellen 
Kegelschnitte  S  geschnitten;  aber  auch  die  reell -reellen  Flächen 
ohne  reelle  Geraden,  welche  der  Axe  ^  des  Büschels  B  {E)  reell 
begegnen,  werden  so  geschnitten.  Denn  wenn  eine  derartige 
Fläche  F^,  welche  die  Axe  J  in  den  reellen  Punkten  «',  «"  trifft, 
zur  entsprechenden  Ebene  E^  hat,  die  reell  ist,  so  ist  der  von 
El  aus  jPj  geschnittene  Kegelschnitt  Sj  offenbar  der  durch  den 
reellen  Punkt  a'  (oder  a")  gebende  Kegelschnitt  des  reellen 
Kegelschnitthüschels,  in  dem  E^  das  Flächenbüschel  B{F'^)  durch- 
schneidet, also  reell.  Oflenbar  können  noch  viele  andere  reell- 
reellen  P'lächen  des  Büschels  ohne  reelle  Geraden  von  ihren 
reellen  entsprechenden  Ebenen  in  reellen  Kegelschnitten  gctroiren 
werden,  auch  wenn  sie  nicht  J  reell  schneiden,  wenn  sich  näm- 
lich E  zwischen  den  beiden  (reellen)  ßerührungsebencn  befindet, 
die  von  A  dann  an  eine  solche  Fläche  gehen.  Jedenfalls  werden 
unendlich  viele  reellen  Flächen  des  Büschels  B  {F-)  von  ihren 
entsprechenden  Ebenen  reell  durchschnitten,  unendlich  viele  der 
die  cubische  Fläche  erzeugenden  Kegelschnitte  sind  reell,  mithin 
ist  die  cubische  Fläche  selbst  reell. 

Im  Allgemeinen  haben  die  Punktenpaare  der  Involution,  welche 
auf  A  durch  B  [F-)  hervorgerufen  wird,  keinen  Punkt  gemein, 
A  trifft  nicht  R^.  Demnach  geht  durch  jeden  Punkt  von  A  nur 
eine  Fläche  aus  B  [F-)  und  zwar  im  Allgemeinen  durch  einen 
reellen  eine  reell -reelle  Fläche,  der  eine  reelle  Ebene  des 
Büschels  B{E)  entspricht.  Folglich  kann  eine  imaginäre  durch  A 
gehende  Ebene  ihre  entsprechende  Fläche,  welche  ja  auch  ima- 
ginär ist,  nicht  in  einem  Kegelschnitte  schneiden,  der  einen  oder 
gar  zwei  reelle  Punkte  auf  A  hat;  ausserhalb  A  kann  er  natür- 
lich keinen  haben,  weil  sonst  die  Ebene  reell  würde.  Mithin 
durchschneidet  jede  durch  ^  gehende  imaginäre  Ebene 
die  cubische  Fläche  F'^  noch  in  einem  ganz  imaginä- 
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ren  Kej^elsclinitte,  der  mithin  auch  nur  in  zwei  ganz 
imaginäre  Geraden  zerfallen  kann. 

91.  Die  5  Geradenpaare  a'  a",  h'  b" ,  c'  c",  d'  d",  e'  e", 
deren  Ebenen  durch  die  Gerade  Ä  gehen  oder  welche  „der  Ge- 
raden Ä  anhängen",  sind  die  Schnitte  von  Flächen  aus  B{F'^)  und 
ihren  entsprechenden  Ebenen  aus  B{E),  welche  durch  5  gewisse 
von  den  12  Schnittpunkten  der  drei  Flächen  S'^,  H^ ,  H.^  gehen. 
Die  ö^unkte  sind  die  Mittelpunkte  der  Geradenpaare.  Die  3  ge- 
nannten Flächen  sind  reell.  Die  Fläche  S^  ist  das  Erzeugniss 
der  Durchschnitte  der  Flächen  von  B  [F"^)  durch  die  Polarehenen 
des  reellen  Punktes  ??t  auf  A  in  Bezug  auf  sie,  welche  um  die 
conjugirte  Polare  n  von  m  in  Bezug  auf  B  [F"^)  ein  Ebenenbüschel 
B[I1)  bilden,  das  nach  dem  Vorhergehenden  in  reeller  projecti- 
vischen  Beziehung  zu  B{F-)  steht.  Also  ist  .S'  reell.  Das  Polar- 
hyperboloid H^  der  reellen  Geraden  A  in  Bezug  auf  das  Büschel 
B[F^)  ist  reell,  da  es  gebildet  wird  durch  die  reciproken  Polaren 
der  Geraden  A  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büschels,  welche 
für  die  reellen  Flächen  des  Büschels  (auch  die  etwaigen  imagi- 
när-reellen) reell  sind.  Aehnlich  wie  B{n)  steht  auch  das  Büschel 
^(JI')  der  Polarebenen  des  reellen  Punktes  m'  auf  A  in  Bezug  auf  die 
Flächen  von  B[F^),  dessen  Axe  n  reell  ist,  in  reeller  projectivischer 
Beziehung  zu  B  [F^)  und  damit  auch  zu  B{E);  es  entspricht 
jeder  reellen  Ebene  E  eine  reelle  Ebene  11'  und  umgekehrt, 
denn  alle  reellen  Punkte  haben  auch  in  Bezug  auf  die  etwaigen 
imaginär -reellen  Flächen  F"^  eine  reelle  Polarebene,  mithin  hat 
H^,  welches  das  Erzeugniss  der  beiden  Büschel  B{E)  und  B{n') 
ist,   eine   unendliche  Anzahl  reeller  Geraden,    ist  demnach  reell. 

Da  also  S^,  H^  und  H^  reell  sind,  so  kommen  unter  ihren 
12  Schnittpunkten  die  imaginären  paarweise  conjugirt  vor.  Die 
7  von  ihnen,  welche  nicht  die  Geradenpaare  liefern,  sind  so  be- 
schaffen, dass  jeder  imaginäre  derselben  seinen  conjugirten  unter 
ihnen  findet.  Nämlich  .3  von  ihnen  sind  die  Schnittpunkte  der 
reellen  Geraden  n'  mit  der  reellen  Fläche  S^,  also  entweder  alle 
drei  reell  oder  einer  reell  und  zwei  imaginär,  und  da  derselben 
reellen  Geraden  angehörig,  natürlich  conjugirt;  weitere  2  von  den 
7  Punkten  sind  dfe  Punkte,  in  denen  die  reelle  Gerade  n  das 
reelle  Hyperboloid  i/.,  trifft,  mithin  beide  entweder  reell  oder 
imaginär  und  dann  conjugirt.  Endlich  die  letzten  beiden  der 
7  Punkte  sind  die  Asymptotenpunkle  der  reellen  Involution,  welche 
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(Iiircli  B  {F'^)  auf  A  eingeschnitten  wird,  und  diese  sind  als  die 
Punkte,  in  welclien  sich  zwei  entsprechende  Punkte  zweier  auf 
derselben  Geraden  liegenden  reell-projectivischen  Punktreihen  ver- 
einigt haben,  beide  entweder  reell  oder  imaginär  und  dann 
conjugirf. 

Mitiiin  kommen  unter  den  5  Punkten  a,ß,y^8^  e,  in 
welche  die  Mittelpunkte  der  5  an  A  hängenden  Gera- 
denpaare  a  u" ,  h' h" ,  c'  c" ,  d'  d" ,  e'  e"  fallen,  die  ima- 
ginären paarweise  vor  und  je  zwei  eines  solchen  Paars 
liegen  auf  derselben  reellen  Geraden.  Es  sei  z.  I>.  ö 
imaginär  und  s  auch  imaginär  und  6  conjugirt,  so  ist  die  Gerade 
ÖB  reell.  Die  Ebene  [8,  A)  kann  nicht  reell  sein,  denn  5s  kann 
nicht  in  sie  fallen,  weil  sonst  die  beiden  Geradenpaare  d'  d"  und 
e'  e"  in  ihr  lägen,  aber  dann  träfe  (5f  die  Ebene  [8,  A)  in  einem 
reellen  Punkte,  was  ja  ö  nicht  ist.  Also  die  imaginären  von 
den  5  Punkten  a,  ß,  ;■,  ö,  s  liefern  imaginäre  Ebenen 
mit  A,  in  denen  ganz  imaginäre  Geradenpaare  liegen. 
Demnach  ist  die  Anzahl  der  imaginären  Ger  adenpaare, 
welche  auf  der  cubischen  Fläche  liegen  und  an  A 
hängen,  gerade.  Je  zwei  haben  ihre  3Iittel punkte  auf 
derselben  reellen  Geraden  liegen.  Sie  mögen  deshalb 
conjugirte  imaginäre   Geradenpaare  heissen. 

Ist  u  ein  reeller  Punkt  von  den  fünf,  so  ist  a'  a''  der  Durch- 
schnitt der  Ebene  («,  A),  welche  auch  reell  ist,  und  der  Fläche 
des  Büschels  B{F'^),  die  durch  den  reellen  Punkt  a  geht  und 
demnach  im  Allgemeinen  eine  reell -reelle  Fläche  ist,  oder,  bei 
einer  imaginären  Grundcurve  des  Büschels  B{F'),  im  speciellen 
Falle  auch  ein  imaginärer  Kegel  mit  der  reellen  Spitze  a  sein 
kann.  Die  reell-reelle  Fläche  wird  von  der  reellen  Ebene  [a,  A) 
in  einem  Geradenpaare  getroffen,  also  entweder  in  einem  reellen 
oder  in  einem  punktirten.  Der  imaginäre  Kegel  wird  von  der 
durch  seine  reelle  Spitze  gehenden  Ebene  {et,  A)  auch  in  einem 
punktirten  Geradenpaare  durchschnitten.  Also  die  reellen  un- 
ter den  5  Punkten  a,  ß,  y,  6,  s  liefern  reelle  oderpunk- 
tirte  Geradenpaare.     Folglich: 

Die  reellen  und  punktirten  Geradenpaare,  die  auf 
der  cubischen  Fläche  liegen  «ind  der  Geraden  A  an- 
hängen, sind  zusammen  in  ungerader  Anzahl  vor- 
handen. 
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92.  Es  seien  S'  und  S"  zwei  reelle  Regelsclniille,  welche 
aus  F^  von  durch  A  gehenden  Ehenen  ausgeschnitten  werden, 
und  s'  und  s"  je  ein  reeller  Punkt  auf  jedem  derselhen,  s'"  aher 
der  dritte  Punkt,  in  dem  die  Gerade  s' s"  die  cuhische  Fläche 
triflt  und  der  mithin  reell  ist,  S'"  der  Kegelschnitt,  in  welchem 
F'-^  durch  die  reelle  Ehene  {A,  s'")  getroffen  wird  und  welcher 
als  der  durch  den  reellen  Punkt  s'"  gelegte  Kegelschnitt  des 
reellen  Kegelschnilthüschels,  welches  durch  diese;  Ehene  aus  B{F-) 
ausgeschnitten  wird,  reell  ist.  Die  Gerade  s'  s"  s'"  ist  mithin 
eine  reelle  Generatrix  der  Regelflärhe  16.  Ordnung  9i^'',  welche 
durch  alle  die  Geraden  gebildet  ^^ird,  die  jedem  der  3  Kegel- 
schnitte S',  S",  S'"  begegnen.  Von  dem  Punkte  s'  geht  nicht 
hios  eine  Generatrix  aus,  sondern  4,  nämlich  die  4  gemeinschaft- 
lichen Kanten  der  beiden  reellen  Kegel  2.  Ordnung,  welche  s' 
zur  Spitze  haben  und  über  den  Kegelschnitten  S"  und  S"'  stehen; 
also  entweder  eine  der  3  übrigen  oder  alle  drei  sind  reell.  Es 
ist  nun  aher  klar,  dass  von  den  reellen  Nacbbarpunkten  des 
Punktes  s'  auf  dem  Kegelschnitte  S'  noch  4  eben  solche  Gene- 
ratricen  ausgehen,  wie  von  s',  und  erst  bei  demjenigen  Pimkte 
wird  eine  Aenderung  eintreten,  bei  welchem  die  beiden  eben 
beschriebenen  Kegel  zwei  zusammenfallende  gemeinschaftlichen 
Kanten  haben,  sich  berühren.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  dass  von 
,9'  4  reelle  Generatricen  ausgehen,  so  werden  sich  dem  Punkte  s' 
nach  beiden  Seiten  auf  dem  Kegelschnitte  S''  eine  Reihe  von 
reellen  Punkten  anschliessen,  durch  welche  ebenfalls  4  reelle 
Generatricen  gehen,  dann  kommt  nach  einem  Uebergangspunkt, 
bei  welchem  zwei  dieser  reellen  Generatricen  sich  vereinigt  haben, 
eine  Reihe  von  reellen  Punkten,  durch  die  2  reelle  und  2  con- 
jugirle  punktirten  Generatricen  gehen,  und  dann  nach  einem 
abermaligen  Uebergangspunkte,  bei  dem  die  beiden  reellen  sich 
wieder  vereinigt  haben,  eine  Reihe  von  reellen  Punkten,  welche 
zwei  Paare  conjugirter  punktirten  Generatricen  aussenden  u.  s.  w. 
Aehnliche  Verhältnisse  finden  statt,  wenn  in  s'  zwei  reelle  und 
zwei  conjugirte  punktirten  Generatricen  sich  treffen;  da  gehörte' 
gleich  in  die  zweite  der  eben  beschriebenen  Reihen.  Möglich 
ist,  dass  eine  oder  die  andere  der  drei  Reihen  gar  nicht  vor- 
kommt, aber  nicht  möglich  ist  es,  dass  beide  Reihen,  bei  denen 
reelle  Generatricen  auftreten,  nicht  vorbanden  seien;  daraus, 
dass   von   s'   eine  reelle  und   in   Folge   dessen  mindestens   noch 
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eine  zweite  reelle  Generaliix  ausgeht,  folgt,  dass  auf  S'  minde- 
stens eine  der  beiden  Reihen  Punkte,  welche  4  oder  2  reelle 
Generatricen  aussenden,  vorhanden  sein  muss.  Mithin  hat  die 
Fläche  yi'*'  unendlich  viele  reellen  Generatricen,  demnach  ist  sie 
reell  und  hat,  da  sie  eben  unendlich  viele  reellen  (ieneratricen 
besitzt,  mit  jeder  reellen  Ebene  eine  reelle  Schnittcurve.  Die 
Gerade  A  ist,  wie  wir  früher  sahen,  eine  achtfache  Generatrix 
dieser  Fläche,  folglich  durchschneidet  jede  reelle  durch  A  gelegte 
Ebene  die  Fläche  noch  in  einer  reellen  Curve  8.  Ordnung  ^J. 
Wir  betrachten  vor  der  Hand  nur  solche  reellen  durch  A 
gehenden  Ebenen  E,^,  welche  aus  der  cubischcn  Fläche 
noch  einen  reellen  Kegelschnitt  S^:  (dieser  allgemeineren 
Bezeichnung  bedienen  wir  uns  hier,  statt  der  früher  gebrauchten 
bestimmten  5^'',  weil  wir  eine  Bewegung  des  Kegelschnitts  S^. 
eintreten  lassen  wollen)  ausschneiden  und  deren  es  ja  unzäh- 
lig viele  giebt.  Die  16  Punkte,  in  denen  (^J  und  S.^  einander 
begegnen,  sind,  wie  früher  bewiesen,  die  Punkte,  in  denen  die 
Ebene  E^  die  16  Geraden  (r,  q)  trifft.  Nach  unserem  der  ana- 
lytischen Geometrie  entlehnten  Satze,  auf  den  wir  am  Ende  des 
vorigen  Kapitels  hinwiesen,  kommen  unter  ihnen  die  imaginären 
paarweise  vor,  und  je  zwei  eines  Paars  gehören  derselhen  reellen 
Geraden  an.  Die  Ebene  E,r  kann  aber  offenbar  nur  eine  punk- 
lirte  oder  eine  imaginäre  Gerade  (/-,  q)  in  einem  imaginären 
Funkle  Irelfen.  Also  die  reelle  Gerade  M^,  welche  durch 
den  Punkt  Pa:  geht,  in  dem  eine  imaginäre  oder  punk- 
tirte  Gerade/),  welche  zu  den  Geraden  {r,  q)  gehört, 
von  der  reellen  Ebene  E^  getroffen  wird,  liegt  natür- 
lich in  i^c  und  trifft  eine  zweite  imaginäre  oderpunk- 
tirte  Gerade  y,  die  auch  zu  den  Geraden  (r,  <>)  gehört, 
und  zwar  in  dem  Punkte  Q^,  in  dem  q  von  E^^  geschnit- 
ten wird.  Ist  die  Gerade  p  punktirt,  so  muss  bekanntlich  R^: 
in  der  einzigen  reellen  Ebene  liegen ,  w  eiche  durch  p  geht.  Diese 
schneidet  aus  der  cubischen  Fläche  noch  eine  reelle  und  eine 
zweite  punktirte  Gerade  aus,  welche  mit  der  ersteren  ihren  reel- 
len Pimkt  gemein  hat.  7?^-  trifft  mithin  diese  zwei  Geraden, 
und  weil  sie,  im  Allgemeinen  nicht  auf  der  cubischen  Fläche 
liegend,  nicht  mehr  Gerade  derselben  schneiden  kann,  so  muss 
diese  zweite  punktirte  die  Gerade  q  sein.  Sie  gehört  also  zu 
den   Geraden    (r,  q) ,    und    da    die   dritte   Gerade    in    der   Ebene 
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zweier  Geraden  (;-,  q)  stets  eine  iler  10  Geraden  o,  b,  c,  rf,  c  ist, 
so  muss  diese  die  reelle  sein.  Sie  bewirkt  natürlich  in  dem  Drei- 
ecke, dem  sie  in  der  mit  A  gebildeten  Ebene  angehört,  dass 
auch  die  dritte  Seite  und  mithin  eins  der  5  an  der  Geraden 
A  anhängenden  Geradenpaare  reell  ist.     Also: 

Jede  punktirte  Gerade  (r,  p)  sendet  von  allen  ihren 
imaginären  Punkten  je  eine  reelle  Gerade  aus,  welche 
alle  eine  zweite  punktirte  Gerade  {r,  q)  treffen,  die 
mit  jener  den  reellen  Punkt  gemein  hat  und  eine  reelle 
Ebene  erzeugt,  in  der  sich  diese  reellen  Geraden  alle 
befinden. 

Befindet  sich  unter  den  Geraden  (r,  q)  eine  punk- 
tirte Gerade  (die  nach  dem  vorhergehenden  Satze 
dann  noch  eine  zweite  verlangt),  so  muss  sich  unter 
den  5  Geradenpaaren,  deren  Ebenen  durch  A  gehen, 
mindestens  ein  reelles  befinden. 

Ist  hingegen  die  zu  den  Geraden  {>;  q]  gehörige  Gerade  p 
imaginär,  so  trilTt  immerhin  noch,  wie  wir  ja  oben  fanden,  die 
reelle  Gerade  B.r,  welche  durch  den  in)aginären  Punkt  P.r  geht, 
in  dem  p  von  der  Ebene  E,r  des  reellen  Kegelschnitts  .S'.r  getrof- 
fen wird,  eine  zweite  zu  den  Geraden  (r,  q]  gehörige  imaginäre 
Gerade  q  und  zwar  in  dem  imaginären  Punkte  0,  =  {q,  K,r)- 
Punktirt  kann  q  nicht  sein,  denn  dann  müssle  wegen  der  oben 
gemachten  Betrachtungen  auch  die  Gerade /?  es  sein.  Die  beiden 
imaginären  Geraden  p  und  q  können  auch  einander  nicht  schnei- 
den. Denn  in  der  imaginären  Ebene,  welche  sie  dann  bildeten, 
befände  sich  entweder  noch  eine  reelle  oder  eine  punktirte  Ge- 
rade der  Fläche.  Die  Gerade  /?., ,  die  ja  nothwendig  auch  in 
dieser  Ebene  liegen  müsste,  müsste  dann  im  ersteren  Falle  mit 
der  reellen  Geraden  identisch  sein,  im  zweiten  Falle  durch  den 
reellen  Punkt  der  punktirten  Geraden  gehen ,  w  as  durchaus  nicht 
nothwendig  ist,  weil  E^r,  in  der  /?.,  liegt,  beliebig  aus  dem  Bü- 
schel B{E]  herausgegritlen  und  nur  an  die  Bedingung  gebun- 
den ist,  die  cubische  Fläche  in  einem  reellen  Kegelschnitte  5.,- 
zu  schneiden,  welche  Bedingung  ja  von  unendlich  vielen  Ebenen 
des  Büschels  erfüllt  wird. 

Stellten  wir  uns  nun  auch  einen  Augenblick  als  möglich  vor, 
dass  die  Geraden  B,r,  welche  von  allen  Punkten  P.r  ausgehen, 
in   denen  p  durch   die  Ebenen  Er  mit  reellen  Kegelschnitten  S,,- 
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gelrofTen  wird,  nicht  alle  dieselbe  zweite  Gerade  q  treffen ,  sondern 
nach  und  nach  den  verschiedenen  übrigen  imaginären  Geraden 
('',  p)  —  von  denen  schon  diejenigen,  welche  p  schneiden,  aus- 
zuschliessen  sind  —  begegnen,  so  ist  doch,  da  es  zwar  unend- 
lich viele  Ebenen  Er  giebt,  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Geraden  [r,  q),  nothwendig,  dass  entweder  alle  übrigen  imagi- 
nären die  Gerade  p  nicht  treffenden  Geraden  fr,  q)  von  unend- 
lich vielen  reellen  Geraden  i?.r  getroffen  werden,  welche  von  Punk- 
ten P^  der  Geraden  p  ausgehen,  oder  einige  von  einer  unend- 
lichen Anzahl,  die  andern  je  von  einer  endlichen,  oder  eine  von 
einer  unendlichen,  die  andern  je  von  einer  endlichen.  Aber  es 
genügt,  zu  wissen,  dass  eine  Gerade,  welche  wir  nun 
q  nennen  wollen,  von  3  reellen  Geraden  7?,,  E.,,  ü.^ 
getroffen  wird,  die  von  Punkten  Pj,  P^,  -P^  der  Gera- 
den ^  ausgehen,  um  auch  einzusehen,  dass«^  dann  von 
jden  reellen  Geraden  i?„  sämmtlicher  Punkte  der  Ge- 
raden 7>"getroff('n  wird.  Die  Geraden  p  und  q  treffen  ein- 
ander nicht  und  als  Geraden  [r,  q)  schneiden  sie  auch  A  nicht. 
Die  3  Geraden  i?j ,  R^,  R^  treffen  hingegen  p  und  q,  und  da  sie 
in  Ebenen  E,r  liegen,  treffen  sie  auch  Ä.  Also  sind  R^,  R.,,  R^ 
drei  reelle  Geraden  der  einen  Scbaar  eines  einllächigen  Hyper- 
boloids, das  in  Folge  dessen  reell  ist,  und  p,  q,  A  gehören  der 
andern  Scbaar  an.  Jede  reelle  Ebene,  die  durch  A  geht,  schnei- 
det dieses  Hyperboloid  noch  in  einer  reellen  Geraden,  welche 
ersichtlich  die  J)eiden  imaginären  Schnittpunkte  der  Ebene  mit 
den  Geraden  p  und  q  unter  einander  verbindet.  Daraus  geht 
hervor,  dass  jede  reelle  durch  .^4  gehende  Ebene  —  auch 
eine  solche,  die  die  cubische  Fläche  in  einem  ima- 
ginären Kegelschnitte  schneidet  —  den  Geraden  p 
und  q  in  zwei  imaginären,  aber  derselben  reellen  Ge- 
raden angehörigen  Punkten  begegnet,  oder,  anders 
gesagt,  dass  die  reelle  Gerade  Ä^-,  welche  von  dem  ima- 
ginären Punkte  P.r  oder  Q.r  ausgeht,  in  dem  eine  der 
beiden  Geraden  p  oder  q  von  einer  reellen  durch  A 
gehenden  Ebene  E,r  getroffen  wird,  der  andern  Gera- 
den begegnet  und  zwar  in  dem  Punkte  0,,  oderP,-,  wo 
diese  von   E^  geschnitten  wird. 

Das    reelle   Hyperboloid    [R^R^R^']   hat  mit   der   cubischen 
Fläche   das  Tripel  windschiefer  Geraden  A,  p,  q  gemein,  folglich 
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durcliscluieidet  es  sie  noch  in  einem  Tripel  ^vin(lschiefe^  Geraden 
der  andern  Schaar  /,  m,  n.  Als  Gerade  eines  reellen  einfläcliigen 
Hyperboloids  können  diese  nicht  punktirt  sein;  sie  sind  gegen 
einander  \\indschief  und  treffen  alle  A,  mithin  gehören  sie  dreien 
der  5  Geradenpaarc  an,  deren  Ebenen  durch  A  gehen.  Folglich 
haben  wir  das  wichtige  Resultat  erhalten: 

Befindet  sich  unter  den  Geraden  [r ,  q)  eine  ima- 
ginäre (welche  nothwendig  dann  noch  eine  zweite 
verlangt),  so  könuen  nicht  mehr  als  2  von  den  5  Ge- 
radenpaaren rt'rt",  b'b",  c  c",  d'd",  e'  e"  punktirt  sein. 

Jede  reelle  durch  B.^  (oder  eine  andere  reelle  Gerade  des 
Hyperboloids  aus  der  Schaar  B^,  R,,  i?,)  gelegte  Ebene  schnei- 
det das  Hyperboloid  in  einer  reellen  Geraden,  deren  Schnitt- 
punkte mit  der  cubischen  Fläche  die  Punkte  sind,  in  denen  die 
Ebene  die  3  Geraden  /,  m,  n  trifft.  Daraus  folgt,  dass  diese 
3  Geraden  entweder  alle  3  reell,  oder  eine  reell  und  die  beiden 
andern  imaginär  sind.  Und  das  giebt  uns  das  Resultat:  Befin- 
det sich  unter  den  Geraden  {r,Q)  eine  imaginäre,  so 
muss  wenigstens  eins  der  obigen  öGeradenpaare  reell 
sein.  Dasselbe  fanden  wir  schon  für  den  Fall,  dass  unter  den 
Geraden  [r,  q)  eine  punktirte  vorkommt.  Kommt  keine  imaginäre 
oder  punktirte  unter  den  Geraden  (/-,  q)  vor,  also  sind  alle  reell, 
so  folgt,  da  je  zwei  Gerade  (r,  q)  nur  mit  einer  der  10  Geraden 
a,  h,  c,  d,  e  ein  Dreieck  bilden,  dass  diese  10  Geraden  alle  reell 
sind.     Also  erhalten  wir  folgenden  Satz: 

Mindestens  eins  der  Geradenpaare,  deren  Ebenen 
durch  A  gehen,  muss  reell  sein,     Oder: 

Eine  reelle  cu bische  Fläche  muss  wenigstens  3 
reelle  Geraden  haben,  welche  dann  ein  Dreieck  bilden. 

Wir  haben  bis  jetzt  erst  erkannt,  dass  die  beiden  imagi- 
nären Geraden  p  und  q  von  jeder  reellen  durch  A  gehenden 
Ebene  in  zwei  imaginären  Punkten  getroffen  werden,  welche  der- 
selben reellen  Geraden  angehören.  Wir  wollen  nun  nachweisen, 
dass  sie  von  jeder  reellen  Ebene  G  so  getroffen  werden.  Sind 
/,  tn,  n  alle  drei  reell,  so  schneidet  ©  die  cubische  Fläche  F'-^ 
und  das  reelle  Hyperboloid  [i?i  iJo  ^a]»  welche  die  6  Geraden 
l,  m,  n ;  A,  p,  q  gemein  haben ,  in  einer  reellen  cubischen  Curve 
C^  und  einem  reellen  Kegelschnitt  C-,  welche  4  reelle  Punkte 
gemein  haben,  die  Schnittpunkte  von  (S  mit  /,  m,  n,  A,  also  noch 
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zwei  imaginäre  auf  derselben  reellen  Geraden  liegende,  die 
ScUnittpunkte  von  (S  mit  p  und  q.  Sind  aber  m  und  n  imagi- 
när und  nur/  reell,  so  haben  C'^  und  C-  nur  zwei  reelle  Schnitt- 
punkte, die  auf  A  und  l  liegenden;  je  zwei  der  übrigen  sind 
durch  eine  reelle  Gerade  verbunden.  Es  kann  aber  nicht  der 
auf  p  mit  dem  aufm  oder  71  verbunden  sein,  weil  p  die  Geraden 
m  und  n  schneidet.  Folglich  sind  die  Schnittpunkte  der  belie- 
bigen reellen  Ebene  G  mit  p  und  q  durch  eine  reelle  Gerade 
verbunden,  und  ebenso  die  mit  in  und  «. 

Also  jede  reelle  Ebene  trifft  p  und  q  und  ebenso  m  und  n 
(wenn  diese  imaginär  sind)  in  zwei  imaginären  Punkten,  die  der- 
selben reellen  Geraden  angehören. 

Jeder  imaginäre  Punkt  liegt  in  einem  Büschel  reeller  Ebe- 
nen, dessen  Axe  die  durch  ihn  gehende  reelle  Gerade  ist. 

Also :  Alle  reellen  Geraden,  welche  durch  die  ver- 
schiedenen (imaginären)  Punk te  einer  zu  den  Geraden 
(r,  q)  gehörigen  imaginären  Geraden  p  der  cubischen 
Fläche  gehen,  treffen  dieselbe  zweite  zu  diesen  Ge- 
raden gehörige  imaginär  e  Gerade  <^,  welche  die  Gerade 
;»  n  i  c  h  t  s  c  h  n  e  i  d  e  t  u  u  d  mit  ihr  zugleich  w  e  n  i  g  s  t  e  n  s  v  0  n 
einer  reellen  G  eraden  /  der  Fläche,  die  zu  den  10  Ge- 
raden a,  b,  c,  d,  e  gehört,  getroffen  wird. 

Dasselbe  gilt  für  die  beiden  Geraden/«  und  n,  die 
zu  diesen  eben  genannten  10  Geraden  gehören,  vor- 
ausgesetzt, dass  sie  imaginär  sind.  Die  reelle  Schnei- 
dende ist  ^. 

Also  gilt  der  Satz  für  jede  imaginäre  Gerade  der 
cubischen  Fläche. 

Zwei  solche  imaginären  Geraden,  wie  p  und  q  oder  m  und  n, 
die  die  Eigenschaft  besitzen,  von  jeder  reellen  Ebene  in  zwei 
derselben  reellen  Geraden  angehörigen  imaginären  Punkten  ge- 
schnitten zu  werden,  haben  wir  schon  früher  conjugirte  ima- 
ginären Geraden  (Nr.  82)  genannt. 

Zwei  conjugirte  imaginären  Geraden  und  eine 
gegen  sie  windschiefe  reelle  Gerade  werden  von  unend- 
lich vielen  reellen  Geraden  zugleich  geschnitten,  nämlich  den  Ver- 
bindungsgeraden der  Punkte,  in  denen  die  reellen  durch  die  reelle 
Gerade  gelegten  Ebenen  die  beiden  imaginären  Geraden  treffen, 
mithin  erzeugen  sie  ein  reelles  einflächi  ge  Hyperboloid. 
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Zwei  conjugirtc  imaginären  Geraden  p  und  -y  der 
cubisclien  Fläclie  gehören  mindestens  zu  einem  Pa^re 
conjugirter  imaginären  Geradenpaare.  Denn  sie  werden 
mindestens  von  einer  reellen  Geraden  /  der  cubiscben  Fläche  ge- 
Irollen  (welche  eine  der  10  Geraden  n,  b,  c,  d,  c  ist,  wenn  p,  q 
zu  den  Geraden  (/•,  q)  gehören,  und  die  Gerade  ^  ist,  wenn  p,  y 
aus  den  10  Geraden  a,  h,  c,  d,  c  genommen  sind).  Die  dritten 
Geraden  der  cubisclien  Fläche  in  den  Ebenen  {l ,  p)  und  [l,  q) 
seien  die  imaginären  Geraden  p'  und  q'.  Da  p  und  q  conjugirt 
sind,  muss  die  von  dem  imaginären  l*unkte  [p,  p')  der  Geraden 
p  ausgebende  reelle  (ierade  R  die  Gerade  q  trelFen;  sie  muss 
aber  auch,  da  sie  von  dem  imaginären  Punkte  [p,  p')  der  Ge- 
raden //  ausgeht,  deren  Conjugirtc  treffen,  und  zwar,  weil  sie 
als  reelle  Gerade  die  cubische  Fläche  ausser  in  [p,  p')  nur  noch 
einmal  imaginär  trelTen  kann,  in  demselben  Punkte,  in  dem  sie  q 
trifft,  so  dass  q  und  die  Conjugirle  von  p'  einander  in  diesem 
Punkte  treffen.  Die  reelle  (ierade  /  geht  nun  auch  von  einem 
Punkte  der  Geraden  p'  aus,  mithin  triflt  sie  auch  die  Conjugirle 
von  p',  folglich  ist  diese  Conjugirtc,  weil  sie  l  und  q  schneidet,  die 
dritte  Gerade  q'  in  deren  Ebene.  Die  Gerade  R  geht  durch 
den  Punkt,  wo  q  von  der  Conjugirten  q'  von  />'  getroffen  wird, 
also  durch  [q,  q),  mithin  verbindet  sie  die  31iltelpunkte  der 
beiden  Geradenpaare  [p,p')  und  {q,q'),  demnach  sind  diese 
conjugirt. 

Eine  reelle  Gerade  der  cubisclien  Fläche,  die  einer  imagi- 
nären derselben  begegnet,  muss  auch  der  Conjugirten  dieser  be- 
gegnen. Diese  beiden  conjugirten  Geraden  sind  die  einen  Geraden 
zweier  conjugirten  Geradenpaare,  deren  Ebenen  durch  die  reelle 
Gerade  gehen  und  deren  andere  Geraden  auch  conjugirt  sind. 
Also  jede  imaginäre  Gerade  der  cubischen  Fläche  zieht  bei  jeder 
reellen,  der  sie  begegnet,  ein  Paar  conjugirter  Geradenpaare  nach 
sich,  deren  einem  sie  angehört  und  welche  natürlich  ebenso 
durch  jede  ihrer  3  anderen  Geraden  veranlasst  werden.  3Iithin 
ist  die  Anzahl  der  einer  reellen  Geraden  anhängen- 
den imaginären  Geradenpaare  eine  gerade,  da  je  zwei 
conjugirt  sind. 

Da  nun  ein  einer  reellen  Geraden  Ji  anhängendes  imagi- 
näre Geradenpaar  [m,  m')  nur  eni  einziges  conjugirtes  (??,  «') 
haben  kann,  so  ist  nun    klar,   dass  je   zwei  Geraden  derselben. 
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m  und  /',  in'  und  ?/  conjugirt  sind.  Also  sowohl  m  und  n,  als 
auch  m'  und  n  werden  von  unendlich  vielen  reellen  Geraden 
gelrollen,  deren  jede  mit  der  reellen  Geraden  h  und  der  reellen 
Geraden  ^v,  welche  die  Mittelpunkte  ^  und  v  von  [m,  m')  und 
[n,  n')  verbindet,  ein  reelles  einllächige  Hyperboloid  erzeugt,  auf 
dem  dann  auch  m  und  //  resp.  m'  und  n'  liegen,  so  dass  die 
beiden  Geraden  h  und  fi  v  sowohl  mit  m,  n,  als  mit  m',  n  ein 
windschiefes  Merseit  zusanunensetzen,  welches  die  Grundcurve 
eines  reellen  Flächenbüscliels  2.  Ordnung  bildet,  in  dem  alle 
reellen  Flächen  mit  reellen  Geraden  behaftet  sind.  Es  sei  s  eine 
punktirte  Gerade,  welche  den  Geraden  m  und  n  begegnet,  g  ihr 
reeller  Punkt.  Durch  diesen  geht  eine  reelle  Fläche  des  eben 
genannten  Büschels;  auf  ihi-  hegen  3  Punkte  von  s,  nämlich 
(m,  s),  [n,  s)  und  a,  daher  niuss  die  punktirte  Gerade  s  auf  der 
Fläche  liegen,  was  nicht  möglich  ist,  da  diese  mit  reellen  Ge- 
raden behaftet  ist.  Also  keine  punktirte  Gerade  kann  zu- 
gleich z^^ei  conjugirte  imaginären  Geraden  treffen. 

93.  Befinden  sich  unter  den  5  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  e  n  der 
cubischen  Fläche,  deren  Ebenen  durch  J  gehen,  punk- 
tirte, so  kann  keine  der  Geraden  [r,  q)  reell  sein.  Es 
sei  also  z.  B.  d'  d"  punktirt,  mithin  ö  =  {d',  d")  reell.  Jede 
der  Geraden  (r,  q)  trifft  eine  der  beiden  Geraden  dieses  Paars; 
durch  den  Punkt  ö  geht  keine,  weil  sonst  3  Gerade  der  cubischen 
Fläche  durch  diesen  gingen,  er  demnach  ein  Knotenpunkt  der- 
selben wäre.  Wir  betrachten  aber  nur  allgemeine  Flächen 
3.  Ordnung  ohne  Knotenpunkte.  Greifen  wir  eine  der  Geraden 
(/•,  q)  heraus,  z.  B.  /■/,  welche  d'  trifll;  sie  bildete,  wenn  sie 
reell  wäre,  mit  d',  die  einen  ausserhalb  r/  liegenden  reellen 
Punkt  d  hat,  eine  reelle  Ebene,  welche  dann  aus  der  cubischen 
Fläche  noch  eine  zweite  punktirte  Gerade  ausschnitte,  die  mit  rf' 
den  reellen  Punkt  ö  gemein  hätte  (Nr.  85) ,  so  dass  durch  diesen 
3  Gerade  der  cubischen  Fläche  gingen,  was  auf  allgemeinen 
Flächen  nicht  geschehen  kann. 

Giebt  es  unter  den  Geradenpaaren,  deren  Ebenen 
durch  A  gehen,  mehr  als  ein  reelles,  so  können  sich 
unter  den  Geraden  (r,  q)  nicht  punktirte  befinden.  Es 
seien  also  «'«",  b' b"  zwei  von  diesen  reellen  Geradenpaaren, 
deren  Ebenen  durch  A  gehen  —  so  viel  müssten  ja  dann  wenig- 
stens   sein    — ,    so    wird    jede    Gerade   [r,  q)    je    eine   Gerade 
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jedes  der  beiden  Paare  treuen.  Z.  D.  r/  trifTt  a'  und  b'.  Wäre 
nun  ry  punktirt,  so  erzeugte  sie  mit  a'  und  h' ,  weil  sie  einen 
ausserhalb  dieser  liegenden  reellen  Punkt  besitzt,  je  eine  reelle 
Ebene,  die  aus  der  cubischcn  Fläche  schon  eine  reelle  Gerade  «' 
resp.  b'  und  eine  puuktirte  r/  ausschneidet,  also  noch  eine 
zweite  punktirte  ausschnitte,  welche  mit  r/  den  reellen  Punkt 
gemein  hätte,  so  dass  durch  diesen  3  Gerade  der  cubischen 
Fläche  liefen. 

Befinden  sich  unter  den  Geradenpaaren,  deren 
Ebenen  durch  A  gehen,  imaginäre,  so  befinden  sich 
unter  den  Geraden  [r,  q)  auch  imaginäre,  und  zwar 
ist  die  Hälfte  imaginär.  Denn  4  von  den  Geradenpaaren, 
deren  Ebenen  durch  jede  der  10  Geraden  a,  b,  c,  d,  c  gehen, 
bestehen  aus  je  zwei  Geraden  (r,  q);  da  nun  die  Geradenpaare, 
deren  Ebenen  durch  eine  imaginäre  Gerade  der  cubischen  Fläche 
laufen ,  entweder  aus  einer  imaginären  und  einer  reellen  oder 
aus  einer  imaginären  und  einer  punktirten  Geraden  bestehen,  so 
ist  klar,  dass  sich  unter  den  Geraden  [r,  q)  imaginäre  befinden 
müssen  und  zwar,  wenn  z.  B.  d'  d"  ein  imaginäres  Geradenpaar 
ist,  wird  die  Hälfte  der  die  Gerade  d'  treffenden  Geraden  (r,  q] 
und  ebenso  die  Hälfte  der  d"  treffenden  Geraden  (r,  q),  mithin 
überhaupt  die  Hälfte  aller  Geraden  (r,  q)  imaginär  sein,  die  an- 
dere reell,  punktirt  oder  beides  gemischt. 

94.  Nachdem  dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  nun  zur  Ein- 
theilung  der  reellen  Flächen  3.  Ordnung  nach  der  Beschaffenheit 
der  Geraden  über.  Da  die  imaginären  Geradenpaare,  deren  Ebe- 
neu  durch  A  gehen,  nur  paarweise  auftreten,  haben  wir  zuerst 
3  Hauptabiheilungen  aufzustellen: 

I.  Flächen,  bei  denen  keins  der  5  Geradenpaare 
a  a" ,  b'  b",  c'  c" ,  d' d' ,  e'  e"  imaginär  ist, 

II.  Flächen,  bei  denen  2  dieser  Gerad  enpaare, 
d'd",e'e",  imaginär  sind  und  dann  natürlich  conjugirt, 

HI.  Flächen,  bei  denen  4  der  Geradeupaare,  b' b'\ 
c  c",  d'  d",  c' e" ,  imaginär  sind  und  zwar  b'  b" ,  c'  c"  einer- 
seits und  d'  d" ,  e'  e"  andererseits  conjugirt. 

Das  Geradenpaar  a'  a"  liegt  also  in  allen  3  Abtheilungen  in 
reeller  Ebene,  und  da  bei  allen  reellen  cubischen  Flächen  eins 
der  5  Geradenpaare  reell  sein  muss,    so  wird  es  bei  HI.  selbst- 
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versländlich  a'  a"  sein,  bei  I.  und  II.  nehmen  wir  a'  a"  als  dieses 
reelle  an. 

Bei  I.  liegen  alle  5  Geradenpaare  in  reellen  Ebe- 
nen, sind  mithin  entweder  reell  oder  punktirt. 

1)  Wir  nehmen  zuerst  an,  4  der  Geraden  paare  seien 
reell,  nämlich  a'  a" ,  b'  b" ,  c'  c" ,  d'  d".  Jede  der  Ge- 
raden {r^  q)  trilTt  4  windschiefe  dieser  8  Geraden;  z.  B.  r/ 
die  4  Geraden  a'  b'  c'  d'.  Die  zweite  Gerade,  die  dieselben  trifft, 
ist  stets  A.  Die  4  Geraden  nun,  welche  4  reellen  windschiefen  Ge- 
raden begegnen,  sind  entweder  beide  reell  oder  beide  ima- 
ginär und  dann  cnnjugirt  (Nr.  82).  Da  nun  ^  reell  ist,  so  muss 
/•('  und  ebenso  jede  andere  Gerade  (r,  ^)  auch  reell  sein.  Also 
sind  alle  Geraden  {t\  q)  reell.  Nun  hegt  e'  sowohl  wie  e" 
viermal  mit  je  zwei  Geraden  [r,  q)  in  derselben  Ebene,  mithin 
müssen  sie  auch  reell  sein.  Folglich  ist  der  Fall,  dass  vier 
der  5  Geradenpaare  reell,  das  fünfte  punklirt  sei,  un- 
möglich. Als  erste  Gattung  der  allgemeinen  cubisch  en 
Flächen  hat  sich  die  mit  27  reellen  Geraden  ergeben. 

2)  Wir  nelimen  an,  zwei  der  5  Ger  adenpaare,  «' «', 
h' b'' ,  seien  reell,  zwei  punktirt,  d'  d",  e' c".  Da  unter 
den  Geradenpaaren,  deren  Ebenen  durchs  gehen,  punktirte  sich 
finden,  kann  keine  Gerade  {r,  q)  reell  sein,  und  da  es  unter 
diesen  Geradenpaaren  mehr  als  ein  reelles  giebt,  kann  keine  der 
Geraden  (r,  q)  punktirt  sein,  mithin  sind  alle  Geraden  [r,  q) 
imaginär.  Sind  aber  imaginäre  unter  den  Geraden  {r,  q),  so 
können  unter  den  an  A  hängenden  Geradenpaaren  nicht  mehr 
als  zwei  punktirte  sein,  demnach  ist  c' c"  nicht  punktirt.  Wäre 
CS  imaginär,  so  verlangte  es  unter  den  5  Geradenpaaren  noch 
ein  zweites  imaginäre  als  conjugirtes.  Folglich  ist  c' c"  reell. 
Der  Fall  mit  2  an  A  hängenden  reellen  und  3  punktirten 
Geradenpaaren  ist  unmöglich.  Also  haben  wir  als  zweite 
Gattung  die  der  Flächen  erhalten,  auf  denen  7  reelle 
Geraden,  von  denen  eine  von  den  6  andern  getroffen 
wird  und  mit  ihnen  3  reelle  Dreiecke  bildet,  4  punk- 
tirte G  erad  en,  die  auch  diese  eine  reelle  Gerade  tref- 
fen und  mit  ihr  zwei  reell-punktirte  Dreiecke  bilden 
—  Dreiecke,  bestehend  aus  einer  reellen  und  zwei  punktirten 
Geraden,  welche  ihren  reellen  Punkt  gemein  haben  —  und  16 
imaginäre  sich  befinden.    Die  6  andern  reellen  Gera- 
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den  liegen  nur  in  e i  n  e in  reellen  und  in  4  r e c  1 1  - i ni a g i  - 
nären  Dreiecken  —  Dreiecken  mit  einer  reellen  und  z\vei 
imaginären  Geraden. 

Aus  den  6  reellen  Geraden  a'  a"  b'  b"  c'  c"  lassen 
sich  8  Tripel  bilden,  >\  e  1  c  h  e  8  reelle  Hyperboloide 
erzeugen;  die  je  2  Geraden  [r,  q),  die  demselben  die- 
ser Hyperboloide  angeboren,  sind  conjugirt;  also  r/ r./, 

Q\'  Qi'  ^\"  ^2'  Q\"  Q2"'  ^-.i  ''4''  Q'i  Qi»  ^i'  ^4"'  Ca"  Q\'- 

3)  Ein    reelles    Gera  den  paar  befindet    sieb    unter 

den  5  G e r a d e n p a a r e n ,  nämlich  a'  a" ,  die  4  andern 
seien  punktirt.  Weil  eben  mehr  als  2  unter  diesen  Geraden- 
paaren punklirt  sind,  kann  keine  Gerade  V,  q)  imaginär  sein,  und 
da  überhaupt  unter  ihnen  punktirte  Geradenpaare  sich  befinden, 
kann  keine  der  Geraden  (/■,  q)  reell  sein,  mithin  sind  alle  Ge- 
raden [r,  q)  punktirt.  Also  als  dritte  allgemeine  Gat- 
tung ergiebt  sich  diejenige  der  Flächen,  auf  denen 
3  reelle  Geraden,  die  ein  Dreieck  bilden,  und  24 
punktirte  liegen.  Von  den  Geraden  [r,  q)  haben  je 
zwei  den  reellen  Punkt  gemein,  welche  eine  der  bei- 
den reellen  Geraden  a'  oder  a"  und  einander  schnei- 
den; also  r/  q{,  r/  Q^,  r^  Q^,  r/  9/,  r,"  q{',  r^"  Q.^',  r.^'  q.", 
^Ä'  9i-  Jede  der  3  reellen  Geraden  gehört  demnach  zu 
einem  reellen  und  4  reell-punktirten  Dreiecken. 

Bei  der  Abtheilung  H  sind  d' d",  e'  e"  conjugirte 
imaginären  Geradenpaare.  Es  seien  nun  noch  in  ihnen 
d'e',d"e"  conjugirt.  Die  3  Geradenpaare  a'a",b'b", 
c'  c"  liegen  in  reellen  Ebenen. 

1)  Es  seien  diese  3  Geradenpaare  alle  reell.  Da  es 
mithin  unter  den  5  Geradenpaaren  mehr  als  ein  reelles  giebt, 
befinden  sich  unter  den  Geraden  (r,  q)  keine  punklirten.  Weil 
unter  jenen  imaginäre  vorkommen,  ist  die  Hälfte  der  Geraden 
(r,  q)  imaginär,  die  andere  Hälfte  also  reell.  Von  je  zweien  Ge- 
raden a  und  ß,  die  mit  d'  z.  B.  ein  Dreieck  bilden,  ist  die  eine 
c(  reell,  die  andere  ß  imaginär,  die  eine  muss  e' ,  die  andere  e" 
treffen.  Träfe  die  reelle  a  die  Gerade  e",  so  würden  d'  und  e" 
von  drei  reellen  Geraden  A,  a,  ö  e  getroffen,  mithin  auf  dem 
durch  diese  erzeugten  reellen  Hyperboloide  liegen,  folglich  noch 
von  unendUch  vielen  reellen  Geraden  getroffen  werden  und  dem- 
zufolge conjugirt  sein,  was  aber  d'  und  e'  sind.     Also  muss  die 
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reelle  «  die  Gerade  e'  und  die  imaginäre  /5  die  Gerade  e"  tref- 
fen. Demnach  sind  die  8  der  16  Geraden  (r,  q),  welche 
d'  und  e'  oder  d"  und  e"  treffen,  reell;  es  sind 
n'  9i  ''2'  ^2'  ''1"  ?i"  ''2'  ^2'  5  die  8  übrigen  Geraden,  weiche 
d'  und  c"  oder  d"  und  e'  begegnen,  sind  imaginär. 
Ais  vierte  allgemeine  Gattung  der  cubischen  Flächen 
erhalten  wir  die  derjenigen  Flächen,  auf  denen  15 
reelle  Geraden  und  12  imaginäre  liegen.  Conjugirt 
sind  von  den  imaginären  Geraden  [r,  q)  je  zwei  solche, 
die  demselben  Tripel  aus  den  6  reellen  Geraden  a'  a" 
b' b"  c'  c"  begegnen,  also  auf  dem  durch  dasselbe  er- 
zeugten Hyperboloide  liegen,  folglich  r/ ^4»  Cs' ^4 » ''3  '1  > 
(»3"  p^".  .Jede  der  15  reellen  Geraden  gehört  (wie  ^)  zu 
3  reellen  und  zwei  reell -imaginären  Dreiecken,  deren 
imaginäre  Ecken  durch  eine  reelle  Gerade  verbun- 
den sind. 

Winden  wir  annehmen,  dass  a  «",  b'  b"  leell,  c'  c" 
jiunktirt,  d'  d" ,  c' c"  conjugirt  imaginär  sind,  so  könn- 
ten sich  wegen  des  punktirten  Geradenpaars  c'  c"  keine  reellen 
unter  den  Geraden  (r,  q)  befinden,  wegen  der  beiden  reellen  Ge- 
radenpaare aber  keine  punktirten,  und  doch  kann  wegen  der 
beiden  imaginären  Geradenpaare  nur  die  Hälfte  der  Geraden  (/•,  q) 
imaginär  sein,  also  ist  dieser  Fall  unmöglich. 

2)  Von  den  3  in  reellen  Ebenen  liegenden  Gera- 
denpaaren  sei  nur  a'  a"  reell,  b'  b" ,  c'  c"  seien  punk- 
tirt  und,  wie  oben,  d'  e' ,  d"  e"  conjugirt  imaginär. 

Wegen  der  punktirten  Geradenpaare  kann  keine  der  Geraden 
[r,  q)  reell  sein;  also  ist  die  Hälfte  der  Geraden  (r,  q)  imaginär, 
die  andere  punklirt.  Da  eine  punktirte  Gerade  nicht  zweien  con- 
jugirten  imaginären  Geraden  begegnen  kann,  so  sind  die  8 
Geraden  (r,  p),  welche  d'  und  e'  oder  r/"  und  e"  treffen, 
imaginär;  es  sind  die  Geraden  {r,  q)  j,  j;  die  8  übrigen 
sind  punktirt.  Folglich  hat  sich  als  fünfte  allgemeine 
Gattung  die  der  Flächen  ergeben,  auf  denen  3  reelle 
Geraden,  die  ein  Dreieck  bilden,  12  punktirte  und  12 
imaginäre  vorkommen. 

Von  den  8  imaginären  Geraden  {r,  g)  sind  die- 
jenigen conjugirt,  welche  je  auf  demselben  der  4  reel- 
len Hyperboloide  [«'  d'  e'],  [a'  d"  e"'],  [c"  d'  c'],  [a" d"  e"'] 
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—  deren  jedes  durch  eine  reelle  und  zwei  conjngirle  imaginären 
Geraden  bestimmt  ist  —  liegen,  also:  r/  q.!,  r/  q{,  i\'  p,", 
^i'  ?2  •  Von  den  p  u  n  k  t  i  r  t  e  n  haben  den  reellen  Punkt 
je  zwei  gemein,  welche  einander  und  eine  der  beiden 
Geraden  a  treffen,  also:  r/  ^3',  r/  ^^',  r./'  ^3",  r^"  (»4 '• 

Jede  der  3  reellen  Geraden  liegt  in  einem  reel- 
len, zwei  reell-punktirten, -2  reell-imaginären  Drei- 
ecken. 

Jjei  III  muss  a  a"  reell  sein.  Es  seien  nun  h'  c',  b"  c", 
tV  e',  d"  e"  conjugirt  imaginär.  Die  Hälfte  der  Geraden 
{r,  q)  muss  imaginär  sein.  Eine  Gerade  (r,  q),  welche  ein 
Dupel  conjugirter  Geraden  des  einen  Paars  conju- 
girter  Ger  adenpaare  und  ein  Dupel  nicht  conjugirter 
Geraden  des  andern  Paars  trifft,  z.  B.  r/',  welche  d" 
und  e",  aber  h'  und  c"  trifft,  ist  imaginär.  Weil  sie  d"  und 
e"  trifft,  kann  sie  nicht  punktirt  sein;  und  wäre  sie  reell,  ^so 
würden  h'  c"  von  3  reellen  Geraden  A,r{',ßy  —  ßz=[b',  b"), 
y  =  [c',  c")  —  getroffen,  wären  also  conjugirt.  Alle  Geraden 
(r,  ())"  haben  diese  Eigenschaft,  folglich  sind  alle  imagi- 
när. Conjugirt  sind  zwei  solche  unter  ihnen,  die  je 
auf  demselben  der  4  reellen  Hyperboloide  \_a"  b'  c"\, 
\_a"  b"  c"^,  \_a"  d'  e''],  \a"  d"  e"^  liegen,  also  r^"  r^",  q^"  Q^", 
Qy"  r/',  r/'  Po".  Die  8  übrigen  Geraden,  also  (r,  q)\  sind  reell  oder 
punktirt  und  zwar  die  4  Geraden  {r,  q)'  i,  2,  welche  zwei- 
mal zwei  conjiigirte  Geraden  treffen  —  z.  B.  r,'  trifft 
b'  c',  d'  e'  —  reell,  die  4  Geraden  {r,Q)\,^,  welche  zwei- 
mal zwei  nicht  conjugirte  Geraden  treffen  —  z.  B.  r^ 
trifft  b'  c",  d'  e"  —  punktirt,  mit  gemeinsamem  reellen  Punkte 
Tg' ^3',  r/ (»4'.  Als  sechste  Gattung  also  tritt  auf  die  der 
Flächen,  auf  denen  es  7  reelle,  4  punktirte,  16  ima- 
ginäre Geraden  giebt.  Die  eine  reelle  Gerade,  «',  liegt  in 
3  reellen  und  zwei  reell-punktirten  Dreiecken,  wird  mithin  von 
den  6  andern  reellen  und  den  4  punktirten  geschnitten,  die 
andern  reellen  liegen  je  in  einem  reellen  und  4  reell-imaginären 
Dreiecken.  Diese  sechste  Gattung  ist  also  mit  der  zwei- 
ten identisch,  aber,  um  mich  so  auszudrücken,  von  einer 
andern  Seite  betrachtet,  gewendet.  Vertauscht  man  die  Geraden 
A  a    b'  b"  c    c"  d'  d"  e    e"  r^  q^  r^  Q2   ^3'  ^3'  ^4  ^4'  nüt  a'  A 


Realität  der  27  Geraden.  301 

rj'  9,'  /'o'  (fo  r.^'  Q.^'  r^'  q^'  b'  h"  c'  c"  d   d"  e'  e" ,    so   leuchtet  die 
Identität  ein. 

Es  liegt  im  Wesen  der  zweiten  Steinerschen  Erzeugungsart, 
dass  jede  reelle  Gerade  der  Fläche  als  Axe  des  erzeugenden 
Ebenenbüschels  benutzt  werden  kann.  Bei  der  ersten,  dritten, 
vierten  und  fünften  Gattung  verhalten  sich  alle  reellen  Geraden 
gegen  die  übrigen  Geraden  ganz  gleichartig.  Aber  bei  der  zwei- 
ten Gattung  nimmt  eine  der  7  reellen  Geraden  eine  hervor- 
ragende Stellung  ein.  Es  muss  also  diese  Betrachtung  anders 
ausfallen,  alle  Situationen  müssen  sich  wenden,  je  nachdem  man 
diese  ausgezeichnete  oder  eine  der  6  andern  reellen  Geraden  als 
Axe  benutzt.  Jener  Kall  gab  uns  die  zweite  Gattung,  dieser 
liefert  die  sechste. 

In  der  That  aber  ergiebt  die  zweite  Stein  er  sehe 
E  r  z  e  u  g  u  n  g  s  a  r  t  nur  5  Gattungen  allgemeiner  c  u  b  i  - 
sehen  Flächen:  l)  Flächen  mit  27  reellen  Geraden, 
2)  Flächen  mit  7  reellen,  4  punktirten,  16  imaginä- 
ren Geraden,  3}  Flächen  mit  3  reellen,  24  punktirten, 
4)  Flächen  mit  15  reellen  und  12  imaginären  Gera- 
den, 5)  Flächen  mit  3  reellen,  12  punktirten,  12  ima- 
ginären Geraden. 

Diese  5  Gattungen  hat  Herr  F.  August  in  seiner  Dissertation 
über  Flächen  3.  Ordnung  analytisch  nachgewiesen;  ebenso  hat 
sie  schon  vorher  Herr  Schläfli  im  2.  Bande  des  Quarterly  Jour- 
nal of  Malhematics  aufgestellt,  wie  ich  aus  Salmon-Fiedler's  ana- 
lytischer Geometrie  des  Raumes  (Theil  II,  Seite  420)  entnehme. 
Doch  steht  in  diesem  Lehrbuche  merkwürdiger  Weise,  dass  9 
von  den  imaginären  Geraden  der  Gattung  mit  15  reellen  und  12 
imaginären  Geraden  einen  reellen  Punkt  besitzen,  was  nicht 
richtig  ist. 

95.  Im  Anschluss  hieran  möge  es  erlaubt  sein,  eine  spe- 
cielle  cubische  Fläche  g-^  zu  betrachten,  auf  der  sich  2 
oder  6  Systeme  von  unendlich  vielen  reellen  Kreisen 
befinden.  Sie  ist  das  Erzeugniss  eines  reellen  Ebenen- 
büschels B  [E)  mit  der  Axe  A  und  eines  demselben 
projectivischen  reellen  Kugelbüschels  5  (j^f),  d.i.  eines 
Systems  von  Kugeln,  welche  ausser  dem  imaginären 
Kreise  C    in  der  unendlich  entfernten  Ebene  @,„  noch 
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einen  reellen  oder  imaginären  Kreis  C,  in  einer  reel- 
len endlichen  Ebene  (S,  gemein  liahen. 

Das  reelle  Kugelbüschel  wird  wieder  am  besten  durch  zwei 
reelle  Kugeln  constituirt,  und  seine  projectivische  Beziehung  zum 
Ebenenbiischel  muss  natürlich  reell  sein. 

Alle  durch  die  Axe  A  des  Ebene nbüsch eis  geleg- 
ten Ebenen  haben  zu  entsprechenden  Flächen  Kugeln  und 
zwar  entweder  reelle  oder  imaginäre  und  schneiden  deshalb 
im  Allgemeinen  Kreise  aus,  im  speciellen  Falle,  wenn 
sie  die  entsprechende  Fläche  berühren,  falls  diese  reell  ist,  ein 
punktirtes  Geradenpaar,  oder,  falls  sie  imaginär  ist,  ein 
imaginäres  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r. 

Eine  der  Kugeln  des  Büschels  ist  zu  dem  reellen  Ebenen- 
paare (©,,  (S^J  degenerirt,  dies  wird  von  seiner  entsprechenden 
Ebene  in  einem  reellen  Geradenpaare  «,  o,,  durchschnit- 
ten; «1  sei  die  in  (5j  liegende  Gerade,  a^  die  in  (f,^.  Die 
Grundcurve  des  Kugelbüschels  (C,,  C^)  liegt  natürlich  auch  auf 
%'\  und  ersichtlich  ist  «j  die  Ergänzungsgerade  zu  6'j  und  u^ 
die   zu  Crj:- 

Da  also  nur  eins  der  Geradenpaare,  deren  Ebenen  durch  Ä 
gehen,  reell  ist,  so  können  bei  dieser  Specialfläche  nur 
die  3  Gattungen  auftreten,  welche  sich  uns  bei  der 
zweiten  Steiner  sehen  Erzeugungs  weise  als  dritte, 
fünfte,  sechste  ergeben  haben.  Die  3  Geraden  A  «,  «.j, 
bilden  ein  Dreieck,  mithin  hat  jeder  Kegelschnitt,  welchen  eine 
durch  öj  gelegte  Ebene  aus  g'^  ausschneidet,  mit  dem  Kreise 
C^,  dessen  Ebene  durch  «^  geht,  zwei  Punkte  geraein,  geht  dem- 
nach durch  die  beiden  imaginären  unendlich  entfernten  Kreis- 
punkte seiner  Ebene,  ist  folglich  ein  Kreis.  Also  schneiden 
auch  alle  durch  a^  gelegten  Ebenen  die  cubische 
Fläche  noch  in  Kreisen.  Schnitte  eine  dieser  Ebenen  die 
cubische  Fläche  noch  in  einem  reellen  Geradenpaare,  so  müss- 
ten  dessen  Geraden  den  Kreis  C^,  treffen,  aber  in  reellen  Punk- 
ten, da  (S.^.  reell  ist,  was,  weil  C^  ganz  imaginär  ist,  nicht  statt- 
finden kann.  Also  in  keiner  andern  durch  «j  gehenden 
Ebene  ausser  [a^Äa.J)  kann  ein  reelles  Geradenpaar 
liegen.  Mithin,  wenn  %^  der  sechsten  Gattung  angehört,  bei 
der  eine  der  3  Geraden  des  reellen  Dreiecks  A  a^  a^  noch  von 
zwei  andern  reellen  Geradenpaaren  getroffen  wird,  so  kann  nur 
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flie  uneiKlIich  entfernte  Gerade  «.^  diese  sein.  Die  durch  «.^ 
gelegten  Ebenen,  welche  alle  einander  parallel  sind, 
durchschneiden  die  c  u  b i s c  h  e  F 1  ä  c  h  e  i^^  i  n  a  1 1  g e m  e i  n  e  n 
Kegelschnitten,  von  denen  keiner  ein  Kreis  ist,  weil 
keiner  dieser  Kegelschnitte  den  Kreis  C^_,  dessen  Ebene  eben- 
falls durch  o,^  geht,  trifft.  Ist  der  Kreis  C^  imaginär,  so 
können  sich  ausser  M,  «,)  unter  den  Geradenpaaren, 
deren  Ebenen  durch  a^  gehen,  keine  reellen  befin- 
den, weil  deren  Gerade  den  Kreis  C,  treffen  müssten  und  zwar 
in  reellen  Punkten,  da  die  Ebene  (S^  dann  auch  noch  reell  ist, 
was  aber  nicht  möglich  ist,  sobald  Cj  imaginär  ist.  Also  in  die- 
sem Falle  kann  unsere  Special  fläche  nur  von  der 
dritten  oder  fünften  Gattung  sein.  Wird  aber  bei 
reellem  Kreise  C^  die  Gerade  a^  ausser  von  A  a^  noch 
von  2  andern  reellen  G  er  adenpaaren  getroffen,  so 
sind  auch  die  Kegelschnitte  der  «lurch  jede  der  4  Ge- 
raden dieser  Paare  gelegten  Ebenen  Kreise,  weil  sie 
stets  den  Kreis  C^,  in  zwei  Punkten  treffen,  so  dass  es  dann 
auf  §3  6  Systeme  von  unendlich  vielen  reellen  Krei- 
sen giebt. 

Jede  Kugel,  die  durch  einen  Kreis  der  cu bischen 
Fläche  %^  gelegt  ist,  dessen  Ebene  durch  die  reelle 
Gerade  a'  der  Fläche  geht,  schneidet  aus  der  cubi- 
schen  Fläche,  mit  welcher  sie  auch  den  imaginären 
Kreis  Cj,  gemein  hat,  noch  einen  Kreis,  dessen  Ebene 
durch  die  dritte  Gerade  a"  in  der  Ebene  a'  a^  geht. 
Sämmtliche  Kugeln,  die  durch  einen  festen  Punkt  P 
der  Fläche  %^  und  die  verschiedenen  Kreise  gehen, 
welche  die  Gerade  a  zur  ergänzenden  Geraden  haben, 
haben  noch  den  Kreis  der  cubischen  Fläche  gemein, 
der  sich  in  der  Ebene  [P,  a")  befindet. 

Interessant  ist  die  Fläche  %^  auch  dadurch,  dass  sie  durch 
die  gewöhnliche  (sphärische)  Inversion*)  in  Bezug  auf  jeden  ihrer 
Punkte  eine  Fläche  derselben  Art  und  derselben  Gattung  hervor- 
ruft, worauf  wir  jedoch  hier  nicht  näher  eingehen  wollen. 

96.   Die   bei  der  zweiten  Steinerschen  Erzeugungsweise  er- 


*)  Salmon- Fiedler.     Analytische  Geometrie   des  Raumes.  Theil   II, 
Seite  34.3. 
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haltenen  Resultate  fibertragen  wir  nun  auf  den  speciellen  Fall 
derselben,  die  dritte  -Steinersche  Erzeugungsweise-,  und  werden 
dadurch  zu  mehreren  Sätzen  über  reelle  Flächenbiischel  2.  Ord- 
nung gelangen.  Wir  fanden  im  ersten  Kapitel  bei  der  Betrach- 
tung dieser  letzteren  Erzeugungsweise,  dass  auf  der  Pampolare 
eines  Punktes  P  in  Bezug  auf  ein  Flächenbüschel  2.  Ordnung 
die  conjugirte  Polare  11  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  Büschel 
liegt  und  dass  die  5  Geradenpaare  der  Pampolare,  deren  Ebenen 
durch  n  gehen,  von  dem  Geradenpaar  Q'  G" ,  welches  aus  der 
durch  P  gehenden  Fläche  des  Büschels  durch  ihre  Berührungs- 
ebene in  P  ausgeschnitten  wird,  und  von  den  4  Geradenpaaren 
?</  1//',  n./  u.^",  u./ n.^" ,  u/  u^"  gebildet  werden,  in  denen  die 
4  Kegel  U^,  U.^,  U.^,  U^  des  Büschels  durch  die  Polarebenen  des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  sie  durchschnitten  werden.  Die  Spitzen 
dieser  4  Regel  seien  Fj,  V^,  V^,  V^. 

Ist  P  und  das  Flächenbüschel  B  {F^)  reell,  so  ist  auch  die 
Pampolare  und  die  Gerade  71  reell.  Dann  gehen  durch  diese, 
wie  sich  bei  der  zweiten  Steinerschen  Erzeugungsweise  ergeben 
hat,  die  Ebenen  von  einer  ungeraden  Anzahl  reeller,  einer  ge- 
raden Anzahl  punktirter  und  einer  geraden  Anzahl  imaginärer 
auf  der  Pampolare  liegenden  Geradenpaare.  Das  Geradenpaar 
G'  G"  ist  nie  imaginär. 

Aus  Nr.  83  wissen  wir,  dass,  wenn  die  Grundcurve  des 
Büschels  B  [F"^)  reell  ist,  dann  sich  im  Büschel  entweder 
4  reelle  Kegel  oder  zwei  reelle  Kegel  und  zwei  conjugirte  imagi- 
nären Kegel  (deren  imaginäre  Spitzen  durch  eine  reelle  Gerade 
verbunden  sind)  oder  zwei  Paare  conjugirter  imaginären  Kegel 
befinden. 

Wir  sagen  von  einem  reellen  Punkte  P,  er  liege  innerhalb 
eines  reellen  Kegels  2.  Ordnung,  wenn  jede  durch  ihn  gehende 
reelle  Gerade  den  Kegel  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  also  jede 
durch  ihn  und  die  Spitze  des  Kegels  gelegte  reelle  Ebene  den 
Kegel  in  einem  reellen  Geradenpaare  durchschneidet.  Ein  reel- 
ler Punkt  hat  in  Bezug  auf  einen  reellen  Kegel  eine  reelle  Po- 
larebene. Liegt  der  Punkt  innerhalb,  so  liegt  die  Polarebene 
ausserhalb  und  schneidet  den  Kegel  in  einem  punktirlen  Geraden- 
paare; liegt  aber  der  Punkt  ausserhalb  des  Kegels,  so  liegt  seine 
Polarebene  inneihalb  und  durchschneidet  den  Kegel  in  einem 
reellen  Geradenpaare. 
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Erster  Fall.  Sämni tliche  4  Kegel  des  Büschels 
Ui  U.,  U^  L\  Sinti  reell.  Sie  th eilen  den  ganzen  Raum 
in  16  lläinne,  nänilicli  ]]  einen  ^y^,  dessen  Punkte 
ausserhalb  aller  4  Kegel  liegen,  2)  4  Räume  R^^,  deren 
Punkte  je  innerhalb  des  einen  und  ausserhalb  der  3 
andern  Kegel  sich  befinden,  3)  6  Räume  R^-,  deren 
Punkte  je  innerhalb  zweier  Kegel  und  ausserhalb  der 
heiden  andern  sind,  4)  4  Räume  Rj,  deren  Punkte 
je  innerhalb  dreier  Kegel  und  ausserhalb  des  vier- 
ten liegen,  und  5)  einen  Raum  A4",  dessen  Punkte 
innerhalb  aller  4  Kegel  sich  befinden.  Da  alle  4  Kegel 
J/j  J/j  Ü7.J  U^  reell  sind,  so  ist  keinsder4  Geradenpaare  li  u",  der 
reelle  Punkt  P  mag  liegen,  wo  er  will,  imaginär.  Befindet 
sich  der  Punkt  P  in  dem  Räume  Rq*  oder  in  einem  der 
Räume  i?.,-  oder  in  dem  Räume  i?.,°,  so  ist  die  Anzahl  der 
reellen'  unter  den  Geradenpaaren  u'  u"  4,  2  oder  0,  die  der 
punktirten  0,  2,  4,  also  nuiss  das  Geradenpaar  G'  G"  reell  sein, 
d.  h.  durch  den  Punkt  P  geht  eine  reelle  Fläche  des 
Büschels  mit  reellen  Geraden,  im  Allgemeinen  ein  ein- 
flächiges  Hyperboloid  ;  es  sei  mir  erlaubt  zu  sagen ,  ein  solcher 
Punkt  ist  ein  Hyperboloidpunkt  in  Bezug  auf  das  Bü- 
schel. Ist  dagegen  P  in  einem  der  Räume  Ry^  oder 
^3^  gelegen,  so  belinden  sich  unter  den  Geradenpaaren  ti'  u" 
1  oder  3  reelle,  3  oder  1  punktirles;  mithin  muss  das  Geraden- 
paar G'  G"  punktirt  sein;  durch  P  geht  eine  reelle  Fläche 
des  Büschels  ohne  reelle  Geraden,  im  Allgemeinen  ein 
Ellipsoid  oder  zweiflächiges  Hyperboloid;  der  Punkt  P  ist  ,,ein 
Ellipsoidpunk  t  in  Bezug  auf  das  Büschel". 

Es  sei  die  Gerade  V^  F,  so  gelegen,  dass  sie  ausserhalb  der 
beiden  Kegel  l\,  ü^  fällt,  also  die  Spitze  keines  der  beiden  Ke- 
gel innerhalb  des  andern  zu  liegen  kommt.  Er  sei  eine  durch 
Fj  Fo  gelegte  reelle  Ebene,  welche  keinen  der  beiden  Kegel  C/,  U., 
reell,  also  beide  in  einem  punktirten  Geradenpaare  trifft.  Durch 
E^  wird  B  {F'')  in  einem  reellen  Kegelschnittbüschel  getroffen, 
dessen  drittes  Geradenpaar  reell  sein  muss,  wenn  die  heiden 
andern  punktirt  sind.  Der  Mittelpunkt  v^  dieses  dritten  Paars 
ist  der  Pol  der  Verbindungsgeraden  J\  V.^  der  Mittelpunkte  der 
beiden  andern  in  Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Büschels,  folg- 
lich liegt  er  auf  der  Geraden  Fo  J\,  welche  die  reciproke  Polare 
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der  Geraden  V^  V^  ist  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Bü- 
schels B  [F"^).  In  ihm  wird  durch  die  Ehene  K,r  chie  reelle 
Fläche  des  Büschels  mit  reellen  Geraden  herührt,  mithin  ist  er 
ein  Ilyporholnidpunkt.  Da  er  auf  E,,.  liegt,  welche  weder  ?.',, 
noch  U.y  reell  tridt,  so  muss  er  ausserhalh  dieser  heiden  Kegel 
liegen,  demnach  als  Hyperboloidpunkt  auch  entweder  ausserhalb 
der  heiden  Kegel  f/o  und  U^  oder  innerhalb  beider.  So  muss 
mithin  auch  die  Gerade  Tg  V^,  die  Verbindungsgerade  der  Spitzen 
dieser  beiden  Kegel,  der  er  angehört,  liegen.  Dasselbe  ergiebl 
sich,  wenn  wir  eine  Ehene  E.r  durch  F,  \\  gelegt  betrachten, 
welche  den  einen  Kegel  Uy  reell,  den  andern  ZZj  i"  einem  punk- 
tirten  Geradenpaare  durchschneidet,  dann  ist  das  dritte  Geraden- 
paar in  E,i.  auch  punklirt,  also  t\r.  Ellipsoidpunkt.  Von  den 
3  Geradenpaaren  eines  reellen  Kegelschnittbüschels  ist  eins  jeder- 
zeit reell;  wenn  die  andern  beide  reell  oder  beide  punktirt  sind, 
so  liegt  der  Mittelpunkt  des  einen  in  dem  einen  Scheitelwinkel- 
paar, das  durch  die  beiden  Geraden  des  ersten  (reellen)  Paars 
gebildet  wird,  der  3Ilttelpunkt  des  andern  in  dem  andern.  F,  liegt 
ausserhalb  l\,  also  liegt  r.r  innerhalb  U^,  aber  da  v^^  in  E:^  liegt, 
welche  TJ,,  in  einem  punktirten  Geradenpaare  trifft,  liegt  er  ausser- 
halb V.^,  mithin  muss  er  als  Ellipsoidpunkt  noch  entweder  ausserhalb 
beider  Kegel  f/3  und  ZTj  oder  innerhalb  beider  liegen.  Endlich 
sei  Er  eine  Ebene,  die  beide  Kegel  l\  und  V^  in  einem  reellen 
Geradenpaare  trifft,  dann  ist  auch  das  dritte  Geradenpaar  in  ihr 
reell,  demnach  ?•.»•  Hyperboloidpunkt.  Da  aber  F,,  wie  V^  ausser- 
halb des  andern  Kegels,  also  auch  ausserhalb  des  Geradenpaars 
liegt,  das  E,r  aus  demselben  ausschneidet,  so  muss  ?)^.  innerhalb 
desselben,  d,  h.  innerhalb  beider  Kegel  V^  und  lU  liegen,  mithin 
als  Hyperboloidpunkt  auch  innerhalb  oder  ausserhalb  der  beiden 
Kegef  V,,  V,. 

Es  liege  nun  l\  F,  ausserhalb  V.^,  aber  innerhalb  i\,  also 
F2  innerhalb  V^,  aber  F^  ausserhalb  F.,.  Da  giebt  es  durch 
F,  F.,  nur  zweierlei  reelle  Ebenen  E.x-.  Die  einen  treffen  T, 
reell  und  l\  punktirt,  also  ist  das  dritte  Paar  in  einer  solchen 
Ebene  ])unktirt,  v,^  demnach  Ellipsoidpunkt;  da  V^  innerhalb  des 
Kegels  r,  liegt,  beiludet  er  sich  auch  innerhalb  des  reellen  Ge- 
radenpaars, das  E_r  aus  diesem  ausschneidet,  mithin  r^  ausser- 
halb desselben  und  des  Kegels  l\  ;  und  da  die  Ebene  E^.,  in  der- 
?\r  liegt,    Vo  punktirt  schneidet,  liegt  ?v  ausserhalb   V.^',   folglich 
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muss  i\r  als  Ellipsoidpunkt,  der  ausserlialb  der  beiden  Regel  f', 
lind  U.^  liegt,  innerhalb  des  einen  nnd  ansserlialb  des  andern  der 
beiden  Kegel  U.,  nnd  U^  sich  befinden;  dasselbe  muss  mit  J'.^  T\. 
auf  -svelcljer  v,r  liegt,  der  Fall  sein.  Die  Ebenen  E,^.  der  andern 
Art  tretTen  beide  Kegel  U^  und  U.^  reell,  also  muss  das  dritte 
Geradenpaar  auch  reell  sein,  folglich  ist  i\r  Hyperboloidpunkt. 
V2  liegt  innerhalb  U^,  also  muss  r.r  ausserhalb  Uy  liegen.  V^ 
aber  liegt  ausserhalb  V.,,  also  muss  r.,-  innerhalb  Z7.,  liegen,  folg- 
lich muss  er  als  Ilyperboloidpunkt  innerhalb  des  einen  und 
ausserhalb  des  andern  der  beiden  übrigen  Kegel  liegen. 

Endlich  falle  Fj  J'.^  iimerhalb  beider  Kegel  f/,,  ?7., ,  so  dass 
die  Spitze  jedes  von  ihnen  innerhalb  des  andern  zu  liegen  kommt. 
Jede  durch  T\  Fo  gelegte  reelle  Ebene  Ej;  trifft  beide  Kegel 
reell,  ipithin  muss  v,r  Ilyperboloidpunkt  sein;  aber  da  V.2  inner- 
halb f/,  und  J\  innerhalb  U.,  liegt,  muss  v,r  ausserhalb  heider 
Kegel  liegen,  folglich  als  Hyperboloidpunkt  entweder  nuch  ausser- 
lialb der  beiden  übrigen  Kegel  f/3  U^  oder  innerhalb  beider. 
Diese  Lage  kommt  also  natürlich  auch    V.^  V^  zu. 

Liegt  die  Verbindungsgerade  der  Spitzen  zweier  Kegel  zu- 
gleich innerhalb  oder  zugleich  ausserhalb  der  Kegel,  so  wollen 
wir  sagen,  dass  sie  gleichartig  gegen  dieselben  liege.     Also: 

Sind  die  4  Kegel  eines  reellen  Büschels  2.  Ord- 
nung mit  reeller  Grundcurve  reell,  so  liegt,  wenn  die 
Verbindungsgerade  der  Spitzen  zweier  von  ihnen 
gegen  die  Kegel  gleichartig  liegt,  ebenso  die  Ver- 
l)indungsgerad  e  der  Spitzen  der  beiden  übrigen  Ke- 
gel gegen  diese  Kegel  gleichartig. 

Liegt  Fj  Fo  ausserhalb  U^,  so  schneidet  ihre  Polarebene  in 
Bezug  auf  U^  aus  diesem  Kegel  ein  reelles  Geradenpaar  aus,  also 
Fo  F4,  die  reciproke  Polare  von  J\  T\  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
des  Büschels,  mithin  auch  in  Bezug  auf  11  ^,  welche  in  dieser 
Polarehene  liegt,  trifft  Tj\  reell.  Liegt  hingegen  F,  Fj  innerhalb 
Z/, ,  so  trifft  F3  F4  diesen  Kegel  imaginär.  Mithin  können  wir 
obigen  Satz  auch  folgendermassen  aussprechen. 

Falls  die  4  Kegel  eines  reellen  Flächenbüschels 
.2.  Ordnung  mit  reeller  Grundcurve  reell  sind,  so 
trifft,  wenn  die  Verbindungsgerade  der  Spitzen  zweier 
dieser  4  Kegel  die  beiden  andern  Kegel  gleichartig 
trifft,  d.  h.  beide  reell  oder  beide  imaginär,    auch  die 
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Verbind ungsgerade    der    Spitzen   dieser    beiden   letz- 
teren Kegel  die  beiden  ersteren  gleichartig. 

Z^veiter  Fall.  Zwei  von  den  4  Kegeln,  U^,  U^,  sind 
reell,  die  beiden  andern  conjngirt  imaginär,  also 
F3  F^  reell. 

Die    Geradenpaare   ti.^'  u.," ,  u{  u{'    sind   für   alle  Pnnkte  P 
imaginär.    Es  leucbtet  bald  ein,  dass  die  Punkte  ausserhalb- 
f7,  und   JJ^  oder   innerhalb   beider   Hyperbnloidpunk te, 
die   innerhalb   des   einen    und   ausserhalb   dos    andern 
lüngegen  Ellipsoid punkte  sind. 

Jede  durch  die  reelle  Gerade  Fg  V^  gelegte  reelle  Ebene 
Ex  schneidet  aus  f/3  und  V^  imaginäre  Geradenpaare,  mithin 
muss  das  dritte  Paar  in  der  Ebene  reell,  folglich  v^,  welcher  auf 
7',  7'.,  liegt.  Ilyperboloidpnnkt  sein,  demnach  liegt  die  Ver- 
bindnngsgerade  der  Spitzen  der  beiden  reellen  Kegel 
entweder  ausserhalb  beider  Kegel  oder  innerhalb  bei- 
der, und  die  (reelle)  Verbi n du ngs gerade  der  Spitzen 
der  beiden  imaginären  Kegel  trifft  entweder  beide 
reellen  Kegel  reell  oder  beide  imaginär. 

Dritter  Fall.  Alle  4  Kegel  sind  imaginär  und  zwar 
t/,  f7.„  r/3  f/4  conjngirt.  Dann  sind  alle  4  Geradenpaare  u'  u" 
imaginär.  Das  fünfte  Geradenpaar  G'  G"  muss  dann  reell  sein; 
d.  h.  alle  reellen  Flächen  des  Büschels  sind  solche 
mit  reellen  Geraden.  Daraus  schliessen  wir,  dass  keine 
r (» e  1 1  e  Ebene  die  G r u n d c u r v e  des  Büschels  in  4  ima- 
ginären Punkten  schneiden  kann,  weil  in  einer  solchen 
Ebene  punktirte  Geradenpaare  auftreten  und  auf  reelle  Flächen 
des  Büschels  ohne  reelle  Geraden  weisen  würden.  Dass  es  in 
einem  reellen  Flächenbüschel  2.  Ordnung  ohne  reelle  Kegel  keine 
Flächen  ohne  reelle  Geraden  giebt,  lässt  sich  auch  noch  auf 
andere  Weise  einsehen.  Jede  durch  die  reelle  Gerade  7'j  F, 
gelegte  reelle  Ebene  bat  zwei  imaginäre  Geradenpanre  und  for-  . 
dei't  noch  ein  drittes  reelles,  folglich  berühren  alle  durch  /']  V., 
gelegten  reellen  Ebenen  Flächen  des  Büschels  mit  reellen  Ge- 
raden, also  die  von  7^,  7'.,  an  reelle  Flächen  des  Büschels 
ohne  reelle  Geraden  —  wenn  wir  solche  voraussetzen  —  geleg- 
ten Berührungsebenen  sind  imaginär,  alle  diese  Flächen  müs- 
sen denmach  die  Gerade  7',  V.,  i-eell  treffen  (Nr.  80).  7*3  T\  ist 
in  derselben    Lage   wie    V^   F.,,   also   muss   sie   auch   alle   reellen 
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Flächen  des  Büschels  ohne  reelle  Geraden  reell  irefl'on;  aber 
F,  Fo  nnd  Fg  ^^  sind  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
des  Büschels,  demnach  müssen  sie  sich  in  ßetrefl"  ihres  Schnei- 
dens mit  reellen  Flächen  ohne  reelle  Geraden  entgegengesetzt 
verhalten  (Nr.  80),  was  dem  Ohigen  widerspricht;  mithin  können 
keine  reellen  Flächen  ohne  reelle  Geraden  in  einem  reellen 
Büschel  2.  Ordnung  ohne  reelle  Kegel  vorausgesetzt  werden. 

97.  Ist  nun  die  Grundcurve  eines  reellen  Flächen- 
büschels 2.  Ordnung  imaginär,  so  müssen  nach  Nr.  83 
alle  4  Kegelspitzen  reell  sein;  deswegen  brauchen  jedoch  noch 
nicht  die  zugehörigen  Kegel  reell  zu  sein.  Doch  fand  sich,  dass 
höchstens  2  dieser  reellspitzigen  Kegel  imaginär  sein   können. 

Wir  nehmen  also  zuerst  an,  zwei  Kegel  L\  V.,  seien 
reell,  die  beiden  andern  imaginär  mit  reellen  Spitzen, 
iniaginär -reell.  Die  Geiadenpaare  ii.^'  ii.^' ,  u^  u^'  sind  für 
^lle  Punkte  P  punktirt.  Keine  durch  Fj  F^  gelegte  reelle  Ebene 
kann  beide  Kegel  f/,,  U.,  in  einem  reellen  Geradenpaare  schnei- 
den, weil  da  ja  die  4  reellen  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden- 
paare 4  reelle  Punkte  der  Grundcurve  wären,  die  doch  imaginär 
ist.  Also  alle  Punkte  innerhalb  des  einen  reellen  Ke- 
gels liegen  a  u  s  s  e  r  h  a  1  b  d  e  s  a  n  d  e  r  n,  Ist  nun  P  ein  Punkt 
ausserhalb  der  beiden  Kegel  C/,  und  U.n  so  sind  die  beiden 
Geradenpaare  u{  Uy  ,  ii.^  u.y'  reell,  mithin  G  G"  auch  reell, 
also /»ist  ein  Ilyperholoidpunkt.  Liegt  hingegen  P  inner- 
halb des  einen  reellen  Kegels,  also  ausserhalb  des 
andern,  so  ist  eins  der  beiden  Geradenpaare  reell,  das  andere 
punktirt,  folglich  G'  G"  punktirt  und  P  ist  ein  EUipsoid- 
pn  nkt. 

Da  keine  der  beiden  Spitzen  V\,  Fo  innerhalb  des  andern 
Kegels  liegt,  so  befindet  sich  F^  V^  ausserhalb  beider,  und  die 
reelle  Gerade  F..  F^  trifft  beide  reellen  Kegel  £/j  und 
ü.^  reell. 

Nehmen  wir  nun  an,  3  Kegel  V^  U^  U^  wären  reell,  der 
vierte  ü^  aber  imaginär-reell.  Das  Geradenpaar  u/  u/'  ist  für 
jeden  Punkt  P  punktirt.  Auch  hier  liegt  jeder  Punkt  P,  der 
innerhalb  des  einen  reellen  Kegels  liegt,  ausserhalb  der  beiden 
andern,  so  dass  für  einen  solchen  Punkt,  der  z.  B.  innerhalb 
Uy  sich  befindet,  u^'  u('  punktirt,  u^  u^' ,  u^  u^'  reell  sind.  Mit- 
hin ist   G'  G"    reell    und  P    ein  Ilyperholoidpunkt.     Doch   jede 
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ilurcfi  Fj  Fo  ö''''^e'^'^  reelle  Ebene  A'.,,  welche  t',  reell  schneidet, 
liidl  Ur,  jtiinklirt,  also  das  drille  (jleradcn]»aar  in  dieser  Ebene 
ist  puiditirt.  Sein  Mittelpunkt  iir  ist  demnach  Ellipsoidpunkt, 
und  da  F.,  ausserhalb  l\  liegt,  befindet  sich  r.v  innerhalb  f/, ; 
also  während  wir  oben  fanden,  dass  alle  Punkte  innerhalb  U^ 
llyperboloidpunkte  sind,  finden  wir  jetzt  doch  unendlich  viele 
EUipsoidpunkte.  Mithin  ist  der  Fall,  dass  3  Kegel  reell 
sind,  der  vierte  imaginär  mit  reeller  Spitze,  nicht 
niöglicb. 

Wir  kommen  nun  zum  letzten  Fall,  dass  alle  4  Kegel 
reell  sind.  Da  enthält  der  Raum  ausserhalb  aller 
4  Kegel  Hyperboloidpunkte;  die  Räume  hingegen  in- 
rfi  e  r  h  a  I  b  der  einzelnen  Kegel,  welche  nichts  Gemein- 
sames haben,  sind  das  Gebiet  der  EUipsoidpunkte. 
Die  Verbindungsgerade  je  zweier  Spitzen  liegt  ausser- 
halb der  beiden  zugehörigen  Kegel  und  trifft  die  bei- 
den übrigen  Kegel  reell. 

98.  Wir  wenden  uns  nun  zu  der  Betrachtung  der  Grass- 
mannschen  Erzeugungsweise.  Soll  die  nach  derselben 
erzeugte  cubische  Fläche  reell  sein,  so  müssen  noth- 
w  endig  die  3  erzeugenden  Ebenenbündel  P',  P-,  P'^  es 
sein,  d.  h.  eine  doppelt  unendliche  Anzahl  reeller  Ebenen  ent- 
halten. Das  wird  durch  reelle  Grundpunkte  bewirkt.  Ferner 
aber  ist  erforderlich,  dass  die  coUineare  Beziehung 
zwischen  den  Bündeln  eine  reelle  sei,  d.  h.  dass  jeder 
reellen  Ebene  eines  Bündels  reelle  Ebenen  in  den  beiden  andern 
Bündeln  entsprechen.  Das  wird  bekanntlich  dadurch  erreicht,  dass 
man  4  reellen  Ebenen  des  einen  Bündels,  von  denen 
keine  3  demselben  Büschel  angehören,  4  ebenso  be- 
schaffene reellen  Ebenen  in  jedem  der  beiden  andern 
Bündel  entsprechen  lässt.  Dann  hat  die  cubische  Fläche 
doppelt  unendlich  viele  reellen  Punkte,  ist  reell.  Nothwendig 
wird  nun  aber  auch  jeder  reelle  Punkt  X  der  cubischen  Fläche 
durch  reelle  Ebenen  veranlasst.  Die  reelle  Gerade  l^^  =  P^  X 
scheidet  aus  dem  Bündel  P^  ein  reelles  Büschel  aus,  dessen 
Axe  sie  ist  und  dem  in  den  andern  Bündeln  wegen  der  reell- 
collinearen  Beziehung  ebenfalls  reelle  Büschel  um  die  (reellen) 
Axen  l-a:  und  l'^^c  entsprechen.  E>ie  den  Punkt  X  erzeugende 
Ebene  des  Bündels  P*   gehört  zum   Büschel  l^^,   also   die  ent- 
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spreclieiuleii  in  den  lUnulelii  P-  und  P^  zu  den  Büscheln  /\. 
und  l'{r,  folglich  sind  sie,  da  sie  durch  den  Punkt  A'  gehen,  die 
reellen  Ebenen  (/\r, -1)  und  (/^.r.  A),  denen  nalürlich  in  i^^  auch 
eine  reelle  Ebene  correspondirt. 

Die  3  Curven  6'^^  6''^  C'-^  welche  durch  je  zwei  der 
niil  unsern  reellen  Ebenenbündeln  verbundenen  re- 
ellen Strahlenbündel  erzeugt  werden,  sind  auch 
reell.  Die  Curve  6''-  z.  JJ.  ist  der  fernere  Schnitt,  welcher 
ausser  der  Geraden  P^  P-  den  beiden  Kegeln  gemeinsam  ist,  von 
denen  der  eine  das  Erzeugniss  des  zum  Bündel  P^  gerechneten 
Ebenenbüschels  um  P^  P-  und  seines  entsprechenden  in  P-,  der 
andere  das  Erzeugniss  des  zum  Bündel  P-  gerechneten  Büschels 
um  /-*'  P'^  und  seines  entsprechenden  im  Bündel  P^  ist.*)  Die 
ei'zeugenden  Büschel  sind  reell  und  stehen  in  reell-projeclivischer 
Beziehung,  also  sind  auch  die  beiden  Kegel  reell,  haben  mithin 
ausser  der  reellen  Kante  P'  P^  noch  die  reelle  Curve  C^-  ge- 
mein (Nr.  81). 

Wir  durchschneiden  nun  die  reelle  cubische  Fläche  i*' '  durch 
zwei  reelle  Ebenen  E  und  Eii  die  Schnittcurven  C'^  und  6'"^j 
sind  reell  (Nr.  85).  Die  die  Punkte  von  C'^  erzeugenden  Ebenen 
der  o  Bündel  P',  P-,  P^  hüllen  3  Kegel  3.  Klasse  /i ',  /i'^,  A'^* 
ein;  da  die  die  reellen  Punkte  von  Q!^  erzeugenden  Ebenen  leell 
sind,  so  befinden  sich  unter  den  Einhüllenden  dieser  Kegel  un- 
endlich viele  reellen,  also  sind  die  Kegel  selbst  reell.  Ebenso 
hüllen  die  Ebenen  der  3  Bündel,  welche  die  Punkte  von  6  "j 
veranlassen,  3  reelle  Kegel  /if^,  A"-^,  K'^^  ein.  Die  9  gemein- 
schaftlichen Berührungsebenen  von  K^  und  Ar\  entsprechen 
denen  von  K-  und  K~^  und  denen  von  /i^  und  K^^.  Unter 
diesen  9  kommen  die  imaginären  stets  paarweise,  und  je  zwei 
eines  solchen  Paars  (conjugirte)  treffen  einander  in  einer  reellen 
Geraden  (No.  88).  Die  Wahl  der  beiden  Ebenen  E  und  £,  steht 
vollkommen  frei;  wir  wählen  sie  so,  dass  ihre  Schnittgerade  der 
cubischen  Fläche  in  3  reellen  Punkten  begegnet.  Die  diese 
3  Punkte  erzeugenden  Ebenen  sind  reelle  gemeinschaftliche  Be- 
rührungsebenen von  K'^  und  Z\,  K'-  und  K'-^,  K^  und  K'\. 
Die  6  übrigen  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebenen  bei  jedem 


*)  Man  sehe  Herrn  Schröter's  Abhandlung- über  Eaum curven  3.  Klasse 
und  3.  Ordnung  Nr.  8  (Journal  von  Ci-elle-Borchardt  Band  56). 
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der  3  coiicenlrisclicn  Kcgclpaarc  seien  5(,',  ^(r, '?(,•'',  wa  /alle 
VVerthc  von  1  bis  6  anniiDmt.  Die  mit  (lemselbcii  i  bcliarieleii 
ontspreclicn  einander  und  dniclischneidcn  einander  in  der  (Ge- 
raden Gi.  Da  von  den  9  gemeinschaftliclien  ßerülirungsebenen 
jedes  der  3  Kegelpaare  3  reelle  ausgescbieden  sind,  so  müssen 
n  n  l  e  r  (\en  6  Ebene  n  5(,  j  e  d  e  s  d  e  r  3  H  ü  n  d  e  1  die  imaginä- 
ren paarweise  conjugirt  vorkommen.  Wegen  der  reellen 
collinearen  Beziebung  enispriebt  jeder  reellen  Ebenen  ■>(,•  des 
einen  Bündels  eine  reelle  Ebene  %;  jedes  der  beiden  andern, 
also  ist  aucb  die  Gerade  Gi,  die  reellen  Ebenen  ^,  ent- 
springt, reell.  Sind  ^,'  und  ^/t^  z^vei  conjugirte  imaginären, 
so  sind  auch  51,-  und  5(/.-^  und  ebenso  31,^  und  5t/;-'  conjugirt. 
Denn  die  der  reellen  Scbniltgeraden  «,7,^  =  (5(,',  51/,')  enlsprccben- 
den  Strahlen  in  /*'  und  P^  sind  reell  und  müssen  sowohl  in 
9(r  resp.  5(,^  als  in  %r  resp.  51/.^  liegen,  so  dass  51,^  51//^  und 
ebenso  51,',  5Ia-^  sich  reell  durchschneiden. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  Gi,  in  der  sich  3  ima- 
ginäre Ebenen  51,  begegnen,  ganz  imaginär  ist.  Demi 
wäre  sie  punktirt,  so  müsste  ihr  reeller  Punkt  auf  der  reellen 
(Geraden  jeder  der  3  Ebenen  51,  liegen,  mithin,  wenn,  wie  oben, 
51/,  die  conjugirten  zu  51,  sind,  auf  den  Geraden  «,/.,  so  dass 
durch  diesen  Punkt  auch  di6.3  Ebenen  51/,  gingen,  also  aucb  die  Ge- 
rade G/;.  Da  aber  im  Allgemeinen  zwei  Gerade  G  einander  nicht 
begegnen,  so  erhalten  wir  das  Resultat:  Auf  einer  nach  der 
Grassmanns  eben  Weise  erzeugten  reellen  Fläche  3. 
Ordnung  allgemeiner- Art  kann  keine  der  Geraden  6^ 
[lunktirt  sein. 

Also  sind  die  Geraden  G  auf  einer  solchen  Fläche 
entweder  reell  oder  imaginär,  und  zwar  beides  in  ge- 
rader An  za  h  I. 

Es  sei  Gi  eine  reelle  Gerade  G,  so  muss  mindestens  noch 
eine  reell  sein,  dies  sei  G,;  die  Ebenen  5L  und  51,  sind  reell 
also  auch  die  3  Geraden  a,,-,  mithin  auch  die  Ebenenbüschel  um 
diese  und  auch  reell  bezogen,  also  aucb  die  Hyperboloide  /r„.*2_- 
(«(V'S  flu'')  initl  //«'"^  =  (ö«',  aü"^)-  Sie  haben  gemein  die  Ge- 
raden Gi,  Gi'  an  ^  und  gu'-,  die  3  ersten  sind  reell,  folglich  auch 
die  letzte.  Also  jede  Gerade  g,  die  zwei  reelle  Geraden 
G  trifft,  deshalb  ihre  beiden  Indiccs  trägt,  ist  reell. 
Da  nun  £,■    die   dritte    Gorade    auf  der   cubischen  Fläche  in  der 
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Ebene  [Gi',  gw)  ist,  so  muss  sie  reell  sein;  ebenso  muss  aber  Z,, 
die  drille  Gerade  in  der  Ebene  (G/.,  gn),  reell  sein.  Folglich  ist 
die  einer  reellen  G  entsprechende  Gerade  L  (welche 
denselben  Index  hat)  reell.  — 

Es  seien  wieder  G,  und  Gi,  zwei  imaginäre  Geraden  G,  die 
von  conjngirten  imaginären  Ebenen  %i  und  51/,  herrühren.  Die 
3  Geraden  a,/,  sind  reell,  mithin  auch  die  beiden  Hyperboloide 
Hii:'^'^  und  HjiP,  denen  die  Geraden  an^,  G;,  G/„  gu,  gemein  sind. 
Die  erste  ist  reell,  die  beiden  nächsten  sind  imaginär,  folglich 
muss  die  vierte  Gerade,  gr,/,,  reell,  die  beiden  Geraden  Gi  und  G,, 
aber  müssen  conjugirl  sein,  d.  h.  von  jeder  reellen  Ebene  in 
zwei  derselben  neellen  Geraden  angehörigen  imaginären  Punkten 
gelrolTen  werden  (Nr.  82). 

Also:  Wenn  Gi  und  Gu  von  conjngirten  Ebenen  ?(, 
und  ■}(/.-  herstammen,  so  sind  sie  selber  conjugirl  und 
die  Gerade  gik,  die  beide  Geraden  trifft,  ist  reell.  Z, 
und  Za  als  dritte  Geraden  in  den  Ebenen  (G/.,  gn;)  und  [Gi,  gu^) 
sind  imaginär. 

Es  seien  G,-,  Gk'  zwei  andere  Geraden  G,  die,  wenn  es  auf 
der  Fläche  überhaupt  reelle  Geraden  G  giebt,  reell  seien,  oder 
wenn  es  keine  giebt,  conjugirl  imaginär  seien.  Jedenfalls  ist 
///./,.  reell.  Die  reelle  Gerade  gu:  erzeugt  mit  Gi-,Gk-,  zweien 
reellen  oder  conjngirten  imaginären  Geraden,  ein  reelles  Hyper- 
boloid (Nr.  92),  welches  die  cubische  Fläche  noch  in  den  3  Ge- 
raden Li  Z/.  gi'/,'  durchschneidet.  Jede  reelle  Ebene  durchschnei- 
det beide  Fläclien  in  reellen  Curven,  von  deren  6  Schnittpunkten 
zwei,  die  auf  j/,7,  und  </,••/-,  reell,  zwei,  die  au{  Gi'  G^',  reell  oder 
conjugirl  imaginär  sind;  folglich  müssen  die  beiden  übrigen,  die 
auf  den  imaginären  Geraden  Z„  Z/-,  auch  conjugirl  seiU;  demnach 
die  Geraden  L,  Lk  conjugirl. 

Also:  Die  zweien  conjngirten  imaginären  Geraden 
Gi  und  Gk  zugehörigen  (denselben  Index  tragenden) 
Geraden  Li,  L^  sind  auch  conjugirl  imaginär. — - 

Es  sei  Gi  eine  reelle  Gerade  G,  Gt  eine  imaginäre;  so  ist 
auch  Li  reell,  also  gu,  die  dritte  Gerade  in  der  Ebene  [Gi,  Li), 
imaginär.  Also  die  Gerade  gr,  die  eine  reelle  und  eine 
imaginäre  Gerade  G  trifft,  ist  imaginär. 

Da  Gi  reell  ist,  so  nuiss  noch  mindestens  eine  Gerade  G:Gi' 
reell  sein;  die  conjugirte  zu  Gi  sei  Gm,  die  beiden  übrigen  Gp,  G,^ 


314  fSiubeutes  Kapitel. 

sind  entweder  beide  reell  oder  conjugirl  imaginär,  also  die  3  Ge- 
raden fjii',  fjiin,  fJ^„^  sicher  reell.  Weil  Ci  reell  ist,  so  ist  anch  Li 
reell;  das  Hyperboloid  \ßiLigp,^  ist  reell;  es  durchschneidet  die 
cubische  Fläche  noch  in  den  3  Geraden  j/,y,  gim,  gu-,  deren  letzte 
reell  ist.     Es  leuchtet  nun  ein,  dass  gu,  ^,„,  conjugirt  sind. 

Also:  Z^vei  Gerade  g,  die  dieselbe  reelle  Gerade 
(i  treffen  und  deren  je  eine  noch  je  eine  von  2  conjii- 
girten  Geraden  G  schneidet  (oder  welche  gemein- 
schaftlich den  Index  einer  reellen  Geraden  G  und 
dann  noch  einzeln  die  Indices  zweier  conjugirten  Ge- 
raden (t  tragen)  sind  conjugirt  imaginär. — 

Endlich  sei  Qi  eine  imaginäre,  6'„,  ebenfalls  eine  imaginäre, 
aber  nicht  conjugirt  zu  Gi,  so  sind  X,  und  L,n  auch  beide  imagi- 
när und  nicht  conjugirt,  die  Gerade  g;m,  die  dritte  sowohl  in  dci- 
Ebene  {LiG,n),  als  in  der  Ebene  iGiL,,,),  muss  entweder  reell 
oder  punktirt  sein  (!Sr.  So].  Wäre  aber  g,-,,,  reell,  so  wäre  sie 
ja  die  von  einem  imaginären  Punkte  der  Geraden  Gi  (oder  G,„ 
ausgehende  reelle  Gerade,  müsste  mithin  deren  Conjugirte  treffen, 
also  3  Gerade  G,  was  keine  Gerade  g  thut.  Also  ist  ^,„,  punk- 
tirt. Wir  können  das  auch  anders  einsehen.  Die  3  Geraden 
(ii»i  sind  nicht  reell,  denn  in  jeder  der  Ebenen  ?(/  und  5t/«  ist 
nur  die  Gerade  reell,  in  der  die  Ebene  von  ihrer  conjugirten 
Ebene  %  getroffen  wird;  sie  besitzen  aber  in  dem  auf  ihnen  liegen- 
den Punkte  P  einen  reellen  Punkt,  also  sind  sie  punktirt.  Durch 
jede  von  ihnen  geht  eine  reelle  Ebene  E;,„,  welche  3  Ebenen, 
durch  entsprechende  Strahlen  der  Strahlenbündel  gelegt,  wegen 
der  reellen  Collinearität  der  Bündel  einander  entsprechen.  Die 
Hy[)erboloide  Hi,J-  und  Hi„P  sind  imaginär,  weil  sie  zugleich 
die  punktirte  Gerade  a,„^  und  die  reelle  Gerade  e,;J-  =  {EjJ,  JSi,»-}, 
resp.  e/m^^  =  (.E,„,^  A',,,,^)  enthalten.  Auf  dem  ersteren  liegt  die 
reelle  Raumcurve  4.  Ordnung  (C-,  e,„P),  auf  dem  letzteren 
{C^^,  Cim'^),  also  auf  keinem  von  beiden  kann  eine  weitere  reelle 
Gerade  liegen.  Die  Gerade  </,„,,  welche  beiden  gemeinschaftlich 
ist,  ist  demnach  nicht  reell;  sie  enthält  aber  den  beiden  Hyper- 
boloiden gemeinsamen  reellen  Punkt  ti,,}'^  =  {Ei„},  Ei,,},  Ei,,?), 
folglich  ist  sie  punktirt. 

Also  die  Gerade  g,  welche  zweien  nicht  conju- 
girten imaginären  Geraden  G  begegnet,  ist  punktirt. 

Wenn   Gk  und    G,,   die    conjugirten    Geraden  zu  Gi  und  G,,, 
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sind,  so  haben  wii-  in  den  Ebenen  %  5J/,  %„  5(«  4  imaginäre  von 
den  9  zweien  reellen  Kegeln  3.  Klasse  gemeinsamen  [{eriilnnngs- 
ebenen  und  zwar  zwei  Paare  conjugirlcr;  nach  dem  anj  Ende 
von  Nr.  88  gegebenen  Satze  liegt  die  Dnrchschnittsgerade  zweier 
nicht  conjugirten  von  ihnen  mit  der  der  beiden  diesen  conjiigir- 
ten  in  derselben  reellen  Ebene;  also  «,>„  liegt  mit  a/c„  in  der- 
selben reellen  Ebene,  d.  h.  JEim  ist  mit  JE/ai  identisch,  also  auch  Punkt 
ei,J'^  mit  Punkt  e/;J-^,  demnach  haben  die  beiden  Geraden  </,„, 
und  g/ot  ihren  reellen  Punkt  gemein,  ebenso  </,„  und  g/,,,,.  Das 
lässt  sich  aber  auch  leicht  daraus  erkennen,  dass  sie,  weil  keinen 
Index  gemein  habend,  einander  schneiden  und  beide  auch  aus 
demselben  Grunde  derjenigen  Geraden  g  begegnen,  welche  die  bei- 
den noch  übrigen  Geraden  G  trifft  und  welche,  weil  diese  ent- 
weder conjugirt  imaginär  oder  beide  reell  sind,  reell  ist.  Also 
zwei  Gerade  g,  von  denen  die  eine  zweien  nicht  con- 
jugirten imaginären  Geraden,  die  andere  deren  con- 
jugirten begegnet,  sind  punktirt  und  haben  ihren  re- 
ellen Punkt  gemein,  treffen  auch  zugleich  eine  re- 
elle Gerade  g  und  liegen  deshalb  in  reeller  Ebene. 

99.  Nachdem  wir  diese  allgemeineren  Bemerkungen  voraus- 
geschickt haben,  können  wir  wieder  die  einzelnen  Gattungen,  in 
welche  die  reellen  durch  die  Grassmannsohe  Weise  erzeugten 
cubischen  Flächen  nach  der  Realität  der  auf  ihnen  liegenden  Ge- 
raden zerfallen,  betrachten.  Da  stets  eine  gerade  Anzahl  der 
Geraden  G  reell  und  imaginär  ist,  so  ergeben  sich  hier  nur 
4  Galtungen: 

I.  Alle  6  G  erad  en  G  sind  reell.  Dann  sind  wegen  der 
eben  gewonnenen  Sätze  auch  alle  6  Geraden  L  und  alle 
15  Geraden  g  reell,  also  alle  27  Geraden  reell.  Wir 
erhalten  die  erste  Gattung  der  zweiten  Steinerschen 
Erzeugungsweise. 

IL  4  Gerade  G  reell,  nämlich  G^^  G.^  G.^  G^,  die  bei- 
den übrigen,  G-^,  G^,  imaginär  und  conjugirt,  demnach 
auch  Ly  L.;,  L^  L^  reell,  -£5  Zq  conjugirt  imaginär,  ferner 
ö\->  ön  üu  923  9'>i  ^34'  ^56  i'eell ;  die  ersten  6,  weil  sie  zwei  reelle 
Geraden  G  treffen,  die  letzte,  weil  sie  zwei  conjugirle  imaginären 
Geraden  trifft;  gi^  gi(,,  g-,:,  9-26^  dsb  936'  9iö  ffn^'  ^velclie  je  eine 
reelle  und  eine  imaginäre  Gerade  G  treffen,  imaginär  und 
zwar    die  zusammengestellten    conjugirt,    weil  die   von 
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ihnen  yelrofTeiieii  imaginären  Geraden  G  conjugiii  sind.  Mit- 
hin hefinden  sicii  unter  den  27  Geraden  15  reelle 
und  12  imaginäre.  Jede  reelle  Gerade  wird  von  3 
reellen   und  2  imaginären    Geradenpaaren    gelrolfen; 

_  —     _  o  o 

z.  ß.  G,*)  von  L.,gi.,,  L^g^y  L^  g^^\  L-^g^^  Zg  ^15.  Da  in  den 
hoiden  imaginären  Geradenpaaren  X-  gr,-,  Zg  ^jq  sowohl  Z- 
und  Z,;,  als  ^,.  und  g^^  conjngirt  sind,  so  mnss  die  reelle 
Gerade,  die  von  dem  imaginären  Punkte  (Z-,  j/,-)  ausgeht,  so- 
wohl Z,i  als  ^,|.  treuen,  also  durch  den  Punkt  (Zq,  ^Tj^)  gehen, 
demnach  sind  Z-  ^j-,  Zg  ^,,;  conjugirt  imaginär.  Die  reelle  Ge- 
rade ^,2  wird  getroffen  von  r;,  Z2,  G.^Ij^,  g-^y-^^;  hb'h^>  haUro^ 

J/.-.o  von  ^,.,  ^3,,  ^,3  ^.,4  ^11  ^23'  ^.-.  Ai.  ^G  A- 

Wir  erkennen  leicht  in  dieser  Gattung  die  vierte  hei  dei- 
zweiten  St  ein  ersehen  Er  zeugungs  weise  erhaltene. 

III.  2  Gerade  G  reell,  nämlich  G^  G.,,  die  4  übrigen 
imaginär  und  zwar  G.^G^,G:^Gy^  conjugirt.  Demnach  sind 
auch  L^  L.,  reell,  Z3  Z^,  L-^  L^^  conjugirt  imaginär,  ferner 
Ovi'^  r/.in  ö:,ii  reell,  g^,  ^,,,  ^..3^24'  ö'is  S'ic'  ö-i;  Oic  conjugirt 
imaginär,  endlich  g.i:,  gm'  (/^a  9i-^i  ^velche  je  zwei  nicht  con- 
jugirte  imaginären  Geraden  treflen,  punktirt  und  zwar  die 
zusammengestellten  mit  gemeinsamem  reellen  Punkte. 
Beide  Paare  begegnen  der  Geraden  ^j,-  ^'^^  liegen  auf  der 
Fläche  7  reelle,  4  punktirte,  16  imaginäre  Geraden. 
Eine  der  reellen  GeradtMi,  ^,2,  wird  von  3  reellen    und 

2  punktirten  Geradenpaar  en  getroffen:  G^L.^.G.^L^,  g^^  ^5^; 

9  3b  ff  IG'  ffuffvo'  '^^^t  also  in  5  reellen  Dreieckebenen;  an  jeder 
d  e  r  6  ü  b  r  i  g  e  n  r  e  e  1 1  e  n  G  e  r  a  d  e  n  aber  li  ä  n  g  e  n  e  i  n  reelles 
und  z  w  e  i  P  a  a  r  e  c  0  n  j  u  g  i  r  t  e  r  i  m  a  g  i  n  ä  r  e  n  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  e, 

z.    B.   an   G,    hängen:    Z2  ^12;   Z3  y,.  Z^  g^^•,  L^  ^,-  Z^  g^^^,   an 

9u  '  On  ^56 •'  ^i  ^4'  ^4  ^3;  ^15  h%'  0-16  ^25-  D'^  eben  gefundene 
Gattung  ist  demnach  mit  der  zweiten  oder  sechsten  der 
zweiten  Steinerschen  Erzeugungsweise  identisch. 


*)  Es  bedeute,  wie  bei  Herrn  August,  —  über  eine  Gerade  gesetzt,  dass 
sie  reell  sei,  . ,  dass  sie  punktirt,  o  ,  dass  sie  imaginär  sei,  .■^.  oberhalb 
zweier  punktirten  Geraden,  dass  sie  ihren  reellen  Punkt  gemein  haben. 
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IV.  Alle  6  ('.  craden  G  imaginär  und  zwar  G^  G.^, 
C3  Gj ,  G5  Gf.  c 0 n j u g i r t ,  dann  sind  auch  L^L^,  L^L^,  L^  i^ 
conjugirt  imaginär.  Ferner  r/,.,,  ^^4,  ^5,5  sind  reell,  alle 
übrigen  g  treffen  zwei  nicht  conjugirte  Geraden  G,  sind  mit- 
hin punktirt  und  zwar  haben  g^:,  gi^,  g^iigir^;  Ov^Qn' 9i6<J-2:>'^ 
9i^9ii'  9ii  ff-n  J®  denselben  reellen  Punkt;  die  beiden  ersten 
Paare  treffen  ^,<,,  die  beiden  nächsten  g.^^,  die  beiden  letzten  ^^g. 
Es  liegen  also  auf  einer  Fläche  dieser  Gattung  3  ein 
Dreieck  bildende  reellen  Geraden  (gi-idnOöd)'  1^  punk- 
tirte,  12  imaginäre  Geraden.  Jede  der  3  reellen  Ge- 
raden wird  von  einem  reellen,  zwei  punktirt en  und  zwei 
conjngirlen  imaginären  G  er  adenpaaren  getroffen,  z.  IJ. 

Ol»  ^"0":  hi  ^56'  9:^0  ilw^  (Ju9iö''  ^1  ^2'  GoLr  Diese  Gattung 
reprodnzirt  uns  mithin  die  fünfte  der  zweiten  Steiner- 
schen  Erzeugungsweise. 

Die  dritte  bei  dieser  Erzeugungs weise  erhaltene 
Galtung  der  cu bischen  Flächen,  auf  welcher  sich  drei 
reelle  ein  Dreieck  bildende  Geradon  und  24  punk- 
tirle  befinden,  ist  durch  die  Grassmannsche  Erzeu- 
gungsweise nicht  herzustellen,  weil  die  Geraden  G  nlchl 
puidilirt  sein  können,  so  lange  sie  noch  alle  gegen  einander 
windschief  sein  sollen  und  man  sich  reeller  und  in  reeller  Colli- 
nearität  stehender  Bündel  bedient. 

100.  Betrachten  wir  nun  noch  die  erste  Steiner  sc  he 
Erzeugungsweise.  Wir  nehmen  zuvörderst  die  9  Geraden 
ß,  in  denen  die  beiden  Tri ed er  einander  durchschnei- 
den, reell  an,  damit  man  in  jeder  durch  den  (reellen)  Punkt 
P  gehenden  reellen  Ebene  reelle  Punkte  zur  Construction  der 
cubischen  Curve  habe,  welche  auf  der  cubischen  Fläche  liegt. 
Sind  die  9  Geraden  ö  reell,  so  sind  auch  die  6  Tri  ed  er  ebe- 
nen reell,  aber  auch  die  6  einflächigen  Hyperboloide 
H,  da  für  jedes  3  reelle  Geraden  der  einen  Schaar  gegeben  sind. 
Ein  reelles  Hyperboloid  abei-,  welches  mit  einer  reellen  Fläche 
3.  Ordnung  drei  reelle  Geraden  gemein  hat,  durchschneidel.  sie 
noch  entweder  in  drei  reellen  Geraden  oder  in  einer  reellen  und 
zwei  conjugirten  imaginären  Geraden.  Eins  der  Hyperboloide, 
z.  B.  das  aus  dem  Tripel  a\  (r.>a^.^  hervorgegangene  i/^, ,  durch- 
schneide die  cubische  Fläche  noch  in  3  reellen  Geraden  g{  g\'  g^''- 
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Jede  der  Geraden  g^  7/  g^^  liegt  mit  g^'  und  einer  Geraden  a  in 
dersellicn  Ebene,  also  müssen  diese  Geraden  reell  sein;  ebenso 
zeigt  sich  dies  für  die  Geraden  g^' g-ö' üv,'  "'^^^  9i"  &s"  &q"-  '^"" 
liegt  aber  auch  g.^'  und  g/  mit  g^'  und  je  einer  Geraden  a  in 
dersell)en  Ebene,  also  sind  sie  reell,  t\)&n?,o  g.^',  g^',  g^",  g.^". 
Schneidet  mitbin  eins  d  er  G  Hyperboloide  die  cubiscbc 
Fläche  noch  in  3  je  eilen  Geraden,  so  tluin  dies  alle. 
Und  daraus  folgt:  Schneidet  eins  der  6  Hyperboloide 
die  cu bische  Fläche  in  einer  reellen  und  zwei  con- 
jugirten  imaginären  Geraden,  so  thun  dies  alle. 

Wir  erhalten  demnach,  wenn  l)ei  der  ersten  Stci- 
nerschen  Erzeugungsweise  reelle  Trieder  gegeben 
werden,  durch  dieselbe  nur  2  Gattungen  der  cu  bischen 
Fläche:  die  eine  mit  27  reellen  Geraden,  also  die  erste 
s  0  w  0  h  I  b  e  i  der  z  w  e  i  t  e  n  S  t  e  i  n  e  r  s  c  h  e  n  a  1  s  b  e  i  d  e  r  G  r  a  s  s  - 
mannscIienErzeugungs weise,  die  andere  mit  15  reellen 
Geladen,  den  9  Geraden  a  und  den  G  einfach  accen- 
tuirten  Geraden  g,  und  12  imaginären  Geraden,  <len 
d(i|t|)elt  und  dreifach  accentuirten  Geraden  g,  unter 
denen  stets  die  mit  demselben  Index  behafteten  con- 
jugirt  sind.  Jede  reelle  Gerade  wird  von  ?>  reellen  und  2 
imaginären  Geradenpaaren  getroffen,  z.  B.  ^7'j  von:  ^7*2  <i\,  ä^\  <i^\, 
(/\'  fh'  y\"  hs''^  9\"'  y^'  oder  g^  von:  ä\  ^,.',  ä'^j  Qi'  «^3  ^5'; 
Si" §:i"'  y^"  O''"-  Diese  Gattung  ist  mithin  mit  der  vierten 
bei  der  zweiten  Steiner  sehen  Erzeugungsweise  oder 
der  zweiten  bei  der  Grassmannschen  identisch. 

101.  Durch  die  Betrachtung  der  8  hauptsächlichsten  Erzeu- 
gungsweisen, die  wir  überhaupt  behandelt  haben,  sind  wir  zu 
5  Gattungen  allgemeiner  reellen  cubischen  Flächen  gekommen, 
welche  jedoch  allein  bei  der  zweiten  Steinerschen  Erzeugungs- 
weise sämmtlich  auftreten,  so  dass  diese  als  die  allgemeinste  von 
allen  dreien  anzusehen  ist.  Gattung  {%)  hat  27  reelle  Ge- 
raden, Gattung  (25)  15  reelle  und  12  imaginäre,  Gat- 
tung (6)  7  reelle,  4  punktirte,  16  imaginäre,  Gattung 
(®)  3  reelle,  24  punktirte  und  Gattung  (6)  3  reelle, 
12  punktirte,  12  imaginäre. 

Bei  den  Flächen,  welche  punktirte  Geraden  besitzen,  also 
bei  denen  der  drei  letzten  Gattungen,  ver«lienen  die  Dreieckebe- 
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neu ,  welche  eine  reelle  und  2  ihren  reellen  Punkt  gemein  habende 
punktirten  Geraden  enthalten,  eine  besondere  Erwähnung.  Sie 
iierühren,  wie  schon  früher  gesagt,  die  Fläche  in  zwei  imagi- 
nären und  einem  reellen  Punkte  und  zwar  in  dem  lefzleren 
ellipsoidisch  oder  isolirt.  l>ei  den  Flächen  der  Gattung  ((S)  giebt 
es  nur  2  solche  Ebenen;  bei  denen  der  Gattung  ((S)  6,  deren 
reelle  Berührungspunkte  die  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits 
sind.  Bei  den  Flächen  der  Gattung  (3))  giebt  es  12  derartige 
Ebenen.  Die  Berührungspunkte  liegen  sechszehnmal  je  drei  aiif 
,  einer  Geraden,  und  diese  16  Geraden  bilden  zwölfmal  je  vier  ein 
Vierseit,  dessen  Ecken  Punkte  isolirter  Berührung  sind.*) 

Bei  den  Flächen  der  Gattung  (23)  wird  jede  reelle  Gerade 
von  6  andern  reellen  getroffen,  mitbin  von  8  reellen  Geraden  nicht, 

so  dass  es  — ^ —  =  60   reelle  Dupel   auf  einer   solchen  Fläche 

-  giebt.    Jedes  reelle  Dupel  \\ird  von  3  reellen  Geraden  vollständig, 
von  6  einmal,   mithin  von  4  reellen  Geraden  gar  nicht  gefrolfen, 

woraus  folgt,    dass   es  — ^ —  =  80   reelle  Tripel  auf  einer 

Flüche   der   Gattung   (23)   giebt.      Es   giebt    ferner  auf  ihr 

15     3 

— '- —  =  15  reelle  Dreiecke;  jedes  derselben  hat  mit  3.2  =  6 

andern   reellen   Dreiecken    eine   Seite   gemein,   also   mit   8  keine 

Seite,  demnach  giebt  es  — . -— ^=:10reelle  Triederpaare 

auf  der  Fläche.  Jedes  derselben  kann  ersichtlich  nach  Anlei- 
tung der  ersten  Steinerschen  Erzeugungsweise  zur  Gonstruclion 
der  Fläche  verwandt  werden.  Ausserhalb  jedes  derselben  steht 
ein  reelles  Doppeldrei  (gr/ gfj' ^3';  g^  g^,'  g^)-  Also  giebt  es  auf 
einer  Fläche  der  Gattung  (23)  10  reelle  Doppeldreien, 
oder  20  reelle  Tripel,  deren  zugeordnete  Tripel  wieder 
reell  sind.  Die  60  übrigen  reellen  Tripel  stecken  zu  je 
6  in  den  10  reellen  Triederpaaren  und  haben  zu  zugeord- 
neten Tripeln  je  drei  Gerade  /  ^"  ^"',  also  eine  reelle  und 
zwei  conjugirte  imaginären  Geraden.  Jedes  der  20 
reellen  Tripel,  deren  zugeordnete  auch  reell  sind, 
wird  also  von  drei  reellen  Geraden  vollständig,  von  keiner  reel- 


Herrn  Auafnst's   Dissertatio   de    superfio.iebiis   tertii  ordinis  §  27. 
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len  Geraden  zweimal,  von  9  einmal,  milliin  von  !< einer  reellen 
Geraden  gar  nicht  getroffen;  sie  liefern  also  keine  reellen 
Quadrupel.  Hingegen  die  60  übrigen  reellen  Tripel,  deren 
zugeordnete  je  ans  einer  reellen  und  zwei  c o n j u g i  r - 
ten  imaginären  Geraden  bestehen,  werden  je  von  einer 
reellen  Geraden  vollständig,  von  6  zweimal,  von  3  einmal,  dem- 
nach von  2  reellen  Geraden  gar  nicht  getroffen.  Sie 
liefern   folglich   2  reelle   Onadrnpel;    so    dass    es    im  .Ganzen 

GO     2 

. — - —  =  30  reelle  Ouadrupcl  giebt.    Da  eine  reelle  Gerade 
4 

nnr  3  Geradenpaare  trifft,  so  kann  sie  nicht  4  windschiefen  Ge- 
raden begegnen;  also  sind  die  beid  en  Schneidenden  jedes 
der  30  reellen  Quadrupel  2  imaginäre,  natürlich  con- 
jugirle  Geraden  (Nr.  82).  Jedes  reelle  Quadrupel  wird 
von  keiner  reellen  Geraden  vollständig,  von  4  dreimal,  von  G 
zweimal,  von  keiner  einmal,  demnach  von  einer  gar  nicht 
getroffen,   folglich   liefert  das  Quadrupel  ein  reelles  Qiiiiitupcl 

30     1 
nnd  es   giebt  im  Ganzen  — ~  =G    reelle    Quintupel. 

5 

Die   gegen    das  Quadrupel  windschiefe    reelle  Gerade   ist   es  auch 

gegen   das  Tripel,    aus   dem   das  Quadrupel    hergeleitet,    also   ist 

sie  die  zweite  reelle  windschiefe  gegen  dasselbe,   giebt  demnach 

mit  ihm  das  zweite  reelle  Quadrupel.    Also  die  beiden  gegen  ein 

reelles  Tripel  windschiefen  reellen  Geraden  der  Fläche  sind  auch 

gegen    einander    windschief,    nnd    jedes    reelle    Tripel    der 

zweiten  Art   liefert   nur   ein    reelles  Quintupel   (die  An- 

Cd 

zahl  der  Quintupel  =  -— ,  denn  10  ist  die  der  in  einem  Quin- 
tupel enthaltenen  Tripel)  oder  die  beiden  aus  einem  reellen 
Tripel  der  zweiten  Art  hervorgehenden  reellen  Qua- 
drnpel  liefern  dasselbe  reelle  Quintupel.  üa  gegen 
ein  reelles  Tripel  höchstens  2  reelle  Geraden  windschief  liegen, 
giebt  es  keine  reellen  Sextupel. 

Die  12  imaginären  Geraden  einer  Fläche  der  Gat- 
tung (3?)  bilden  ein  Doppelsechs: 

(zweite  Steinersche  Erzeugungsweise):  d' c'   ?'/ pg'  q^'  r^' 

e'  d"  r.^  q{  Qi'  r^', 

(Grassmannsche  Erzeugungsart):        j/,r,  y.,-,  g.y^  g^;^  G^  L^ 

9\ii  9-2(i  936  g^b  ^ö  h' 
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(erste  Steiiiersclie  Erzeiigiingsarl) :  yC  [hi    (J,','  [li"  g-.',"  (ji^," 

fjC  (Ji'ül"  (Jx  fJ:''  Ö-,;"- 
Die  Conjiigirlen  slelicn  unter  einander,  geliören  vcrscliiede- 
nen  Sextiipeln  an.  fienaucr:  Ninuiit  man  eine  Gerade  aus  einem 
Sextupel  lierans,  so  ist  ihre  Conjugirte  die  Schneidende  des 
übrigen  bleibenden  Quintupels,  oder  kürzer:  Die  Conjugirte 
einer  i  m  a  g  i  n  ä  r  e  n  G  e  i'  a  d  e  n  auf  einer  c  u  b  i  s  c  h  e  Ji  F  lache 
der  Gattung  (23)  ist  ihre  Gegengerade  im  Doppelsechse, 
das  durch  die  12  imaginären  Geraden  gebildet  Mird. 
Dieses  Doppelsccbs  liefert  12  Ouintupei  mit  je  einer  (imaginären) 
Schneidenden.  Jede  imaginäre  Gerade  wird  von  5  \vindschiefen 
reellen   und   5   \vindschiefen   imaginären  Geraden   getroffen.     Die 

5  Geraden,  die  der  Schneidenden  jedes  der  eben  genannten  12 
Qnintupei  noch  begegnen,  sind  also  reell  und  bilden  ein  Quin- 
tnpel  mit  zwei  Schneidenden.  Diese  so  entstehenden  Qnintupel 
sind  unsere  obigen  (>.  Also  sind  die  G  reellen  Qnintupel 
einer  Fläche  der  Gattung  (23)  solche  mit  zwei,  natür- 
lich imaginären  Schneidenden. 

Bei  den  Flächen  der  Gattung  ((S)  können  nur  aus  den 

6  reellen  Geraden,  die-  alle  von  der  siebenten  ausgezeichneten 
getroffen  werden,  reelle  Tripel  gebildet  werden;  mithin  giebt 
es  4  reelle  Tripel,  deren  zugeordnete  stets  aus  der 
siebenten  ausgezeichneten  und  zwei  conjugirlen  ima- 
ginären Geraden  bestehen.  Reelle  Quadrupel  giebt 
es  nicht,  da  die  6  Geraden  3  Geradenpaare  bilden.  Jede  ima- 
ginäre Gerade  wird  von  3  reellen  ,  2  punktirten  und  5  imaginären 
getroffen.  Die  3  reellen  und  2  punktirten  bilden  ein  Qnintupel, 
das  ausser  von  der  imaginären  Geraden  noch  von  der  ausge- 
zeichneten reellen  getroffen  wird,  folglich  ist  das  Quintupel  der 
5  imaginären  Geraden  eins,  das  nur  von  der  imaginären  Geraden 
vollständig  getroffen  wird  und  gegen  das  die  ausgezeichnete  reelle 
Gerade  windschief  ist.  Da  diese  reelle  Gerade  selbst  keiner  ima- 
ginären, die  6  andern  und  die  4  punktirten  aber  4  imaginären 
Geradenpaaren,  also  nie  5  windschiefen  imaginären  Geraden  be- 
gegnen, so  kann  ein  nur  aus  imaginären  Geraden  bestehendes 
Qnintupel  nur  von  einer  imaginären  Geraden  vollständig  geschnit- 
ten werden.  Ist  es  eins  mit  einer  Schneidenden,  so  ist,  wie 
sich  oben  fand,  die  Windschiefe  die  ausgezeichnete  reelle  Gerade. 
Folglich  giebt  es  auf  einer  Fläche  der  Gattung  ((5)  kein  nur  aus 

Sluirn,  Flächen  3.  Onlnung-.  21 
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imaginären  Geraden  znsammcngesetzles  Sexliipel.  Auch  geht  aus 
dem  Vorhergehenden  hervor,  dass  es  kein  ganz  imaginäres  Quin- 
tupel  mit  zwei  Schneidenden  gieht, 

Bei  den  Flächen  der  Gatt"ing  (!J))  kann,  da  es  nnr  3 
ein  Dreieck  hihlende  reellen  Geraden  gieht,  niciit  einmal  von 
reellen  Du[)eln  die  Rede  sein.  Wir  wollen  untersuchen,  wie  viele 
Sexlupel  sich  aus  den  24  punktirten  Geraden  hilden  lassen.  Wir 
bedienen  uns  der  Bezeichnungen  der  zweiten  Stcinerschen  Erzeu- 
gungsweise, bei  welcher  allein  ja  diese  Gattung  auftiilt.  Von  den  8 
punktirten  Geraden  b,  c,  d,  e  können  keine  4  windschiefen  in  einem 
nur  aus  punktirten  Geraden  bestehenden  Sextupel  sich  befinden. 
Denn  die  3  Windschiefen  zu  4  solchen  Geraden,  z.  B.  b'  c'  ä'  e' 
enlhalten  unter  sich  die  beiden  reellen  Geraden  a'  a"  (für  das 
Beispiel  sind  sie  a'  a"  p/),  also  das  ans  a  b'  c'  d'  hervorgehende 
Sextupel  enihält  gewiss  eine  der  beiden  Geraden  «',  a".  Auch 
nicht  3  windschiefe  der  8  Geraden  b,  c,  d,  c  können  in  einem 
,, punktirten"  Sextupel  vorhanden  sein,  z.  B.  b'  c'  d',  denn  die  6 
Windschiefen  zu  diesen  sind  a'  a"  e'  e"  q^'  p,",  und  da  weiter 
keine  der  Geraden  b  c  d  e  und  auch  nicht  die  Geraden  a  im  Sex- 
tupel auftreten  können,  wie  oben  bewiesen,  so  ist  kein  punktir- 
tes  mit  b'  c'  d'  möglich,  da  q^  q^'  allein  es  nicht  vervollstän- 
digen. Also  bleiben  uns  die  Fälle  zur  Constitution  eines  punk- 
tirten Sextupels:  2  der  8  Geraden  b,  c,  d,  e  und  4  Gerade  [r,  q) 
und  eine  der  8  Geraden  b,  c,  d,  e  und  5  Gerade  (r,  q).  Im  letz- 
teren Falle  muss  die  Schneidende  des  von  den  5  Geraden  {r,  q) 
gebildeten  Ouintupels  eine  punktirte  Gerade  sein,  da  jede  der  3 
reellen  Geraden  nur  4  punktirten  Geradenpaaren  begegnet.  Diese 
Schneidende  muss  selbst  eine  Gerade  (;•,  q)  sein,  denn  keine  der 
8  Geraden  b,  c,  d,  e  begegnet  5  windschiefen  Geraden  (r,  q).  Jede 
Gerade  (r,  q)  trifft  ein  Quintupel  von  Geraden  (r,  q)  und  ein  Quin- 
tupel  von  Geraden  a,  b,  c,  d.  e.  Das  letzlere  wird  von  der  reellen 
Geraden  J  getroffen,  welche  demnach  gegen  das  erstere  wind- 
schief ist.  Folglich  kann  ein  aus  Geraden  (r,  q)  bestehendes 
Quintupel  nur  durch  die  reelle  Gerade  A  zum  Sextupel  vervoll- 
ständigt werden.  Also  bleibt  zur  Constitution  eines  punktirten 
Sextupels  nur  die  Zusammensetzung  von  2  windschiefen  der  8 
Geraden  b,  c,  d,  e  und  4  Geraden  (r,  q)  übrig.  Gehen  wir  von 
b'  c'  aus,  so  befinden  sich  unter  den  Geraden  (/■,  q)  nur  4  gegen 
ö' c' windschiefe,  die  es  auch  unter  sich  sind,  nämlich  y^' ^.,' ()3"  ()^", 
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SO  (lass  sich  das  Sextupel:    b'  c'  q^'  q./  q^"  q^"    ergiebt.     Je  zwei 
der  8  Geraden  b,  c,  d,  e  liefern  nur  ein  SexUipel;    da  sich  diese 

4.3 
8  Geraden  4  x  ~ — ^  =  24 mal  zu  je  zwei  windschiefen  zusam- 
menstellen lassen,  so  ergeben  sich  24  punktirte  Sextupel. 
Jede  der  3  reellen  Geraden  wird  von  je  zweien  der  6  Geraden 
eines  punktirten  Sextnpels  getroffen.  Die  Schneidende  jedes  der 
Quinlupel  eines  solchen  Sextnpels  ist  wieder  punktirt,  also  ist 
(las  zugeordnete  Sextupel  eines  punktirten  Sextnpels  auch  punktirt. 
Üie24  punktirten  Sextupel  geben  demnach  12  punktirte 
Doppelsechse.      Das    obige   Sextupel   liefert   das    Doppelsechs: 

b'     C'     q{     Q^     Pg"     ()_," 

''   J  '        I        t-       ff        ff 

c     b    i\y   Tj   r^    Tg  . 
Ein  anderes  ist  z.  B.    b'  c'  q"  q^'  q^'  q^' 
c    b"  r./'  Tj"  Tj'  r.^. 
Keinesfalls  setzen  je  zwei  der  12  Doppelsechse  die  24  punk- 
tirten   Geraden   zusammen,    was   man   aus   der   Vergleichung   der 
beiden  folgenden  mit  den  obigen  erkennt: 

d'  e'  q{  r./  r,"  ().,"  d'  c"  Q.:  r{  r./'  p/' 

ff      jif  '  f  f       ■  ir  UnU  '      ,''         r         '         rr  'f 

e    d    Q2    ^1    ^2    Q\  ^    "    Qi  ''3  ''4    9a  ■ 

Bei  den  Flächen  der  Gattung  ((£) ,  welche  3  reelle,  12 
punktirte  und  12  imaginäre  Geraden  enthalten,  bilden  die 
imaginären  Geraden  ein  Doppelsechs: 

(zweite  Steinersche  Erzeugungsart):  d'  e',  q(  r^,  /■/'  ^o" 

e"  d",  p./  r,',  r./'  9/', 
(Grassmannsche  Erzeugungsart):     G^  G^,  G^  G^,  G-^  Gq 

L^  X,,  X3  L^,  L^  Lq. 
Hier   ist  jedes   der   beiden  Sextupel   aus  3  Paaren 
conjugirter  Geraden  zusammengesetzt. 

Die  punktirten  dagegen  bilden  kein  Doppelsechs,  ja  auch 
nicht  ein  einfaches  Sextupel  lässt  sich  aus  ihnen  zusammenstellen, 
selbst  nicht  einmal  ein  Quintupel  mit  einer  Schneidenden.  Alle 
Sextupel,  die  aus  nicht  reellen  Geraden  bestehen,  sind  aus  einer 
geraden  Anzahl  pnnktirter  und  einer  geraden  Anzahl  imaginärer 
Geraden  —  und  zwar  kommen  von  den  letzteren  mindestens  zwei 
vor  —  zusammengesetzt,  wie  das  die  Schemata  der  Sextupel  in 
der  vorigen  Betrachtung   beweisen. 

102.  Etwas  umständlich,  aber  ohne  erhebliche  Schwierig- 
keiten lässt  sich  finden,  dass  es  bei  allen  5  Gattungen  zu- 

21* 


324 


Siebentes  Kapitel. 


sammcn  13  Arten  Trio<lcrpaare  giebt.  Bezciclinen  wir 
wieder,  wie  in  Nr.  99,  mit  ,  •,  =  eine  reelle,  pnnkliilc,  ini.i- 
ginäre  Gerade,  mit   .'~~-    oder  {[  zwei  den  reollen  IMnikt  gtincin 

habende  punktirten  Geraden  und   mit  /     oder   \  zwei  conjngirle 

imaginären  Geraden ,  so  sind  diese  13  Arten  die  folgenden: 

I. 

c   c   c 


IV. 


II. 

V. 


VIII. 


c 


III. 

VI. 


IX. 


.^ 


\l. 

Xlll. 


XII. 


Die   folgende  Tafel   zeigt,   wie   viele  Tricdeipaare  von   jede 
Art  sich  bei  jeder  der  5  Galtungen  beOnden. 
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© 

6 

© 

1  e 

I. 

120 

10 

1 

II. 

16 

4 

III. 

1  90 

12 

IV. 

1 

24 

12 

V. 

72 

6 

VI. 

4 

6 

VII. 

! 

1 

48 

VIII. 

20 

8   1      1 

IX. 

1 

48  1 

X. 

24 

12 

XI. 

1 

1  ^"^  i 

XII. 

1 

1 

24 

XIII. 

1 

i    Q 

120 

120 

120 

120 

120 
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Keine  All  von  Triederpaaren  findet  sich  demnach  bei  mehr 
als  2  Gaünngen. 

103.  In  Nr.  100  liahen  wir  der  eisten  Stein  ersehen 
Erzeugungsweise  Triederpaarc  mit  reellen  Ebenen 
zu  Grunde  gelegt;  da  erhielten  wir  nur  2  Gattungen  der  cubi- 
schen  Fläche ,  (50  und  (53) ,  die  ja  auch  nach  der  eben  aufge- 
stellten Tal'el  allein  Triederpaare  mit  nur  reellen  Ebenen  enthal- 
ten. Wir  wollen  nmi  der  ersten  Steinerschen  Erzengungsweise 
andere  Triederpaarc  zu  Grunde  legen;  es  handelt  sich  nur 
darum,  wie  fixiren  wir  dieselben  und  hauptsächlich  die 
Geraden,  in  denen  die  Trieder  einander  durchschnei- 
den und  welche  ja  die  eigentlichen  Data  der  Construction  sind. 
Wir  werden  uns  aus  den  13  .Vrten  der  Triederpaare  solche  her- 
aussuchen, bei  denen  wenigstens  einige  Ebenen  reell  sind,  und 
die  noch  nicht  durch  diese  (ixirten  Geraden  durch  reelle  Flächen 
zweiter  Ordnung  lixiren. 

Benutzen  wir  z.  B.  die  Triederpaare    von   der  Art  II: 

c    c    c . 

welche  bei  den  beiden  letzten  Gattungen  auftreten,  bei  C^) 
sechzehnmal,  bei  ((5)  viermal.  Das  eine  Trieder  hat  drei  reelle 
Ebenen  mit  reell-punktirten  Dreiseiten,  das  andere  nur  eine  reelle 
Ebene  mit  einem  reellen  Dreiseite. 

Es  sei  F  eine  reelle  Fläche  2.  Ordnung  ohne 
reelle  Geraden;  Tj  und  T^  die  (reellen)  Tangentenebe- 
nen an  sie  in  den  reellen  Punkten  Oj  und  a,,  welche 
aus  der  Fläche  F'  die  punktirten  Geradenpaare  a\  a'-y 
und  (t\,  rt'o  ausschneiden,  deren  reelle  Mittelpunkte  a, 
resp.  vio  sind,  a^^  und  «"-.,  mögen  zu  der  einen  Schaar,  a^^ 
und  «'-j  zu  der  andern  gehören,  so  dass  sich  auch  ö\  und  a'^^ 
einerseits  und  d-y  und  «-.,  andererseits  schneiden.  Es  sei  nun 
F"  eine  zweite  reelle  Fläche  2.  Ordnung,  welche  mit 
F'  das  Ger  adenpaar  «\  a*i  und  demnach  die  ßerührungs- 
ebene  Tj  im  Punkte  <Xy  gemein  hat;  wie  diese  construirt  ge- 
dacht werden  kann,  soll  bald  besprochen  werden.  Die  reelle 
Gerade  aj  a2  treffe  F"  zum  zweiten  Male  ausser  in  a^ 
in  dem  reellen  Punkte  03.  Die  (reelle)  Tangenten- 
ebene T^  in  03  an  F"  schneidet  diese  Fläche  in  dem 
punktirten  Geradenpaare  «'g  a-3,  dessen  reeller  Mittel- 
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punkl  ii;}  ist.  Je  eine  der  Geraden  a\,  a'^.^  nniss  eine  der  Ge- 
radcj)  «\,  rt-j  treffen,  da  jene  mit  diesen  auf  derselben  Flache 
F"  liegen;  es  mögen  also  o'j  und  o\.,  einander  begegnen  und 
ebenso  a^,  und  «-3.  Die  Geraden  a^^  ""f'  "'3  schneiden  dem- 
nach beide  sowohl  0',  als  auch  die  Gerade  a,  «2  ^a»  "eiche 
beiden  Geraden  auch  einander  schneiden,  milbin  liegen  rt\  a^j  «^3 
in  derselben  Ebene  ES  welche  imaginär  ist,  weil  sie  die  reellen 
Ebenen  T  in  punktirten  Geraden  IrifU;  ebanso  liegen  (i^^  (i^^ci^.^ 
in  einer  imaginären  Ebene  I^.  Die  beiden  Ebenen  £'  und  ^^ 
durchschneiden  einander  in  der  reellen  Geraden  aj  03  03-  Es  sei 
endlich  E"^  eine  reelle  Ebene,  welche  die  3  Ebenen  T 
in  den  reellen  Geraden  «',  «^2  "^3  trifft;  so  haben  wir 
2  Trieder:  E^  EP-  E'^  und  T^  Tr,  T.>,  deren  9  Durch- 
schnitlsgerade  sind: 

«■^1     r7^2     '"'^3 
/«2j  ^a\  /ä\ 

Väi,  V?2  ^«V 

Somit  ist  durch  reelle  Gebilde  ein  Tricderpaar  von  der  Art  H 
fixirt. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  haben  wir  noch  zu  zeigen,  wie  eine 
Fläche  F"  construirl  werden  kann,  welche  mit  F'  das 
punktirte  Gera  den  paar  o'^  «-,  gemein  hat.  Es  sei  T  eine 
beliebige  reelle  Ebene,  die  die  Fläche  F'  in  dem  reellen  oder 
imaginären  Kegelschnitte  K  durchschneidet.  F"  braucht  also  nur 
zu  dem  durch  die  beiden  Flächen  F'  und  (T, ,  T)  constituirten 
Büschel  zu  gehören,  um  das  jjunklirte  Geradenpaar  (i\  (^^,  wel- 
ches mit  dem  Kegelschnitte  AT  dessen  Grundcurve  bildet,  zu  ent- 
halten, und  die  Flächen  dieses  Düschels  werden  leicht  durch  die 
Involution  construirt.  iSelimen  wir  zur  Ebene  T  die  Ebene  T.^ 
des  punktirten  Geradenpaars  a\  cr^,  welches  dann  an  die  Stelle 
von  Ä' tritt,  so  haben  wir  in  F',  [T^,  T^  die  beiden  Conslituenten 
des  Büschels  der  Flächen,  welche  durch  die  beiden  punktirten 
Geradenpaare  a^j  a-j,  a'2  «'2  gehen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass,  wenn  2  Flächen  2.  Ordnung  F' 
und  F"  einen  Kegelschnitt  K  gemein  haben  und  sich  in  einem 
Punkte  a,  berühren,  die  Berührungsebene  beide  Flächen  in  dem- 
selben Geradenpaare  schneidet,  nämlich  in  den  beiden  Geraden, 
welche  den  Berührungspunkt  a^  mit  den  beiden  Punkten  ver- 
binden, in  denen  die  Berührungsebene   den  Kegelschnitt  K  trifft. 
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Auf  die  Allgenicinlii'il  der  Fläclion  2.  Ordnung,  deren  man  sich 
zur  Fixirung  der  (Geraden  des  Triederpaars  hcdienl,  kommt  es 
nicht  an;  man  kann  dazu  Flächen  ganz  speciellcr  Art  uählen, 
wenn  sie  nur  in  unserm  Falle  nicht  mit  lecllcn  Geraden  hehaf- 
tet  sind.  Solche  Flächen  sind  die  Kugeln.  Alle  Kugeln  hahen 
einen  auf  der  unendlich  entfernten  Fhene  liegenden  imaginären 
Kreis  C^  gemein;  demnach  werden  zwei  einander  heridirende 
Kugeln  durch  die  gemeinschaftliche  Tangenlenehene  in  demselhen 
pnnktirten  Geradenpaare  geschnitten.  Also  zwei  reelle  Kugeln, 
die  einander  in  einem  reellen  Punkte  heriihren,  kön- 
nen zur  Fixiruug  der  9  Geraden  eines  Triederpaars 
der  Art  II  recht  gut  verwandt  werden. 

Um  nun  aus  diesem  Tricderpaare  eine  cuhische  Fläche  nach 
der  ersten  Steinerschen  Erzeugungsweise  zu  conslruiren,  hahen 
wir  noch  einen  reellen  Punkt  P  anzunehmen  und  in 
jeder  durch  P  gehenden  reellen  Ehene  ?7die  Curve  C** 
zu  consti'uiren,  welche  durch  P  und  die  9  Punkte  a 
geht,  in  denen  U  die  Geraden  «  trifft.  Freilich  sind  im 
Allgemeinen  6  von  diesen  Punkten  a  imaginär,  aber  die  Curve 
ist  doch  reell  und  lässt  sich  auf  reelle  Weise  bestimmen.  Die 
Ebene  U  trefle  die  Ebenen  T^,  1\,  T.^  in  den  3  reellen  Geraden 
fj,  /., ,  ^3  und  die  Ebenen  E^,  £'.„  E.,  in  den  Geraden  c\  e-,  e^, 
deren  letzte  jecll  ist,  während  die  beiden  ersten  punktirt  sind 
und  ihren  reellen  Punkt  gemein  haben;  er  ist  der  Punkt 
[U,  Oj  iio  03).  Auf  jeder  der  6  GeriKlen  t  und  c  liegen  3  Punkte  a, 
und  zwar  die,  welche  denselben  ohern  oder  untern  Index  hahen 
wie  t  oder  c.  Die  4  Punkte  a\  cc\  a^^  a\  sind  die  4  Grundpunkle 
eines  reellen  Kegelschnitlbüschels,  dessen  nämlich,  in  welchem 
das  durch  a\  o'o  «"1  ^'^2  gelegte  und  durch  F'  und  {T^,  T^) 
constiluirle  Büschel  B  [F-]  durch  die  Ebene  ü  geschnitten  Avird 
und  zu  dem  das  reelle  Geradenpaar  ^j,  l^,  das  punktirte  Gera- 
denpaar e' ,  e^  und  der  Regelsch)iitt  K'  gehört,  in  dem  ü  die 
Fläche  F'  durchschneidet. 

Es  sei  Kp  der  durch  P  gehende  und  im  Allgemeinen  reelle 
Kegelschnitt  des  Büschels.  Wir  lassen  nun  den  3  Kegelschnitten 
(/j  tj),  (e'  e-)  und  Kp  dieses  Büschels  die  3  Strahlen  e^,%lp=ci^^P 
des  Büschels  um  «^3  entsprechen,  so  ist  zwischen  dem  Kegel- 
schnillbüschel  und  dem  Strahlbüschel  eine  Beziehung  hergestellt 
und  das  Erzeugniss  der  beiden  Büschel  ist  die  durch  die  9  Punkte 
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«  iiiitl  P  gellende  culiisclie  Cuive;  diircli  a\  «'.^  «-j  «-'.,  uiul  durch 
c'^g  geht  sie,  vcil  dies  die  Griindpiinklc  der  erzeugenden  Büschel 
sind,    durcli   ß'o  a';^  a^j  «^   und  P,    weil    in    ihnen  cntsjtrechende 
Elemente    der    heiden  iJüschel    einander   Irefrcn.      Aher  die  ohige 
Beziehung   scheint  niciit  reell  zu  sein,    d;i  wir  die  reelle  (ierade 
^3  dem  nicht  reellen  Kegelschnitte  [c^  ir)  entsprechen  lassen,  doch 
statt   zwischen    dem   Kegelschnitlhiischel    und    dem    Strahlhiischel 
eine   inojcctivische  Beziehung   herzustellen,   beziehen  wir   ja   das 
letztere  projectivisclr  auf  das  Polarenhnschel  eines  reellen  Punk- 
tes  in  Bezug   auf  das  Kegelschnitthüsrhel,    und  die  Polare  jedes 
reellen   Punktes   in  Bezug   auf  das   punktirte  Ceradenpaar  (c^  e-) 
ist  reell    —    sie   verbindet   den  (reellen)  zugeordneten  Punkt  des 
reellen  Punktes   in  Bezug    auf  das  reelle  Kegelschnitlhiischel,  zu 
welchem  {e^  e-)  gehört,    mit   dem  reellen  Mittelpunkte  dieses  Ge- 
radenpaars;   das   Geradenpaar    (c'  c'}    ist    ein    imaginär  -  reeller 
Kegelschnitt   — ,  also  die  Beziehung  zwischen  dem  Strahlbüschel 
um  a-'g   und    dem  Polarenbüschel  ist   durch  3  Paare  reeller  ent- 
sprechenden Strahlen   bestimmt,    mithin   auch    die   zwischen  dem 
Strahlbüschel  um  a^.,  und  dem  Kegelschnittbüschel;  jedem  reellen 
Elemente   des   einen  Büschels  entspricht   ein  reelles  des   andern, 
wobei  freilich  zu  den  reellen  Elementen  des  Kegelschnittbüschels 
imaginär- reelle   Kegelschnitte    gehören    —    Kegelschnitte,    deren 
analytische  tileichung  reell  ist,    aber  durch  keinen  oder  im  spe- 
ciellen   Falle   des   Geradenpaars    nur   durch    einen   reellen   Punkt 
befriedigt  wird.     Die  Folge  dieser  reellen  Beziehung  ist,  dass  die 
erzeugte  Curve  reell  ist. 

Der  Kegelschnitt  A'p  liegt  auf  der  durch  P  gehenden  und 
im  Allgemeinen  reellen  Fläche  Fp  des  Büschels  B{F'-),  dessen 
Grundcurve  durch  die  4  Geraden  «^  u\  «^,  e^,  zusammengesetzt 
wird,  der  entsprechende  Strahl  Ip  in  der  Ebene  Lp=a^^^P. 
Man  erkennt  nun  leicht,  dass  die  Curve  C'^  der  Schnitt  der 
Ebene  U  mit  der  cubischen  Fläche  ist,  welche  der  Durchschnitt 
der  entsprechenden  Elemente  des  Flächenbüschels  B  {F-)  und  des 
Ebenenbüschels  um  a^.^  ist,  die  projectivisch  auf  einander  be- 
zogen sind,  indem  den  Flächen  (Tj,  T^)^[E\Ir)  und  Fp  die 
Ebenen  E^,'T^,  Lp  entsprechen  und  diese  cubische  Fläche  mit- 
hin die  durch  die  Curven  C^  erzeugte  4st,  so  dass  sich  die 
erste  Steinersche  Erzeugungsart  bei  Benutzung  eines 
Triederpaars  von    der    Art   II    als    specicller   Fall    der 
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z  \v  e  i  l  e  11  e  r  g  i  e  1»  t ,  \\  e  n  n  bei  dieser  die  (^i  r  ii  u  d  c  u  r  v  e  des 
eizeiigeiideii  Flächenbiischels  2.  Ordiiiiiig  aus  2  puuk- 
Lirleu  Geradenpaaren  bestehend  aiigenommeii  wird. 
104.  Da  sich  somit  die  auf  ein  Triederpaar  der  Art  II  ange- 
wandte erste  Steincrsche  Erzengnngsart  als  speciellen  Fall  der 
zweiten  Steinerschen  ergeben  und  das  Triederpaar  der  Art  II 
si(  li  nnr  ])ei  zwei  der  fünf  bei  der  letzteren  erhaltenen  Gattun- 
gen vorfindet,  so  müssen  wir  erwarten,  dass  die  erste  Stei- 
ne r  s  c  h  e  E  r  z  e  u  g  u  n  g  s  a  r  t  m  i  l  Z  n  g  r  u  n  d  e  1  e  g  u  n  g  eines  s  o  1  - 
eben  Tr ied ei'paars  nur  2  Gattungen  liefei't;  dies  naeh- 
znweisen,  ist  der  Gegenstand  der  folgenden  IJclraehtung.  Die  G 
Tripel,  die  sich  in  dem  Triederpaarc 


"*i  "'2  ^'^'z 
''■\  «3,  0^3 


befinden,  bestehen  je  ans  einer  reellen  Geraden  und 
zwei  punktirten.  Das  durch  ein  solches  Tripel  er- 
zeugte Hyperboloid  ist  demnach  imaginär;  es  enthalt, 
weil  auf  ihm  eine  reelle  Gerade  liegt,  noch  eine  reelle  cubische 
Raumcurve  (Nr.  82),  welche  der  reellen  Geraden  und  jeder  an- 
dern Geratlen  des  Hyperboloids  aus  deiselben  Schaar  zweimal, 
jeder  der  andern  Schaar  einmal  begegnet.  Iletrachten  wir  z.  H. 
das  Hyperboloid  i/j  =  [rt'j  rt-.,  ft^y],  welches  die  cubische 
Fläche  noch  in  den  3  Gerade n  g^'^  gr,"  g^"  d  u r c h s c h n e i d  e t. 
Die  reelle  auf  ihr  befindliche  cubische  Raumcurve  C,"^  durchschneidet 
die  cubische  Fläche  in  9  Punkten,  unter  denen  die  imaginären  paar- 
weise und  conjugirt,  die  reellen  also  in  ungerader  Anzahl  vor- 
kommen. Diese  9  Punkte  sind  die,  in  denen  sie  die  6  Geraden 
triflt,  welche  dem  Hyperboloide  und  der  cubischen  Fläche  gemein 
sind.  Die  Gurve  C^^  IrilFt  «''3,  mit  der  sie  die  Grundcurve  eines 
reellen  Fläcbenbüscliels  zusammensetzt  (Nr.  82),  entweder  in  zwei 
reellen  oder  in  zwei  conjugirten  imaginären  Punkten;  die  Gera- 
den rt\  und  rt-j  ^^'^^^  sie  zweimal  und  zwar  in  ihrem  reellen 
Punkte  und  noch  in  einem  imaginären  Punkte;  somit  haben  wir 
schon  4  oder  2  reelle  und  2  oder  4  imaginäre  unter  den  9 
Punkten,  welche  6  Punkte  auf  den  3  Geraden  «'3  «^  «\  sich 
befinden;  da  die  Anzahl  der  reellen  ungerade  sein  soll,  so  ist 
klar,  dass  die  3  Punkte,  in  denen  C{^  die  3  Geraden  g^  trifft, 
entweder   alle   reell    sind  oder  nur  einer.     Reell  kann  keine  der 
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Geraden /7  sein;  es  sei  z.  B.  ^Z  reell  (in  welcliem  Tülle  ilie  Curve 
C]'^  sich  in  (j^  und  einen  diese  Gerade  einmal  treffenden  Kegel- 
schnitt auflösen  niüssle),  so  würde,  da  «^2  .Vi '^4  i"  einer  Ehene 
liegen,  g^  auch  puiiktirt  sein  und  mit  «^2  <''-''i  reellen  Punkt  ge- 
mein hahon;  aher  das  ist  schon  hei  0^2  '^'^•'  ^alI;  es  gingen  dann 
3  Gerade  durch  diesen  Punkt.  Mithin  sind  die  Geraden  g^  ent- 
weder punktirt  oder  imaginär.  Sind  sie  punklirt,  so  hahen  sie 
ihren  reellen  Punkt  auf  6','^  (Nr.  82).  Demnach  sind  entweder 
alle  3  Geraden  ^,  punktirt  oder  eine,  //,',  punktirt,  die 
beiden  andern,  ^,"  und  (j(",  imaginär. 

Nehmen  wir  nun  zuei'st  an,  H^^=^  [ä'j  0-0  '^^al  durchschneide 
die  cuhische  Fläche  noch  in  3  punktirten  Geraden  ^,'  </,"  </,"', 
so  folgt,  da  jede  der  übrigen  Geraden  (j  mit  einer  dieser  3  Ge- 
raden und  einer  der  Geraden  a,  die  ja  entweder  reell  oder  punk- 
tirt sind,  in  derselben  Ebene  liegt,  die  dritte  Gerade  aber  einer 
durch  eine  reelle  und  eine  puuktirte  oder  durch  zwei  punklirte 
Geraden  gebildeten  Ebene  auch  punktirt  sein  muss,  dass  alle 
Geraden  g  punktirt  sind,  also  alle  5  andern  Hyperboloide  die 
cuhische  Fläche  ebenso  in  einem  Ti'ipel  punktirter  Geraden  durch- 
schneiden wie  Hy  Demnach  durchschneiden  entweder 
alle  6  aus  den  Tripeln  des  Triederpaars 

ö*j  0^2  0^3 
ä^j  ä^2  '^^a 
ö^i  0^2  ä'g 
abgeleiteten  Hyperboloide  eine  mit  Hilfe  desselben 
construirte  reelle  cuhische  Fläche  in  Tripeln  aus  3 
punktirten  Geraden  oder  alle  6  in  Tripeln  aus  je 
einer  p  u  n  k  t  i  r  t  e  n  G  e  r  a  d  e  n  und  z  \v  e  i  imaginären.  Der  e  r  - 
stere  Fall  giebt  uns  folglich  eine  reelle  cuhische  Fläche 
mit  3  reellen  Geraden  und  24  punktirten,  demnach 
die  Gattung  (X' ,  der  andere  eine  reelle  cuhische  Fläche 
mit  3  reellen,  6  -j-  6  =  12  punktirten  und  12  imagi- 
nären Geraden,  also  die  Gattung  ((g).  Im  letzteren  Falle 
sind,  wenn  gr/  punktirt  ist,  auch  alle  andern  g'  punk- 
lirt, z.  B.  gl  wegen  des  Dreiecks  ä-^  g^  g^^  demnach  alle 
g"  und  g'"  imaginär.  Also  die  ausserhalb  des  Trieders  ste- 
henden 6  punktirten  Geraden  bilden  ein  Doppeldrei,  die  12  ima- 
ginären Geraden  ein  Doppelsechs. 

Conjugirt   sind   nicht   etwa    zwei   mit    demselben   Index   ver- 
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seliene,  also  demselben  Hyperboloide  entspringende  Geraden,  wie 
dies  bei  der  mit  Hilfe  der  ersten  Sleinersciien  Erzengungsweise 
licrgcstelUen  Gattung  (23)  der  Fall  war.  Denn  wären  z.  li.  g(' 
und  (j("  conjngirt,  so  erzeugten  sie  mit  der  reellen  Geraden  rt^., 
ein  i'celles  Hyperboloid;  dieses  Hyperboloid  scbnitte  aber  aus 
der  cubisclien  Fläche  ausser  der  reellen  Geraden  a^g  auch  die 
beiden  punklirten  0^2  "^d  </./. 

Conjngirte  Gerade  können  aber  nur  je  zwei  sein,  die  der- 
selben reellen  Geraden  begegnen.  Die  beiden  imaginären  Gera- 
denpaare, welche  c^.^  begegnen,  sind  gl'  g^',  g"'  g-^"-  Da  nun 
g"  nicht  mit  g"'  conjugirt  ist,  so  muss  sie  es  mit  g^"  sein, 
und  hier  findet  sich  auch  kein  Widerspruch;  die  beiden  reellen 
Hyperboloide  [</,"  g-^"  a\  \  untl  [j/,"  g.^"  a'\P\  durchschneiden  die 
cubische  Fläche  je  in  einer  reellen  und  zwei  imaginären  Geraden, 
nämlich  in  «-^^  g.^^"  g^'  und  0^3  g.^"  g^l'.  Es  sind  denniach  auch 
g{'  gl',  gl"  gl'  »nd  die  beiden  andern  Geraden  der  beiden  obigen 
Geradenpaare  gl'  gl"  conjugirt.  Ferner  sind  es  noch  gl'  gl" 
"»^^  gl'  gl"'  also  sind  conjugirt  gl'  gl",  gl"  gl',  gl'  gl", 
gl"  gl'  und  gl'  gl",  gl"  gl' ■ 

105.  Es  giebt  unter  den  13  Arten  der  Triederpaare  noch 
eine  zweite  Art,  die  sich  durch  reelle  Ebenen  und  reelle  Flächen 
2.  Ordnung  darstellen  lässt,  näuilich  die  Art  VI: 


X 

\  .  O  O      f 

welche  nach  der  Tafel  viermal  bei  der  Gattung  {^)  und  sechs- 
mal bei  der  Gattung  ((S)  auftritt.  Die  vier  imaginären  Ge- 
raden eines  Paares  dieser  Art  sind  zwei  Paare  conju- 
girter,  di  e  ein  w  indschiefes  Vierseit  bilden;  also  erzeugt 
jede  reelle  Gerade,  die  zwei  conjugirte  trifft,  mit  den  beiden 
andern  conjugirten  ein  reelles  eintlächige  Hyperboloid,  auf  dem 
alle  4  imaginären  Geraden  liegen.  Demnach  setzen  die  4  Gera- 
den die  Grundcurve  eines  reellen  Flächenbüschels  2,  Ordnung 
zusammen,  dessen  reelle  Flächen  alle  mit  reellen  Geraden  be- 
haftet sind.  Folglich  lassen  sich  die  4  Geraden  durch  2 
reelle  Flächen  2.  Ordnung  fixiren.  Es  handelt  sich  aber 
darum,  wie  man  zwei  solche  reellen  Flächen  zu  construiren  hat, 
die  sich  in  4  imaginären  Geraden  durchdringen,  oder  wie,  wenn 
eine    reelle    Fläche   2.    Ordnung*    mit    reellen   Gerade.n 
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gegeben  ist,  man  eine  zAveite  derartige  Kiäclie  con- 
struiren  kann,  die  mit  jener  4  imaginäre  Geraden 
gemein  hat. 

Ü i (!  gegebene  reelle  Fläche  2.  O r d  n n n g  mit  reel- 
len Geraden  sei  S.  Es  seien  l,  /,  zwei  reelle  Geraden  der 
einen  Schaar  derselben;  die  reelle  Ebene  (S'  schneide  S  in  dem 
reellen  Kegelschnitte  Z'  —  jede  reelle  Ebene  Ihnt  dies  bekannt- 
lich —  niid  in  (5'  sei  A.'  eine  reelle  Geiade,  welche  2'  imagi- 
när Iridl;  die  (reelle)  Verbindnngsgerade  der  Punkte,  in  denen 
6'  die  Geraden  l,  /,  IrilTt,  sei  m',  so  construire  man  nun  mit 
Hille  der  Involntion  einen  reellen  Kegelschnitt  (&',  der  zu  dem 
durch  2'  und  {X',  m)  constituirten  Büschel  gehört.  Die  durch 
l,  /j  und  ©'  bestimmte  (reelle)  Eliiche  2.  Ordnung  S'  hat  mit  ,S' 
die  beiden  reellen  Geraden  /,  /,  gemein,  mithin  noch  zwei  Ge- 
rade der  andern  Schaar  m,  mj,  welche  entweder  beide  reell  oder 
conjugirt  imaginär  sind;  sie  müssen,  da  sie  die  reelle  Ebene  (ä' 
in  den  beiden  imaginären  Punkten  treflen,  in  denen  2'  sowohl 
wie  ©'  der  Geraden  X'  begegnet,  das  letztere  sein,  und  X'  ist 
eine  reelle  Gerade,  welche  m  und  m,  zugleich  trillt.  Man  kann 
leicht  noch  andere  reellen  Geraden,  die  dies  thun,  coustruiren. 
Es  sei  z.  B.  (5  '  eine  andere  reelle  Ebene,  welche  aus  den  beiden 
Flächen  S  und  ß'  die  Kegelschnitte  E"  imd  <a"  ausschneidet 
uud  die  beiden  Geraden  /,  ?,  in  zwei  Punkten  trilTt,  die  durch 
die  reelle  Gerade  m"  verbunden  sind.  Die  reelle  Verbindungs- 
gerade X"  der  beiden  Punkte,  in  denen  6"  die  Geraden  m  uud 
in^  schneidet,  bildet  mit  in"  zusammen  eins  der  3  zum  Büschel 
[Z",  ©")  gehörigen  Geradenpaare  und  kann  leicht,  da  die  an- 
dere Gerade  m"  bekannt  ist,  mit  Hilfe  der  Involution  construirt 
werden. 

Wir  haben  demnach  vermittelst  der  beiden  reellen 
Geraden  / /,  der  einen  Schaar  von  S  zwei  conjugirte 
imaginären  Geraden  m  iHj  der  andern  Schaar  constru- 
irt; ebenso  werden  uns  zwei  reelle  Geraden  m  ot,  der 
letzteren  Schaar  zwei  conjugirte  imaginären  Geraden 
11^  der  ersteren  Schaar  liefern,  uud  bei  diesen,  wie 
bei  jenen  construiren  wir  auf  die  angegebene  Weise 
die  reelle  Verbindungsgerade  der  Punkte,  in  denen 
sie  durch  jede  beliebige  reelle  Ebene  getroffen  wer- 
den.    Die  4  Geraden  11^  m  m^  bilden  ein  windschiefes  Vierseit, 
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da  je  zwei  zu  ilorselbeii  Schaar  tlesselheii  llyperlioloids  gehören, 
(1.  h.  beide  Geraden  (  und  t,  treffen  l)eide  Geraden  m,  tn|.  Es 
sei  ft  eine  reelle  Gerade,  welche  l  I,  trifft  und  im  Allgemeinen 
gegen  in,  m,  windschief  ist,  (S'  iS"  (S'"  drei  reelle  durch  /it  ge- 
legte Ebenen,  welche  m  in,  in  3  Punktenpaarcn  treffen,  deren 
reelle  Vorbindimgsgeraden  A,'  X"  V"  seien,  so  liegen  auf  dem 
reellen  durch  diese  3  Geraden  erzeugten  Hyperboloide  S,  die 
3  Geraden  ^,  m,  m,,  deren  jede  alle  3  Geraden  X  trifft,  aber 
auch  die  beiden  Geraden  l,  \^,  weil  jede  von  ihnen  jeder 
der  3  Geraden  ft,  m,  m,  begegnet.  Somit  haben  wir  eine 
reelle  Fläche  2.  Ordnung  -Sj,  welche  die  reelle  Fläche 
S  in  dem  imaginär  en  Vierseit  H,,  m  m^  durchschneidet. 
Durch  dieses  Vierseit  gehen  zwei  imaginäre  Ebenenpaarc  (Im,  I|in,) 
imd  ((lUi,  I,  m),  deren  Durchschnittsgcradcn  reell  sind,  und  es 
ist  sehr  wichtig,  diese  zu  kennen.  Sie  sind  bekanntlich  zu  ein- 
ander in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  [S,  S^)  reciprok. 
Die  beiden  Punkte  n  und  7t,,  in  denen  eine  reelle  Ebene  6  sie 
trifft,  sind  Mittelpuidite  der  beiden  punktirten  Geradenpaarc,  die 
zu  dem  Kegelschnittbüschel  gehören,  in  welchem  (5  das  Flächen- 
büschel {S,  S'j)  durchschneidet.  Eegen  wir  (S  durch  eine  reelle 
Gerade  l  von  S,  so  durchschneidet  sie  S  in  einem  reellen  Ge- 
radenpaare (/,  m),  die  Fläche  S^  in  einem  reellen  Kegelschnitte 
©1-  Es  leuchtet  ein,  dass  die  Gerade  n  n^  die  Polare  des  Punk- 
tes (/,  m)  in  Bezug  auf  ©j  ist  und  die  Punkte  tt,  tTj  auf  ihr  die 
Asymptotenpunkte  der  Involution  sind,  in  der  sie  das  durch  ©, 
und  (/,  711)  constituirte  Kegelschniltbüschel  schneidet.  Suchen  wir 
ebenso  die  Punkte  tt'  und  tt,'  in  einer  zweiten  reellen  Ebene  (ä', 
so  haben  wir  in  den  Geraden  nn'  und  ttj  n^  die  reellen 
D  u  1"  c  h  s  c  h  n  i  1 1  s  g  e  r  a  d  e  n  der  beiden  Ebene  n  paare,  d  i  e 
durch  das  imaginäre  windschiefe  Vierseit  gehen. 

Auf  die  nachstehende  Weise  gelangt  man  aber  vielleicht 
schneller  zu  einer  reellen  Fläche  2.  Ordnung,  welche  eine  ge- 
gebene reelle  Fläche  2.  Ordnung  mit  reellen  Geraden  S  in  einem 
imaginären  Vierseit  durchschneidet,  und  hat  unmittelbar  auch  die 
reellen  Dnrchschnittsgeraden  der  beiden  Ebenenpaare,  welche 
durch  das  Vierseit  gehen.  Es  sei  p  eine  reelle  Gerade, 
welche  die  Fläche  S  in  zwei  imaginären  Punkten 
trifft,  p'  ihre  reciproke  Polare  in  Bezug  auf  S,  welche 
demnach    dieser    auch    in    zwei    imaginären    Punkten    begegnet 
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(No.  80),  V  sei  ein  reeller  ausserhalb  S  liegender  Punkt.  Auf 
allen  durch  V  gehenden  Geraden  t  der  Ebene  {V,  p)  suchen  wir 
in  der  Involution,  von  der  der  Punkt  (/,  p)  ein  Asymptotenpunkt  ist 
und  die  beiden  Punkte,  in  denen  t  die  Fläche  S  oder  den  aus 
dieser  durch  die  Ebene  {V,  p)  ausgeschnittenen  reellen  Kegel- 
schnitt E  trifft,  ein  Punktenpaar  bilden,  den  dem  Punkte  V  zu- 
geordneten Punkt  V.  Es  ist  sicher,  dass  diese  Involution  auf  den 
reellen  Geraden,  welche  E  reell  treffen,  reell  ist,  also  erzeugen 
die  Punkte  v  einen  reellen  Kegelschnitt  I{;  es  ist  der  durch  V 
gelegte  aus  dem  Büschel  der  Kegelschnitte,  welche  mit  Z  auf  p 
eine  doppelte  (imaginäre)  Beriihrung  eingehen.  Der  in  ähnlicher 
Weise  in  der  Ebene  (  F,  ;/)  conslruirte  Kegelschnitt  sei /ff'.  Beide 
begegnen  einander  in  zwei  reellen  Punkten,  nämlich  in  V  und 
demjenigen,  der  auf  der  Schnittgeraden  q  der  beiden  Ebenen  der 
vierte  harmonische  zu  V  und  den  beiden  Punkten  [q,  p)  und  [q,  p) 
und  zwar  der    V  zugeordnete  ist. 

Daraus,  dass  wir  die  beiden  Kegelschnitte  K  und  K'  mit 
Hilfe  der  Involution  construirt  haben,  folgt,  dass  jede  Fläche 
2.  Ordnung,  die  durch  den  Punkt  V  und  je  zwei  Kegelschnitte 
gelegt  ist,  in  denen  S  von  zwei  durch  p  resp.  p'  gelegten 
Ebenen  geschnitten  wird,  die  Ebene  [V,  p)  resp.  {V,  p')  in  dem 
Kegelschnitte  Iil  resp.  J{'  schneidet.  Die  von  p  aji  S  geleg- 
ten Tangenten  ebenen  sind  imaginär,  da  p  die  Fläche 
imaginär  trifft;  sie  durchschneiden  also  S  in  den  imagi- 
nären Ger  adenpaaren  (Im)  und  ((^  m,),  und  zwar  mögen 
die  Geraden  l  und  I,  zu  der  einen  Schaar  von  S  gehören  und  m 
und  iii|  zu  der  andern.  Es  schneiden  also  einander  auch  [  m^^ 
und  Ij  m  und  bilden  die  Geradenpaare,  in  denen  die  von  p'  an 
S  gelegten  Tangentenebenen  die  Fläche  schneiden.  Folglich 
schneidet  die  durch  V  und  das  windschiefe  Vierseit  flpinmj 
gelegte  Fläche  2.  Ordnung  S^,  weil  sie  durch  die  beiden  Gera- 
denpaare (l  m)  und  (Ij  m,)  geht,  in  denen  zwei  durch  p  gelegte 
Ebenen  die  Fläche  S  schneiden,  die  Ebene  ( V,  p)  in  dem  Kegel- 
schnitte K,  und  weil  sie  durch  (l  iHj)  und  (l,  m)  gelegt  ist,  in 
welchen  S  von  zwei  durch  p'  gehenden  Ebenen  durchschnitten 
wird,  die  Ebene  (F,  p')  in  dem  Kegelschnitte  K'.  Von  der 
Fläche  Sj,  welche  der  gegebenen  Fläche  S  in  einem  windschie- 
fen Vierseit  begegnet,  kennen  wir  jetzt  zwei  reelle  einander  zwei- 
mal  (reell)    begegnende   Kegelschnitte   K  und    K'.      Wir   können 
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leicht  noch  andere  reellen  Punkte  derselben  conslrniren.  Sei  z.  B. 
TV  ein  reeller  Punkt  auf  Ii  und  t  wieder  eine  reelle  Gerade, 
die  von  ihm  ausgeht,  der  Geraden  p'  in  dem  Punkte  n  begegnet 
und  die  Fläche  S  reell  in  den  Punkten  s^  und  5,,  trifft,  so  ist 
der  zugeordnete  Punkt  tv  des  Punktes  W  in  der  Involution, 
welche  %  zu  ihrem  einen  Asymptotenpunkte  und  s^  s^  als  Punk- 
tenpaar hat  und  deshalb  reell  ist,  reell  und  ein  Punkt  von  -Sj. 
So  ergieht  sich  auch  5,  als  reell,  und  wir  haben  auf  diese  Weise 
eine  reelle  Fläche  2.  Ordnung  S^  erhalten,  welche  die 
gegebene  reelle  Fläche  2.  Ordnung  S  in  dem  wind- 
schiefen Vicrseit  II, ,  m  nii  durchdringt;  in  den  Ge- 
raden /)  und  p'  besitzen  wir  nun  auch  schon  die  reel- 
len Durchschnittsgeraden  der  beiden  Ebenenpaare, 
welche  durch  dieses  Vi  er  seit  zu  legen  sind. 

106.  Um  uns  der  Bezeichnungsweise,  wie  wir  sie  bei  den 
Triederpaaren  eingeführt  haben,  nun  auch  hier  zu  bedienen,  er- 
setzen wir  die  Benennungen  I  m  m^  I^  der   vier  Seiten  des  Vier- 

seits  durch  a-,  «^3  «"^2  "V  ^''®  Ebenen  a^o  ^'^"3»  "^2  "^3'  ^"2  ^\' 
«-•5  rt^3  seien  bezeichnet  dinch  E-,  E"\  E^,  E.y  Sind  nun  noch 
E^  und  E^  zwei  reelle  Ebenen,  welche  einander  in  0^, 
durchschneiden;  und  durchschneide  E^  das  Ebenen- 
paar [E,^,  E^  in  dem  punktirten  Geradenpaare  (a',,  a'g), 
dessen  reeller  Mittelpunkt  auf  p'  liegt,  E^  aber  das 
Ebenenpaar  [E"^,  E^)  in  dem  punktirten  Geradenpaare 
(rt-,,  o^j),  dessen  reeller  Mittelpunkt  auf  p  sich  befin- 
det, so  haben  wir  nun  ein  Triederpaar  von  der  Art  VI 
hergestellt: 

f 

ö\  ist  fixirt  durch  zwei  reelle  Ebenen  E^,  E^,  die  4  Gera- 
den rt'2  rt'3  «^2  *^3  tlurch  2  reelle  Flächen  2.  Ordnung,  die  4 
übrigen  zwar  je  durch  eine  reelle  und  eine  imaginäre  Ebene, 
aber  die  folgenden  Betrachtungen  werden  zeigen,  dass  diese 
Fixirung  voll.-5tändig  genügend  ist. 

Es  sei  P  wieder  ein  reeller  ausserhalb  der  9  Geraden  lie- 
gender Punkt,  U  eine  reelle  durch  ihn  gelegte  Ebene,  welche 
die  9  Geraden  in  den  mit  gleichen  Indices  versehenen  Punkten 
«  schneidet,  von  denen  im  Allgemeinen  nur  a'^  reell  ist.    Jedoch 
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lässt  sicli  immerhin  dnrcli  sie  und  P  eine  reelle  enbisclje  Curve 
6'"'  legen.  Die  Flächen  S  nntl  S^  werden  von  IJ  in  reellen  Kegel- 
schnitten @  und  (Sj  durchschnitten,  die  sich  in  den  4  Punkten 
a-^  tt-o  «•',  a^.y  begegnen.  Die  beiden  puiduirlen  Geradenpaare 
{e^  e^)  nnd  [e.^  <?.,),  in  denen  11  die  El)enen|)aare  [K'^ ,  E''')  und 
{E.y,  E.^)  durchschneidet  —  ihre  reellen  Mittelpunkte  sind  {U,  p) 
und  (f/,  p')  —  gehören  mit  zu  dem  din-ch  ©  inid  ©,  ronslituir- 
ten  Büschel;  {e^  e.^)  trilll  die  Gerade  ('\  in  der  U  die  Ebene  E^ 
schneidet,  in  den  Punkten  ci\,,  a\,  {c-  e^)  hingegen  die  Gerade 
<'j  =  (U,  E^  in  den  Punkten  «-j  a^j.  Der  Punkt  or'j  ist  [e^,  e^). 
Mit  Hilfe  der  Involution  werde  der  durch  P  gehende  Kegelschnitt 
©/>  des  Büschels  (©,  ©j)  construirt,  der  reell  ist.  In  den  bei- 
den reellen  Büscheln  (®,  ©j)  und  a^,  lassen  wir  nun  die  3  Ke- 
gelschnitte (e-  e'-'),  {e.y  ^3),  <Bp  den  Strahlen  e^,  e\  a\P  ent- 
sprechen. Die  3  Strahlen  sind  reell,  von  den  Kegelschnitten  ist 
©/>  reell,  die  beiden  Geradenpaare  punktirt,  also  imaginär-reell, 
d.  h.  die  Polaren  eines  reellen  Punktes  p  in  Bezug  auf  sie  sind 
reell  und  lassen  sich  leicht  construiren,  da  sie  den  (reellen)  con- 
jugirlen  Pol  des  Punktes  p  in  Bezug  auf  das  Kegelschnitlbüschel 
mit  dem  reellen  Mittelpunkte  des  Geradenpaars,  d.  i.  dem  Punkte 
[U,  p)  oder  [U^  p')  verbinden.  Demnach  ist  die  hergestellte  Be- 
ziehung reell  nnd  somit  ist  es  auch  die  durch  die  beiden  Büschel 
erzeugte  Curve,  welche  ersichtlich  durch  die  9  Punkte  «  und  P 
geht,  weil  diese  entweder  Grundpunkle  der  erzeugenden  Büschel 
oder  Durchschnittspunkte  entsprechender  Elemente  derselben  sind^ 
also  die  Curve  C^  ist.  Die  Geradenpaare  [e-  e^)  und  [e^  e^  sind 
der  Durchschnitt  der  Ebene  V  mit  den  Ebenenpaaren  (^^  E^) 
und  [E.-^  E^,  der  Kegelschnitt  @/>  aber  der  mit  der  durch  P 
gebenden  Fläche  Sp  des  Büschels  [S,  S,),  die  reell  ist  und  von 
der  sich  durch  die  Involution  leicht  unendlich  viele  reellen  Punkte 
angeben  lassen.  C^  ist  demnach  der  Schnitt  der  Ebene  U  mit 
der  Fläche  3.  Ordnung,  welche  nach  Anleitung  der  zweiten  Stei- 
nerschen  Erzeugungsweise  durch  das  Flächenbüschel  [S,  S^)  und 
das  Ebenenbüschel  um  «^  erzeugt  wird,  das  auf  jenes  projec- 
tivisch  bezogen  ist,  indem  die  reellen  Ebenen  E^,  Ey,  («^j  P) 
den  imaginär-reellen  (mit  reellen  Durchschnittsgeraden  behafteten 
imaginären)  Ebenenpaaren  {E^,  E^),  {Er,  E^)  und  der  reellen 
Fläche  Sp  entsprechen.  Die  cubiscbe  Fläche  ist  folglich  der  Ort 
der  Curven  C^,    also   die   durch   das   Triederpaar  in  Verbindung 
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mit  dem  Punkte  P  erzeugte  cubische  Fläche,  so  dass  wir  diese 
Erzeugung  mit  Hilfe  eines  Triederpaars  von  der  Art  VI 
ebenfalls  als  einen  speciellen  Fall  der  zweiten  Stei- 
nersclien  Erzeugung  erkennen,  und  zwar  den,  bei  wel- 
chem die  Grundcurve  des  erzeugenden  Flächenbüschels 
ein  a  u  s  4  i  m  a  g  i  n  ä  r  e  n  G  e  r  a  d  e  n  z  u  s  a  m  m  e  n  g  e  s  e  t  z  t  e  s  w  i  n  d  - 
schiefes  V^ierseit  ist.  Also  ergiebt  sich  durch  Zusammen- 
fassung des  Vorhergehenden  das  Resultat: 

Je  nachdem  man  sich  bei  der  ersten  Steinerschen 
E  r  z  e  u  g  u  n  g  s  w  e  i  s  e  eines  der  T  r  i  e  d  e  r  p  a  a  r  e  von  der  Art 
I,  II  oder  VI  bedient,  erweist  sich  diese  Erzeugungs- 
art als  derjenige  specielle  Fall  der  zweiten  Steiner- 
schen, bei  welchem  die  Grundcurve  des  erzeugenden 
Fl  ä  eben  b  lisch  eis  2.  Ordnung  aus  4  reellen  oder  4 
punktirfen  oder  4  imaginären  Geraden  besteht.  Und 
das  sind  ja  auch  die  3  einzig  möglichen  Arten,  wie  4  Geraden 
die  Grundcurve  eines  reellen  Flächenliüschels  zusammensetzen 
können  (Nr.  92).  Wir  können  daraus  den  Schluss  ziehen,  dass 
keine  der  10  übrigen  Triederpaar arten  zur  reellen 
(-onstruction  einer  cu bischen  Fläche  verw  endet  wer- 
den kann. 

107.  Wir  wissen  nun  zwar  schon,  dass  die  erste  Steinersche 
Erzeugungsweise,  angewandt  auf  ein  Triederpaar  der  Art  VI: 

rt^j    «^2    ^^3 

;,2    =2'  «2 

«^    (i\    «^. 
nur  zwei  Gattungen  der  cubischen  Flächen  liefern  kann,  da  diese 
Art  sich  nur  bei   zweien    der   5  Gattungen   vorfindet,  welche  die 
zweite  Steinersche   Erzeugungsart    ergeben    hat,  nämlich   bei   ((?) 
uiid  (@).     Wir  wollen  jedoch  dies  auch  noch  direkt  beweisen. 

Die  4  Geraden  ci^^  a^^  «'3  «'3  l>ilden  den  Durchschnitt 
zweier  reellen  Flächen  2.  Ordnung,  also  sind  je  zwei 
windschiefe,  «%  «^3  und  «^30^2'  conjugirt.  Demnach  sind 
die  beiden  Hyperboloide  H^^=  [a\  a}.,  ^^^3]  ""^  ^^o  ^^ 
[rt'j  rt^3  «y  reell.  Mithin  durchdringt  jedes  von  ihnen, 
z,  B.  H^,  die  cubische  Fläche  noch  in  3  reellen  Gera- 
den g(  Qx  g("  oder  in  einer  reellen  g(^  und  zwei  con- 
jugirten  imaginären  g('  gC-  Wir  nehmen  zuerst  an,  alle 
3  Geraden   g^   seien  reell,    so  folgt,  da   jede   der  3  Geraden 

SlMim,   Flächen  3.  Onlnung-.  22 
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f/g  mit  einer  von  ihnen  und  mit  a\  in  einer  Ebene  liegt,  dass 
nncli  alle  3  Geraden  ^^  reell  sind,  also  das  zweite  reelle 
Hyperboloid  H^  die  cubische  Fläche  ebenso  durchschneidet  wie 
Hl-  Alle  übrigen  Geraden  g  sind  imaginär,  z.  B.  g'r^, 
weil  sie  mit  (r^g\  in  einer  Ebene  liegt.  Also  liegen  auf  der 
Fläche  7  reelle  Geraden  a\  g^'  gy"  gi"  g^'  g^"  ga'" .  deren 
erste  von  den  6  andern  getroffen  wird,  4  punktirtc 
rt^,  rt'.j,  rt^j  rt^j,  die  auch  die  Gerade  a\  treffen,  und  IG 
imaginäre,  folglich  gehört  die  Fläche  der  Galtung  (6) 
an.  Welche  der  imaginären  Geraden  g  sind  conjugirf^  Die  bei- 
den reellen  Tripel  y/  gf/'  g^'"  und  </(/  f/^"  </,/"  geben  noch  C  reelle 
Tripel,  indem,  je  zwei  Gerade  des  einen  Tripels  mit  der  des 
andern  Tripels,  die  den  noch  übrig  bleibenden  Accent  trägt,  zu- 
sammengestellt werden.  Diese  G  Tripel  erzeugen  reelle  Hyper- 
boloide, deren  jedes  die  cubische  Fläche  ausser  in  der  Geraden 
.<\  noch  in  zwei  der  imaginären  Geraden  g  schneidet,  die  dann 
also    conjugirt    sind.      So    ergeben    sich    als     conjugirte: 

/  /  ft  ff  ftr  f*f  '  r  tf         ff  /'/  fft 

9-i  92 '  92    ^3  '  9-i     9-^    '  9\  95  '94    9b  >  9i     9:.    ■ 

Ist  hingegen  g{  reell,  g^"  g-y"  conjugirt  imaginär,  so 
ergiebt  sich,  dass  auch  g^J  reell  und  g^'  g^"  conjugirt  ima- 
ginär sind.  Ferner  sind  gi  g:l  g^  9^  imaginär,  denn  ^/ z.  li. 
liegt  mit  ^,'  und  «^^  in  derselben  Ebene.„  Die  beiden  Hyper- 
boloide [ö'i' f/e '  ö'e  ]  ""^'  [S'ü  ö^i'  Ö'i  ]  si"<^  auch  reell;  sie  durch- 
schneiden die  cubische  Fläche  noch  in  a\  gl  g^  und  «'j  gl  g-!, 
folglich  sind  gl  gl  und  gl  gl  conjugirt  imaginär.  Endlich 
g^  g-i"'  9z"  gf'  gl'  g-ö"'  9o"  9l"  sind  punktirt,  z.  B.  gl',  weil 
sie  mit  gl'  «^j'  ^^<^^  imaginären  Geraden,  in  derselben  Ebene 
liegt;  die  zusammengestellten  haben  ihren  reellen  Punkt  gemein,  die 
beiden  ersten  Paare  treffen  die  reelle  Gerade  gl,  die  beiden  letzten 
gl.  Auf  der  Fläche  liegen  also  3  reelle  Geraden  «',«/|'^,.', 
die  ein  Dreieck  bilden,  4+  8=12  punktirte,  4  -f  4  -j- 
4=12  imaginäre  Geraden.  Folglich  haben  wir  die  Gat- 
tung ((S)  erhalten. 

108.  Eine  durch  die  Grassmann  sehe  Ereugungsw  eise 
hergestellte  cubische  Fläche  kann  auch  durch  die  Kegelschnitte 
Ki,x  erzeugt  gedacht  werden,  in  denen  die  entsprechenden  Flä- 
chen H^'^ux  und  H^^üx-  zweier  projectivischen  Büschel,  deren 
Grnndcurven  (G„  C'-)   und  [G;,  C"^)  sind,    ausser  in  a^i,^,  einer 
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in  %^  um  P'  sich  drehenden  Geraden,  und  d  sich  durchschnei- 
den. Wie  diese  Büschel  projectivisch  auf  einander  bezogen  sind, 
so  ist  aucii  das  der  Flächen  JI-^;,.r,  dessen  Grundciu've  [G;,  C-^) 
ist,  projectivisch  auf  jedes  auf  ihnen  bezogen  und  die  entsprechen- 
den Flächen  ir'^;,.^  und  H'^'^i,.^  oder  H^^i,^  und  i/''^,.r  durch- 
dringen einander  ausser  in  «^„.^  oder  a^i,^,  den  entsprechenden 
Strahlen  von  aS-,x>  und  Gi  ebenfalls  in  den  Kegelschnitten  Ki,^:. 
Je  zwei  dieser  Büschel  erzeugen  zwar  eine  Fläche  4.  Ordnung, 
jedoch  diese  zerfällt  ersichtlich  in  die  cubische  Fläche,  den  Ort 
der  Kegelschnitte  Ä„^,  und  je  nach  der  Zusammenstellung  der 
beiden  Büschel  in  die  Ebene  5ti\  51/',  ^A  den  Ort  der  Geraden- 
paare {Gi,  rt'„.r),  [Gi,  rt-,-,.r),  [Gi,  a^-,.r),  die  den  entsprechenden 
Flächen  ausser  Ki,^:  gemein  sind.  Aber  die  Ebenen  der  Kegel- 
schnitte Z„.i.  gehen  alle  durch  Li,  also  sind  diese  Kegelschnitte 
die  Durchschnitte  der  entsprechenden  Elemente  jedes  der  3  Flä- 
chenbüschel H^'^i,x,  H^'\,x  oder  H'^^ua:  und  des  Ebenenbüschels 
um  Li,  und  damit  ist  die  Grassmann  sc  he  Erzeugungs- 
weise auf  die  zweite  St  ein  er  sehe  zurückgeführt,  je- 
doch nicht  jede  reelle  Grassmannsche  Erzeugung  lässt 
sich  auf  eine  reelle  Steinersche  zurückführen,  denn 
fiu"  die  letztere  ist  nothwendig,  dass  die  Axe  L/  des  erzeugenden 
Ebenenbüschels  reell  ist,  während  die  Grassmannsche  Erzeugungs- 
weise uns  auch  einen  Fall  vorgeführt  hat,  in  dem  alle  L,  imagi- 
när sind.  In  diesem  Falle  waren  auch  alle  Geraden  Gi  imaginär, 
mithin  würde  da  auch  die  Grundcurve  des  erzeugenden  Flächen- 
büschels aus  einer  reellen  cubischen  Raumcurve  und  einer  ima- 
ginären Geraden  bestehen,  das  Büschel  also  imaginär  sein. 

Für  die  3  ersten  Gattungen  (1),  (23),  (6)  lässt  sich 
die  Grassmannsche  Erzeugungsweise  auf  6,  4,  2  Arten 
in  die  zweite  Steinersche  umgestalten,  und  diese  lie- 
fert die  Gattungen  dann  als  ihre  erste,  vierte  und 
sechste  ersichtlich  nicht  als  zweite,  denn  die  dritte  Gattung 
tß)  der  Grassmannschen  Weise  bietet  uns  zwei  Paare  reeller  Ge- 
raden Gi  Li,  die  gegen  einander  windschief  sind;  eine  der  bei- 
den Li  nehmen  wir  als  Axe  des  erzeugenden  Ebenenbüschels 
für  die  zweite  Steinersche  Erzeugungsweise,  und  gegen  sie  ist 
ihre  Gi  windschief;  bei  der  zweiten  Gattung  der  zweiten  Steiner- 
schen  Erzeugungsweise  wird  die  Axe  des  erzeugenden  Ebenen- 
büschels von  allen  reellen  Geraden  der  Fläche  getrollen,  bei  der 
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sechsten  hingegen  —  der  gewendeten  zweiten  —  sind  4  reelle 
Geraden  gegen  die  Axe  windschief. 

Wir  hahen  eben  gesehen,  dass  die  cubische  Fläche  erzeugt 
wird  durch  einen  Theil  {Ki,.r)  des  Durchschnitts  der  entsprechen- 
den Flächen  Ä^^^,,.  und  //»^^..^  oder  H'^.,.,  und  Z/^^,.,  oder 
H^'^i,.^  und  JP^i,:c,  ^vährend  der  (ihrige  Theil  die  Ebene  %'^,%' 
oder  ?(/•'  t-rzeugl.  Da  findet  jedoch  auch  keine  reelle  Erzeugung 
mehr  statt,  wenn  es  keine  reellen  Geraden  (^  oder  i,  giebt.  Aber 
wir  brauchen  uns  nicht  auf  die  Ebenen  3(/  zu  beschränken.  Es 
seien  vielmehr  ?(,/,  %/,  %y-^  irgend  welche  drei  entsprechenden 
reellen  Ebenen  der  3  erzeugenden  Bündel,  G'^'^y,  G'^^,  C^s^  die 
Geraden,  in  denen  sich  je  zwei  von  ihnen  schneiden  und  welche 
für  den  spcciellcn  Fall  der  Ebenen  %i  in  die  Gerade  G,  zusam- 
menfallen; ferner  seien  rt',y, .r,  «"y, .r,  a\, .r  entsprechende  Strahlen 
der  mit  den  Ebenenbündeln  verbundenen  Strahlenbündcl,  welche 
resp.  in  den  Ebenen  %,,  liegen.  Die  Ebenenbüscbel  um  a,,,^ 
erzeugen  zu  je  zweien  ein  Hyperboloid,  also  im  Ganzen  drei  : 
H^'^y,a:,  Jf^^y,xi  H'^<j,.v,  wi'lclic  ZU  jc  zwcicu  die  (ierade  a^y,x 
(i^yia,  (i-^y,x  gcmeiu  liabcn,  alle  drei  aber  eine  cubische  Raum- 
cuive  C^y,.x,  ^velclle  die  cubische  Fläche  erzeugt,  wenn  der  Strahl 
ay,:c  seine  Ebene  ?(y  durchstreicht.  Sämmtliche  Hyperboloide 
H^-'y,^,  H'lj,.r,  ff'%.r  liabeu  resp.  die  Curve  {C'\  G'\),  [C'^G'%), 
{C^^,  G^^y)  gemein,  bilden  demnach  ein  Büschel. 

Also  die  Grassmannsche  Erzeugungsweise  gestaltet  sich  um 
in  die  durch  die  Dnrchscl)nittscurven  der  entsprechenden  Flächen 
je  zweier  der  3  projectivischen  Flächenbüscbel  H^-y,,^,  ff^^y.x, 
H^^y,x,  durch  welche  allerdings  eine  Fläche  4.  Ordnung  erzeugt 
wird,  die  aus  der  cubischen  Fläche  und  resp.  der  Ebene  31,/, 
%y''  oder  %/  besteht  je  nach  der  Zusammenstellung  der  Büschel, 
indem  jede  der  erzeugenden  Durchschnittscurven  in  eine  Gerade 
(i\,x,  a-y,,r  oder  o'',y,.r  und  eine  Raumcurve  3.  Ordnung  6'^^,.,- 
zerfällt  und  die  erstere  die  Ebene  51^',  %y',  5(/  durchstreicht,  die 
letztere  die  cubische  Fläche  erzeugt.  Die  erzeugenden  Büschel 
aber  sind  nicht  allgemeiner  .\rt,  indem  ihre  Grundcurven  durch 
eine  Abart  der  allgemeinen  Dnrcbschnittscurve  zweier  Flächen 
2.  Ordnung  gebildet  werden,  und  da  diese  Grundcurve  eine  reelle 
Gerade  enthält,  so  sind  alle  reellen  Flächen  der  Büschel  solche 
mit  reellen  Geraden,  und  dieser  Mangel  an  Allgemeinheit  bei  den 
erzeugenden    Büscheln    ist    der    Grund,    warum    auf    die   Grass- 
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inannsclie  Weise  nicht  alle  Gattungen  der  cubiseiien  Fläche  er- 
zeugt ^^erden  können.  Die  Erzeugungs weise  Grassmann's 
ergiebt  sich  als  den  speciellen  Fall  der  Erzeugu  ng 
einer  Fläche  4.  Ordnung  durch  zwei  projectivische 
Flächenbüschel  2.  Ordnung  —  des  Analogons  der 
zweiten  Steinerschen  Erzeugungsweise  der  Flächen 
3.  Ordnung  — ,  bei  dem  die  Fläche  4.  Ordnung  in  eine 
cubische  Fläche  und  eine  Ebene  sich  auflöst.  Wir 
stellen  uns  mm  die  Frage,  ob  eine  derartige  Dcgeneratiun 
einer  auf  diese  Weise  erzeugten  Fläche  4.  Ordnung 
auch  eintreten  kann,  ohne  dass  die  Grundcurven  der 
erzeugenden  Flächcnbüschel  2.  Ordnung  in  eine  cu- 
bische R  a  u  ni  c  u  r  V  e  und  eine  Gerade  zerfallen,  also 
oime  dass  diese  Büschel  eine  Einbusse  an  Allgemein- 
heit erleiden.  Dann  würden  wir  jedenfalls  die  Grassmannsche 
Weise  so  umgestalten  können,  dass  sie  alle  Gattungen  der  cubi- 
schen  Flächen  hervorbringt. 

109,  Es  seien  also  B  [F'^)  und  B  [F"J)  zwei  pi'ojcc- 
t  i  V  i  s  c  h  e  Flächcnbüschel  2.  Ordnung,  deren  G  r  u  n  tl  - 
curveni?'undi?"  seien  und  vor  der  Hand  noch  von  allge- 
meiner Art  vorausgesetzt  werden.  Sie  sollen  nach  unserer 
Annahme  eine  aus  einer  cubischen  Fläche  F"^  und 
einer  Ebene  E  bestehende  Fläche  4.  Ordnung  er- 
zeugen. Das  Generans  ist  die  Durchschnittscurve  C^^ 
von  F'.^  und  F'\r.  Deren  sind  einfach  unendlich  viele  reellen; 
es  sollen  aber  alle  doppelt  unendlich  vielen  reellen  Punkte  von 
E  erzeugt  werden ,  also  muss  sich  jede  der  Curven  C^.^  an  der 
Erzeugung  von  E  mit  einer  unendlichen  Anzahl  von  Punkten  be- 
tlieiligen,  d.  h.  ein  Theil  von  C^x  muss  in  die  Ebene  E  fallen, 
also  C^.r  sich  zerspalten. 

Wir  nehmen  an,  C^^  zerfalle  in  eine  cubische  Uaum- 
curve  C^r  und  eine  Gerade  G^.  Diese  Gerade,  auf  F'^  wie 
auf  F'\r  liegend,  muss  R'  wie  B,"  zweimal  treffen,  mithin  können 
auch  von  R'  und  R"  nicht  blos  je  4  Punkte  in  der  Ebene  E 
liegen,  weil  es  sonst  nicht  möglich  wäre,  dass  unendlich  viele 
die  Ebene  E  vollständig  ausfüllende  Geraden  jede  der  Curven 
R'  und  R"  zweimal  treffen.  Es  ist  unbedingt  nothwendig, 
dass  auch  die  beiden  Curven  R'  und  R"  mit  unendlich 
vielen  ihrer  Punkte   in   die   Ebene  E  fallen,  also   sich  in  eine 
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in  E  liegende  Gerade  G'  resp.  G"  und  eine  eubisclie 
Raunicurve  9V  resp.  9i"  zertheilen.  Ausserdem  müssen 
diese  beiden  Raumcurven  noch  einen  auf  E  befindlichen  l»unkt  P 
gemeinsam  haben.  Die  Strahlen  des  Büschels  in  E  um  P  sind  dann 
die  Theile  G.^  der  erzeugenden  CurveC^r,  ^velchc  die  Ebene  E 
hervorbringen,  während  die  cubische  Fläche  F"^  durch  den  Theil 
C^r  gebildet  wird.  Dies  führt  uns  demnach  zu  derselben  Er- 
zeugung, als  die  ist,  in  welche  die  Grassmannsche  umgestaltet 
werden  kann,  also  zu  keiner  Erweiterung. 

Wenn     wir    hingegen    annehmen,    dass  die    erzeugende 
Curve   C^x  sich   in  zwei  Kegelschnitte   K^c   und  ^.^  auf- 
löst,  deren   ersterer   stets  in  E  liegt,    so  müssen   ebenfalls  von 
R'  wie  von  R"  unendlich  viele  Punkte  in  E  liegen,   denn  wenn 
sie  je  blos  in   4  Punkten   die   Ebene  E  träfen,   so  würde  durch 
diese  8  Punkte,  wenn  überhaupt  einer,  doch  eben  nur  ein  Kegel- 
schnitt K:c  gehen,    und    in   4  Punkten    muss  jeder  K^  jfede  der 
beiden  Curven  R'  und  R"  treffen.     Also  muss  ein  Theil  von  R' 
und   R"  in  E  liegen;    man    überzeugt   sich  leicht,    dass   es  noch 
nicht    genügt,    wenn    unendlich    viele    leellen  Kegelschnitte,   die 
doch  zur  vollständigen  Ausfüllung   der  Ebene  E  nöthig  sind,  re- 
sultiren  sollen,  dass  dieser  Theil  eine  Gerade  sei;  auch  R'  und 
R"  müssen  in  je  zwei  Kegelschnitte  K',  ^'  und  K",  Ä" 
zerfallen,  deren  einer  K'  resp.  K"  in  E  sich  befindet. 
Aber  nun  befindet  sich  von  jeder  der  Flächen  F'^^  und  F"^,  die 
den  Kegelschnitt  Kjc,   einen   der  Erzeugenden  der  Ebene  E,  er- 
geben, noch  mehr  als  dieser  Kegelschnitt  /f.,  in  E,  nämlich  noch 
K'  resp.  K" .    Demnach  muss  die  Ebene  E  sowohl  ein  Theil  von 
F'x   als    von   F".r   sein    und    wird   schon   vollständig    durch   den 
Schnitt  dieser  beiden  Flächen  erzeugt,  die  je  aus   2  Ebenen  be- 
stehen, deren  eine  beiden  gemein   ist.     Wir   kommen   somit   auf 
den  speciellen  Fall  der  Erzeugung  einer  Fläche  4.  Ord- 
nung durch  zwei  projectivisch  e  Flächenbüschel  2.  Ord- 
nung,   in   dem    diese   Büschel   zu    G r u n d c u r v e n    einen 
Complex  von  je  zw  ei  Kegelschnitten  haben,  also  je  ein 
Ebenenpaar  enthalten,  diese  Ebenenpaare  in  der pro- 
jectivisch e  n  Beziehung  einander  entsprechen  und  auch 
eine    Ebene    gemein    haben.     Die    Fläche  4.    Ordnung 
besieht  aus  dieser  Ebene  und  einer  cu bischen  Fläche. 
Zu  der  Erzeugung  der  Ebene  tragen   nur  die   beiden 
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Eben  eil  paare  und  auch  nur  mit  der  ilmcn  gcmein- 
s  eil  ältlich  eil  Ebene  bei,  folglich  beth  eiligen  sich  die 
Duichschnittscurven  C^r  der  übrigen  entsprechenden 
Flächen,  welche  im  Allgemeinen  allgemeiner  Natur 
sind,  vollständig  an  der  Erzeugung  der  cubischen 
Fläche.  Auf  derselben  liegen  auch  die  Durchschnittsgeradc  @ 
iler  beiden  andern  Ebenen  6'  und  @"  der  beiden  Ebcnenpaare 
und  die  beiden  nicht  auf  E  liegenden  Kegelsclinitte  Ä'  und  ^", 
die  zu  den  Grundcurven  der  erzeugenden  Büschel  gehören.  Sie 
sind  die  ferneren  Durchschnitte  der  durch  die  Gerade  @  gehen- 
den Ebenen  (5'  und  (S"  mit  der  cubischen  Fläche.  ^'  resp.  ^" 
giebt  mit  C^.r  zusammen  jederzeit  den  vollständigen  Schnitt  der 
erzeugenden  Fläche  F'^  resp.  F"j:  mit  der  cubischen  Fläche. 
Alle  Curven  C^x  treffen  ersichtlich  E  in  den  4  Punkten,  in  denen 
die  beiden  Kegelschnitte  K'  und  K"  einander  begegnen.  Zer- 
fällt 6'^c  in  speciellen  Fällen  in  eine  cubische  Raumcurve  C'-^^  und 
eine  Gerade  G,  so  muss  diese  G  durch  einen  der  4  Punkte 
[K',  K")  gehen.  Doch  im  Allgemeinen  wird  das  nicht  vorkom- 
men; denn  es  gehen  zwar  durch  jeden  der  4  Punkte  {!{',  K") 
4  Gerade,  deren  jede  sowohl  auf  einer  Fläche  F\r,  als  auf  einer 
Fläche  F"j:  liegt,  nämlich  die  4  gemeinschaftlichen  Kanten  der 
beiden  Kegel,  die  den  betreffenden  Punkt  [K' ,  K")  zum  Scheitel 
haben  und  über  ^'  und  ^"  stehen;  aber  bei  der  sonst  belie- 
bigen projcctivischen  Beziehung  der  beiden  Büschel,  die  ja  mü- 
der Bedingung  unterworfen  ist,  dass  die  in  den  Büscheln  ent- 
haltenen Ebcnenpaare  einander  entsprechen,  werden  im  Allge- 
meinen zwei  Flächen,  auf  denen  eine  solche  Gerade  zugleich 
liegt,  einander  nicht  entsprechen.  Also  im  Allgemeinen  werden 
bei  dieser  Erzeugungsweise  die  erzeugenden  Curven  C'^^  —  mit 
alleiniger  Ausnahme  der  Geraden  @  —  nicht  schon  Gerade  der 
cubischen  Fläche  liefern. 

Da  übrigens  bei  dieser  Erzeugungsweise  sämmtliche  ent- 
sprechenden Flächenpäare  der  beiden  Büschel  bis  auf  ein  ein- 
ziges, das  der  Ebenenpaare,  mit  ihrer  totalen  Durchsclmittscurve 
zur  Erzeugung  der  cubischen  Fläche  beitragen,  so  trägt  dieselbe, 
wenn  auch  die  Büschel  nicht  allgemeiner  Art  sind,  den  Charak- 
ter der  Allgemeinheit. 

InderThat,  jede  Fläche  3.  Ordnung  i'^-',  welcher  der 
5.  Gattungen    sie    auch    angehöre,    lässt  sich   auf    die 
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eben    lietiachlcl  0   ^V('is(;    erzeugen.      Auf  jeder   sind  min- 
destens  3  reelle '  (ieraden.      Es   sei   ®   eine   reelle   Gerade   einer 
cubischen  Fläche,  ö'  L'inc  reelle  durch  sie  g<;l(!gle  Ebene,  welche 
F"^   in    dem    Kegelschnitte   ^'    begegnet.      Durch   Ä'   werde   eine 
Fläche  2.   Ordnung   -F/   gelegt,    welche   aus  F^   ausser  Ä'   noch 
die    Raumcurve    4.    Ordnung    C^'^    ausschneide.      Eine    beliebige 
Ebene  E  treffe   sie   in   dem    Kegelschnitte   A'',    der   §c'   zweimal, 
C'j'    viermal  begegnet.     Es  sei  &  eine  andere  durch  ®  gehende 
Ebene,  welche  F^  in  'ä''  trelTe.    @  ist  die  Gegengerade  zu  6\''  und  die 
Ei"gänzendc  zu  ^'  und  Ä^,  also  wird  ^'>  wie  k'  von  6','  viermal  ge- 
troffen.   Demnach  lässt  sich  durch  C'/  und  W  eine  P'läche  2.  Ord- 
nung F{J  legen,    welche  E  in    dem    Kegelschnitte  A,"  trelT«;,  dei' 
mit  ^^  zwei  Punkte,    mit  K'   aber  die  4  Punkte  gemein  hat,  in 
denen  Cj''  die  Ebene  E  trifft.     Durch   die  beiden  einander  zwei- 
mal treffenden  Kegelschnitte  ^'  und  K'  ■werde  eine  zweite  Fläche 
2.  Ordnimg    F.,'    gelegt,    welche   F'''    ausser   in   ^'   noch    in    ^',,' 
schneide;    auch    diese  triflt  K'  in   4  Punkten,  und  zwar  in  den- 
selben, in  denen  K'   von    6\*   getroffen   wird;    es   sind  in  beiden 
Fällen  die  4  ferneien  Punkte,  in  denen  der  Kegelschnitt  K'  von 
der  Curve  3.  Ordnung,  welche  E  aus  F^  ausschneidet,    getroffen 
Avird  ausser   in  den  beiden  Punkten",   die  K'  und   ^'   gemeinsam 
sind.     @   ist  aucii  Gegengerade  zu  C.^^,  mithin  trifft  C'j*  den  Ke- 
gelsclinitt  ^^  viermal,  und  durch  beide  geht  eine  Fläche  2.  Ord- 
nung F.^ ,  welche  E  in  dem  Kegelschnitte  AT./  treffe,  der  A"  in 
denselben  Punkten  trifft,  wie  Ky',  nämlich  in  den  4  Punkten,  in 
denen  C,^  oder  C,^  die  Ebene  E  durchschneidet.     Wir  haben  so 
zu  jeder  Ebene  ^'J,  die  wir  uns  nun  um  @  sich  drehend  denken, 
zwei  Kegelschnitte  K^y   und  K.y'  gefunden;    keiner   dieser  beiden 
Kegelschnitte    kann    noch   bei  einer   andern  Ebene  (5^  auftreten, 
denn   die   durch   K^v   und  Cj*   oder   durch   K^^   und   C^^  gelegte 
Fläche  F^y  resp.  F^y  schneidet  ausser  C'j^  resp.  C^^  aus  der  cubi- 
schen Fläche   nur   noch   den    Kegelschnitt  ^y  aus,  dessen  Ebene 
^y  ist.     Demnach   bilden   die   Kegelschnitte   K^^ ,  K^-^  eine  Invo- 
lution; es  sei  K"  einer  der  Asyraptotenkegelschnitte,  6"  die  ihm 
entsprechende   Ebene,    ^"   der   in   ihr   liegende  Kegelschnitt  der 
Fläche  F^',  so  treffen  also  die  durch  (6\^  U")  und  [C^^,  ü")  ge- 
legten Flächen   2.  Ordnung   F^'   und   F.!'  die   Ebene  E  in  dem- 
selben Kegelschnitte  K"  und  constituiren  ein  Büschel  mit  (Ä",  K") 
als  Grundcurve,    zu    dem   auch   das  Ebenenpaar  {E,  (S")   gehört. 
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Dieses  setzen  wir  in  projectivisclie  Beziehung  zu  dem  mit  der 
Giundcurve  {K',  ^')  und  lassen  einander  die  Flächen  F,',  F.,', 
[E,  (S'j  inid  F",  F.J.",  [E,  @")  entsprechen.  Das  P^rzeugniss  der 
Ihu'chschniltscurven  der  ents[>rechenden  Flächen  ist  eine  Fläche 
4.  Ordnung,  die  in  die  Ehene  E  und  eine  cuhischc  Fläche  zer- 
fällt, aul"  «elcher  letzteren  @,  ^',  ^",  C^^,  C.^^  liegen,  so  dass 
sie  mit  F^  ein  Gehilde  13.  Ordnung  gemein  hat,  also  iden- 
tisch ist. 

Bei  jeder  heliebigen  Ehene  (5:'  und  E  wird  man  es  zwar 
nicht  erreichen,  dass  die  zur  Constitution  der  Büschel  nothwen- 
digen  F^lemente  und  die  [jrojectivische  Beziehung  zwischen  ihnen 
reell  sei,  aber  man  wiid  doch  jedenfalls  unendlich  viele  Ebenen 
6' und  E  finden  können,  bei  denen  dies  der  Fall  ist,  und  da- 
mit ist  die  Allgemeinheit  der  betrachteten  Erzeugungsweise  nach- 
gewiesen. 

Aber  dieselbe  ist  doch  so  wesentlich  verschieden  geworden, 
von  der  Grassmannschen  und  auch  deren  Umgestaltung,  dass  man 
sie  fiiglich  nicht  als  eine  Erweiterung  derselben  zur  vollen  All- 
gemeinheit gelten  lassen  kann.  Wir  werden  im  Folgenden  eine 
andere  angeben,  für  die  wir  eher  darauf  Anspruch  machen 
können. 

110.  Bei  der  Grassmannschen  Erzeugungsweise  ist  die  cu- 
hischc Fläche  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  der  entsprechen- 
den Ebenen  «Ireier  collinearen  Ebenenbündel  P',  P-,  P^.  Es  seien 
«r^  ö.r^  «.r^  drei  entsprechende  Strahlen  der  zugehörigen  Strahlen- 
bündcl. 

Die  Geraden  a.i'~  und  aj"  sind  die  Axen  zweier  projectivi- 
schen  Ebenenbüschel,  welche  ein  Hyperboloid  H:^^^  erzeugen,  das 
auch  durch  C-^  geht.  Wo  dieses  die  Gerade  aj^  trifft,  da  be- 
gegnen zwei  entsprechende  Ebenen  aus  den  Büscheln  aj^  und 
aJ  ihrer  entsprechenden  im  Bündel  P^,  die  ja  durch  aj^  gehen 
ninss.  Die  beiden  Punkte  also  sind  die  ferneren  Schnittpunkte 
von  a.r^  mit  der  cubischen  Fläche  ausser  P'.  Jedem  Strahle  u,r} 
des  Bündels  P^  entspricht  ein  Hyperboloid  ZT^^^.  Alle  H^^^^ 
gehen  durch  die  Raumcurve  C-^.  Umgekehrt  ist  auch  jede  durch 
6'-^  gelegte  Fläche  2,  Ordnung  F,^  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectivischen  Ebenenbüschel  um  zwei  entsprechende  Strahlen  a^^ 
und  «.^3.  Jede  reelle  durch  Cß^  gehende  Fläche  2.  Ordnung  ist 
mit  reellen  Geraden  behaftet,  denn  sie  durchschneidet  jede  zweite 
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ausser  in  fß'^  in  einer  reellen  (Jeiaden,  ila  nnr  eine  solche  mit 
einer  reellen  cuhisclien  Ilaumcurve  die  Durchscliniltscnrve  zweier 
reellen  Flächen  2.  Ordnung  zusammensetzen  kann.  Die  IJeridi- 
rnngsehene  an  F,r  im  Punkte  /'*,  der  auf  6'-^  liegt,  schneidet 
aus  F,x  zwei  sich  in  P*  kreuzende  Geraden  aus  (die  reell  sind, 
wenn  F^  reell  ist,  und  punktirt ,  wenn  i-'.,  imaginär  ist),  deren 
eine  C^^  noch  eimnal,  die  andere  hingegen  nicht  mehr  trifft. 
Diese  letztere,  ein  Strahl  von  P"^,  sei  «^^,  ihre  entsprechenden 
in  P'^  und  P'  seien  aj^  und  «.^^  Die  Ebenenbüschel  um  aj^ 
und  iix^  erzeugen  nun  ein  Hyperboloid  /^.r-'.  das  ö.r'^,  aj",  C'-"* 
enthält,  also  mit  F^  die  Raunicurve  3.  Ordnung  C'-'^  und  die  sie 
einmal  treffende  Gerade  a^-  gemein  hat,  demnach  mit  ihr  iden- 
tisch ist,  so  dass  bewiesen  ist,  dass  jede  durch  (ß^  gelegte  Fläche 
2.  Ordnung  das  Erzeugniss  zweier  Ebenenbüschel  aj^,  a^^  ist  luid 
ihr  nur  ein  Strahl  aj  im  Bündel  P'  entspricht.  Da  auch  jedem 
Strahl  (i,,:^  eine  Fläche  durch  6'- '  entspricht,  so  besteht  zwischen 
dem  Strahlenbündel  P*  und  dem  Systeme  der  Flächen  2.  Ord- 
nung, die  durch  C-"'  gehen,  eine  collineare  Beziehung.  Die 
Durchschnillspunkte  der  entsprechenden  Elemente  erzeugen  die 
cubische  Fläche.  Demnach  lässt  sich  die  Grassmannsche 
Erzeugungsweise  einer  cubischen  Fläche  durch  die 
Durchschnittspunkte  der  entsprechenden  Ebenen 
dreier  collinearen  Ebenenbündel  umformen  in  die 
durch  die  Durchschnittspunkte  der  entsprechenden 
l'M e m e n t e  eines  S t r a h I e n b ü n d e  1  s  und  eines  ihm  col- 
linearen Systems  von  Flächen  2.  Ordnung,  welche  alle 
durch  dieselbe  cubische  Raumcurve  gehen.  In  dieser 
Umgestaltung  ist  sie  ersichtlich  einer  Erweiterung  zur  vollen  All- 
gemeinheit fähig.  Das  System  der  Flächen  2.  Ordnung,  die  durch 
dieselbe  cubische  Raumcurve  gehen,  ist  ja  nur  ein  specieller  Fall 
eines  Flächenbündels  2.  Ordnung,  d.  i.  des  Systems  von  Flächen 
2.  Ordnung,  die  durch  die  8  Schnittpunkte  dreier  nicht  dem- 
selben Büschel  angehörigen  Flächen  2.  Ordnung  gehen. 

Befreien  wir  also  unsere  Erzeugung  von  dem  Banne  der 
Specialilät,  unter  dem  sie  sich  bei  Grassmann's  Erzeugungsart 
befindet,  und  wir  erhalten  als  allgemeinere  Erzeugung,  unter  welche 
diese  sich  als  specieller  Fall  stellt,  folgende: 

Der  Ort  der  Durchschnittspunkte  der  entspre- 
chenden Elemente  eines  Strahlen  bündeis  P  und  eines 
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iliia  col lineare  11  Fläclienhii  iidcis  2.  Oriliiiiiig  C  (F^)  mit 
den  Grinulpunkten  ^j  ist  eine  Fläche  o.  Ordnung,'. 

Diese  Erzeugung  ist  offenbar  das  Änalogon  zu  der  der  [''la- 
chen 2.  Ordnung  durch  ein  Slrahlenbiindel  und  ein  ihm  colli- 
neares*)  Ebenenbündel,  welche  durch  Seydewitz**)  aufgestellt 
und  von  Herrn  Schröter***)  benutzt  worden  ist. 

Im  Wesen  der  collinearen  Beziehung  liegt  es,  dass  jedem 
ebenen  Strahlenbüschel  des  Strahlenbündels  P  ein  Flächenbüschel 
des  Flächenbündels  entspricht,  also  jeder  Ebene  des  Bündels  P 
eine  durch  die  8  Grundpuiikte  des  Flächenbündels  gehende  Baum- 
curve  4.  Ordnung.  Jeder  Punkt  bestimmt,  wie  er  ein  Büschel 
des  Flächenbündels  bestimmt,  auch  eine  dieser  Rauincurven,  und 
das  System  dieser  doppelt  unendlich  vielen  durch  die  8  Grund- 
puiikte '^/  gehenden  Baumcurven  4.  Ordnung,  das  mit  dem 
Flächenbündel  verbundene  Bündel  von  Grundcurven  4.  Ordnung, 
ist  dem  Ebenenbündel  P  collinear.  Der  Ort  der  jedesmaligen 
4  Schnitipunkte  einer  Ebene  von  P  und  der  ihr  entsprechenden 
Grundcurve  in  C  [F-)  ist  ebenfalls  die  cubische  Fläche.  Also 
kann  die  eben  erhaltene  Erzeugung  auch  in  anderer  Weise  aus- 
gesprochen werden: 

Der  Ort  der  Durchschnittspunkte  der  entsprechen- 
den Elemente  eines  Ebenen  b  und  eis  und  eines  ihm 
collinearen  Bündels  von  Grundcurven  4.  Ordnung  ist 
eine  Fläche  3.  Ordnung. 

Die  cubische  Curve,  welche  jede  Ebene  von  P  aus  der  cubi- 
schen  Fläche  ausschneidet,  ist  das  Erzeugniss  des  in  der  F^bene 
liegenden  Strahlbüschels  von  P  und  des  ihm  projectivischen  Ke- 
gelschnittbüschels, in  dem  die  Ebene  das  entsprechende  Flächen- 
büschel in  C  [F-)  durchschneidet.  Die  dem  Flächenbüschel, 
dessen  Grundcurve  durch  P  geht,  entsprechende 
Ebene  in  P  berührt  die  cubische  Fläche  in  /*,  denn  in 
ihr    haben   das    Strahlbüschel    und    das    Kegelschniltbüschel   den 


*)  Die  Bezeichnung  „reciprok"  scheint  mir  bei  Einführung  und 
scharfer  Sonderung  der  Bezeichnungen  „Ebenenbiindel"  und  ,, Strahlen- 
bündel" nicht  nothwendig;  auch  das  Wort  „collinear"  könnte  vielleicht 
entbehrt  werden. 

**)  Grunert's  Archiv  f.  Mathematik  und  Physik.  Theil  9,  Seite  158. 
***)  Journal  von  Crelle-Borchardt,  Band  62,  Seite  215. 
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Grundpiinkt  P  gemein,  also  die  ciibische  (Äirve  hat  dort  einen 
Doppelpunkt. 

Jede  Fläclie  F'-.-c  des  Fläclienbündels  durchschneidet  die  er- 
zeugte cubische  Fläche  in  einer  Rauincuive  6.  Ordnung;  die 
6  Punkte,  in  denen  diese  von  joder  durch  den  der  Fläche  F-,^ 
entsprechenden  Strahl  a^  des  Sirahlenbündels  gelegten  Eltone  ge- 
tro/len  wird,  sind  die  beiden  Punkte,  in  denen  a^^  die  Fläche  i^^.^ 
Irill't,  und  die  vier,  in  denen  die  Ebene  ihrer  entsprechenden 
(irundcuive  begegnet.  Geht  der  Strahl  a^  durch  einen  der  8  Grund- 
punkle  ^,,  so  fallen  in  diesen  einer  von  jenen  beiden  und  einer 
von  diesen  vier,  so  dass  jede  durch  o.^  =  P  ^i  gelegte  Ebene 
die  Kaumcurve  ausser  in  ^,  nur  nocb  viermal  Iriflt,  also  ^  ein 
Doppelpunkt  derselben  isl,  folglich  die  cubische  Fläche  von  der 
dem  Strahle  P  ^,  entsprechenden  Fläche  des  Bündels  und  also 
auch  von  deren  Berührungsebene  in  ^,  berührt  wird. 

Demnach  liegen  die  8  Grundpunkte  5jS,  des  Flächen- 
bündels auch  auf  der  cubische n  Fläche,  und  dieselbe 
wird  in  jedem  von  ihnen  von  der  Tangejiten ebene  der 
Fläche  des  Bündels  berührt,  welche  dem  Strahle  P  ^^^ 
entspricht. 
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Die  Flächen  dritter  Ordnung  mit  Knotenpunkten. 

111.  Die  Betrachtung  dieser  Flächen  geschehe  allein  mit 
Hilfe  der  zweiten  Steinerschen  Erzeugungsweise,  weil 
diese  uns  alle  5  Gattungen  geliefert  hat.  Sie  hat  eigentlich  6 
geliefert,  und  wir  wollen  im  Folgenden  auch  die  beiden  iden- 
tischen unter  denselben  wieder  getrennt  betrachten,  und  die  Gat- 
tungen mit  der  Nummer  der  Reihenfolge  bezeichnen,  in  der  sie 
bei  Betrachtung  der  obigen  Erzeugungsart  (Nr.  94)  auftraten. 

Die  imaginären  Geradenpaare  der  cubischen 
Fläche,  deren  Ebenen  durch  die  Gerade  A  gehen, 
stehen  den  reellen  und  punktirten  gleichartig  gegen- 
über; jene  sind  Durchschnitte  imaginärer  Ebenen  des  Büschels 
um  A  mit  imaginären  Flächen  des  Flächenbüschels,  diese  aber 
Durchschnitte  reeller  Ebenen  mit  reellen  P'lächen  (speciell  mit 
einem  imaginär-reellen  Kegel,  dessen  entsprechende  Ebene  reell 
ist  und  durch  seine  reelle  Spitze  geht).  Je  zwei  imaginäre  Ge- 
radenpaare gehören  als  conjugirte  zusammen,  indem  ihre  Mittel- 
punkte derselben  reellen  Geraden  angehören. 

Wie  ist  der  Uebergang  von  einem  imaginären  Ge- 
radenpaare zu  einem  reellen  oder  punktirten  zu  den- 
ken? Die  eben  genannte  reelle  Gerade  i?,  welche  den  Mittel- 
punkt eines  imaginären  Geradenpaars  mit  dem  des  conjugirten 
verbindet,  trifft  in  diesen  beiden  Punkten  die  Flächen  H^,  H^,  S'^ 
(zu  deren  12  Schnittpunkten  die  Mittelpunkte  der  5  Geradenpaare, 
deren  Ebenen  durch  A  gehen,  gehören)  imaginär.  Wird  das 
imaginäre  Geradenpaar  reell  oder  punktirt,  also  sein  Mittelpunkt 
reell,  so  trifft  diese  Gerade  die  3  Flächen  einmal  reell,  also  auch 
noch  zum  zweiten  Male  reell  (der  dritte  jederzeit  reelle  Punkt 
bei  der  Fläche  S^  spielt  ja  hier  keine   Rolle),    also  bekommt 
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a  11  c li  das  c o n j u g i r t e  G e r a d e n p a a r  einen  reellen  Mit- 
telpunkt. Der  Uebergang  geschieht  olfenhar,  veil  ja 
zwischen  dem  Falle,  wo  H^,  //.,,  S^  von  einer  reellen  Geraden 
zweimal  reell,  und  dem,  wo  sie  zweimal  imaginär  getroflen  wer- 
den, der  Fall  liegt,  wo  sie  in  zwei  zusammengefallenen  i'eellen 
Punkten  getroffen,  in  einem  reellen  Punkte  berührt  werden,  da- 
durch, dass  die  beiden  imaginären  Mittelpunkte  in 
einen  reellen  zusammenfallen  und  sich  dann  als  re- 
elle ^vieder  trennen,  also  dass  die  beiden  conjugirten 
imaginären  Ger  adenpaare  in  eins  mit  reellem  Mittel- 
j)  u  n  k  t  e  sich  vereinigen  und  dann  w  i  e  d  e  r  a  u  s  e  i  n  a  n  d  e  r  - 
gehen,  jedoch  den  reellen  Mittelpunkt  beibehalten, 
[m  Allgemeinen  wird  die  Natur  der  drei  übrigen  Geradenpaare 
durch  diesen  Lebergang  der  zwei  conjugirten  keine  Aenderung 
erfahren;  da  nun  die  Anzahl  der  an  A  anhängenden  reellen  Ge- 
radenpaare bei  den  allgemeinen  Gattungen  stets  ungerade,  die 
der  punktirten  gerade  ist,  so  werden  beide  conjugirten 
imaginären  Geradenpaare  in  reelle  oder  beide  in 
punktirte  übergehen;  das  Geradenpaar,  in  welches 
beide  sich  auf  der  Grenze  vereinigt  haben,  wird  in 
jenem  Falle  reell,  in  diesem  punktirt  sein.  Also  zwi- 
schen zweien  allgemeinen  Gattungen  der  cHbischen 
Flächen,  in  deren  einer  zwei  der  an  A  hängenden  Ge- 
radenpaare conjugirt  imaginär,  in  der  andern  aber 
beide  reell  oder  beide  punktirt  sind,  während  die 
drei  andern  in  beiden  Galtungen  gleichartig  sind, 
steht  eine  Grenzfläche,  auf  welcher  diese  3  Paare  die- 
selbe Natur  haben  wie  auf  beiden  allgemeinen  Gattun- 
gen, die  beiden  verschieden  beschaffenen  sich  in  ein 
einziges  reelles  oder  punktirtes  Geradenpaar  ver- 
einigt haben.  Fallen  die  beiden  conjugirten  imagi- 
nären Geraden  paare  in  ein  reelles  zusammen,  so  haben 
sich  je  die  conjugirten  Geraden  der  Paare  vereinigt. 
Die  Punkte,  in  denen  zwei  conjugirte  imaginären  Geraden  von 
den  sie  zugleich  treffenden  reellen  Geraden  getroffen  werden, 
sind  zwei  imaginäre  Punkte,  in  denen  die  cubische  Fläche  von 
diesen  reellen  Geraden  durchbohrt  wird,  und  welche  beim  Zu- 
sammenfallen der  beiden  imaginären  Geraden  auch  zusammen- 
fallen   und    zwar    in    einen    reellen    Punkt.     Vereiniuen    sich 
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liingegen  die  beiden  conjiigirten  Geradenpaare  zu 
einem  punktirten,  so  sind  je  zwei  niclit  conjugirte 
Geraden  zusammengefallen  und  das  System  sämmlliclier 
reellen  Geraden,  die  die  liier  noch  discreten  conjugirten,  alter 
nun  punktirt  gewordenen  Geraden  zugleich  treffen,  erfüllt  die 
Ebene  des  entstandenen  punktirten  Geradenpaars. 

112.  Betrachten  wir  nun  überhaupt  eine  Fläche,  auf 
der  zwei  der  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  e ,  deren  Ebenen  durch  A 
gehen,  sich  vereinigt  haben;  wir  nehmen  dazu  d'  d"  und 
e' e",  und  zwar  setzen  wir  voraus,  dass  sich  rf'  und  e'  in  die 
Gerade  i)",  d"  und  r"  in  die  Gerade  D"^-  vereinigt 
haben.  Die  Hyperboloide  [«' e' c?']  und  [«' c' e']  werden  dann 
identisch;  jenes  durchschneidet  die  cubische  Fläche  noch  in 
A  )\' q/,  dieses  in  .^  r/ p.,'.  Es  leuchtet  ein,  dass  q.{  und  q/ 
sich  vereinigen  müssen  in  eine  Gerade  ^34';  ebenso 
;•.,'  r^\  }•.{'  r^' ,  q^'  q^'  in  r^^ ,  r^^' ,  93^".  Die  Gerade  r.-^^  trifft 
als  r.-^  sowohl  d' ,  als  e" ,  und  als  rj'  sowohl  d",  als  e' ',  mithin 
trifft  ?-3/  sowohl  i)^^,  als  D"^"^,  kann  aber  nicht  die  dritle  in 
(leren  Ebene  sein,  denn  diese  ist  A,  folglich  geht  sie  durch  ihren 
Schnittpunkt. 

Mithin  ist  [D^^,  J)^'^)  ein  Knotenpunkt  IC  der  cubi- 
sche n  Fläche-  und  durch  ihn  gehen  noch  r^^,  n^/',  93/, 
93/',  demnach  die  6  Geraden  der  Fläche,  welche  je  zwei 
(gegen  einander  windschiefe)  Geraden  der  allgemeinen 
Fläche  repräsentiren  (,, binäre"  Geraden).  Auf  der 
Fläche  giebt  es  ausser  diesen  noch  15  Gerade,  welche 
auch  nur  je  eine  der  allgemeinen  Fläche  repräsen- 
tiren (,,unäre"  Geraden),  die  6  Geraden  a,  b,  c,  die  8  Ge- 
raden [r,  q)  mit  den  Indices  1,  2  und  die  Gerade  A.  Diese 
15  Geraden  sind  je  die  dritten  Geraden  in  den  15  durch  je  zwei 
der   binären   Geraden   gebildeten   Ebenen. 

Eine  cubische  Fläche  mit  einem  Knotenpunkte  wird  nach 
Herrn  Salmon  z.  B.  auf  folgende  Weise  erzeugt:  Die  4  Ebenen  eines 
Tetraeders  drehen  sich  um  4  feste  Punkte,  die  3  Kanten  einer 
Seitenfläche  bewegen  sich  auf  3  festen  Ebenen;  die  dieser  Seiten- 
fläche gegenüberliegende  Ecke  beschreibt  eine  cubische  Fläche, 
auf  welcher  der  Schnittpunkt  der  3  festen  Ebenen  Knotenpunkt 
ist.    Diese  Erzeugung  ist  ein  specieller  Fall  der  Grassmannschen. 

Wir  können    hier   i^leich   einen  Satz   anscidiessen,    der   über 
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Knotenpunkte  auf  cubischen  Flächen  überhaupt  gilt  und  zur 
Conlrole  dienen  kann:  Jede  durch  einen  Knotenpunkt 
und  eine  nicht  durch  ihn  gehende  Gerade  der  cubi- 
schen  Fläche  gelegte  Ebene  durchschneidet  diese 
Fläche  noch  in  einem  Kegelscliniltc  mit  einem  Doppelpunkte, 
der  sich  im  Knotenpunkte  befindet,  also  in  zwei  in  dein  Kno- 
tenpunkte einander  begegnenden  Geraden;  z.  K.  die 
Ebene  («',  K)  durchschneidet  die  cubische  Fläche  noch  in  r.^^, 
().j/,  die  sich  in  K  treffen,  oder  (r,',  K)  in  D^^,  q^^" ,  die  eben- 
falls beide  durch  Ä' gehen.  Daraus  folgt:  Jede  Ebene,  welche 
durch  eine  Gerade,  die  zwei  Knotenpunkte  einer  c  u  - 
bischen  Fläche  verbindet  und  als  dieselbe  viermal 
treffende  Gerade  ihr  ganz  angehört,  und  eine  dieser 
Geraden,  jedoch  in  keinem  der  beiden  Knotenpunkte 
begegnende  andere  Gerade  der  Fläche  gelegt  ist, 
durchschneidet  die  Fläche  ausser  in  dieser  zweiten 
Geraden  in  einem  Geradenpaare,  (dessen  eine  Gerade  die 
Knotenpunklsgerade  ist]  dessen  Mittelpunkt  in  beide  Knotenpunkte 
fällt,  also  dessen  beide  Geraden  in  die  Knoten  punkts- 
gerade zusammenfallen,  längs  deren  die  Ebene  die 
cubische  Fläche  berührt.  Diese  Folgerung  wird  sich  bei 
den  später  zu  betrachtenden  cubischen  Flächen  mit  mehr  Kno- 
tenpunkten bestätigen. 

Für  unsere  Fläclie  mit  einem  Knotenpunkte  noch  Folgendes: 
Jede  u  n  ä  I'  e  Gerade  der  Fläche  m  i  r  d  von  4  Geraden- 
paaren  getroffen,  deren  eins  durch  z^ei  binäre  Ge- 
raden gebildet  wird,  also  in  sich  zwei  zusannnengefallene 
Geradenpaare  enthält:  z.  B.  «'  wird  getroffen  von  a"  A,  r(  9/, 
r-i  Q-,\  r^i'  Q:u-  Hingegen  jeder  binären  Geraden  begegnen 
noch  5  Geradenp  aare,  z.  B.  der  Geraden  i>"  :  AI)--,  r/  q.,^", 
''34"  Qi'  ?•>' ^34  '  ^34' ''2"-  ^'^  jedem  ist  eine  Gerade  eine 
binäre  und  geht  durch  den  Knotenpunkt.   — 

Nehmen  wir  an,  dass  sich  d'  und  c"  in  die  Gerade  i>''-', 
d'  und  e'  in  die  Gerade  I)-^  vereinigen,  so  ergiebt  sich,  dass 
je  ;-/  r.,',  ;•/'  r^",  Q^'  Q-^',  Q]"  Qo"  in  die  binären  durch  den  Kno- 
tenpunkt K=  [D^-,  i>2')  gehenden  Geraden  rj./  7\.{  q^^  q^o'  zu- 
sammenfallen, während  die  8  Geraden  (r,  p)  mit  den  Indices  3 
und  4  unär  sind. 

113.  Nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  ist  das  Geraden- 
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paar  (I>^\  I)-'']  oder  (/>'-,//'•)  auf  unserer  Uebcrgangsflache  von 
den  FJäclien  einer  Gattung,  auf  der  die  Geradenpaare  d'  d" ,  c\  e" 
conjiigirt  imaginär  sind,  zu  Fläclien  einer  andern  Gattung,  auf 
der  sie  entweder  beide  reell  oder  beide  piniktirt  sind,  wäbrend 
die  3  andern  an  A  bangenden  Paare  übereinstimmen,  entweder 
reell  oder  punktirt.  Wir  nelimen  nun  auf  den  Fläclien  der 
crstercn  Gattung  jederzeit  d',  e'  einerseits,  d"  c"  anderer- 
seits (wie  in  Nr.  94)  conjugirt  imaginär  an.  Daraus  folgt, 
dass  (Z>",  D"^'-)  reell  ist  nnd  die  Grenzfläcbe  zu  den  Fläclien 
einer  Gattung  fülirl ,  auf  der  d'  d" ,  e'  e"  reell  sind,  bingegen 
(7)'-,  D-')  punktirt  ist  nnd  die  Grenznäcbe  den  Uebergang  zu 
den  Fläclien  einer  Gattung  vermittelt,  bei  der  d'-d",  e'  c"  punk- 
tirt sind.  Die  binären  Geraden  (?%  q)  tragen  im  ersteren  Falle 
den  Doppelindex  34,  im  letzteren  12,  bingegen  die  unären  im 
ersteren  den  einfacben  Index  1  oder  2,  im  letzteren  3  oder  4. 
In  beiden  Fällen  ist  der  Knotenpunkt  K  =■  [B^^ ,  B"^"^)  oder 
(7) '■-',  i>"-')  reell,  also  sänniillicbe  binären  Geraden,  da  sie  durcb 
ibii  geben,   können  nur  reell  oder  punktirt  sein. 

Da  auf  den  beiden  allgemeinen  Fläclien,  deren  Uebergangs- 
fläche  wir  bclracbten,  d'  d",  c'  e"  conjugirt  imaginär  oder  beide 
reell  oder  beide  punktirt,  so  ist  auf  ilinen,  so  wie  aucli  auf  der 
lleliergangsfläclie  von  den  ,'>  übrigen  Geradenpaaren  a'  a",  b'  h" , 
c'  c"  eins  reell,  an",  die  beiden  andern,  h' b",  c'  c" , 
sind  entweder  aucli  beide  reell,  oder  beide  punktirt, 
oder  conjugirt  imaginär  nnd  dann  n  e b m  e n  w  i r  b'  c' 
conjugirt  an  und  b"  r".  Wir  erbalten  also  6  Arten  der  Ueber- 
gangslläcbe,  einer  cubischen  Fläclie  mit  einem  reellen  Knoten- 
punkte, da  das  vierte  Geradenpaar,  in  das  zwei  sieb  vereinigt 
liaben,  reell  oder  punktirt  sein  muss. 

Ueber  die  Natur  der  unären  Geraden  {r,  q)  dieser  Fläcbo 
können  wir  leicbt  mit  Hilfe  der  Sätze  in  Nr.  92  und  93  einige 
allgemeine  Bemerkungen  aufstellen,  denn  für  diese,  da  sie  nicbt  durcb 
den  Knotenpunkt  der  Fläcbe  gehen,  gelten  offenbar  alle  die  Sätze 
aufli,  welclie  für  die  Geraden  einer  allgemeinen  Fläcbe  aus  der 
Unzulässlicbkeit  eines  Knotenpunktes  abgeleitet  werden.  Z.  D. : 
Befinden  sich  unter  den  4  Geradenpaaren  der  Gera- 
den a,  b,  c,  I)  mehr  als  ein  reelles,  so  können  unter 
d  e  n  n  n  ä  r  e  n  G  e  r  a  d  e  n  (/■,  q)  keine  p  u  n  k  t  i  r  t  e  n  v  o  r  k  o  m  - 
men.     Befinden    sich    unter   diesen    4    Geradenpaaren 

Slinm,  riücliPn  3.  Onliiung.  23 
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jiiinktirtc  (wenn  aucli  hlos  eins,  was  liier  wegen  des  durcli  die 
i)inären  Geraden  i>  gebildeten  Paars  möglich  ist),  so  kann  keine 
der  unären  Geraden  {r,  q)  reell  sein.  Imaginäre  Geraden- 
paare können  nnter'den  4  nm-  dui'cli  Gerade  a,  b,  r,  also  fliwcli  nnäre 
Geraden  gebildet  werden.  Jedes  Geradenpaar,  dessen  Kbcne  durch 
eine  dieser  6  Geraden  geht,  besteht  entweder  aus  zwei  unären  oder 
aus  zwei  binären  Geraden.  Kommen  also  unter  den  4  Ge- 
radenpaaren  imaginäre  Gera  den  paare  vor,  die  er.sicht- 
licli  conjügirt  sein  müssen,  so  ist  die  Hälfte  der  unären 
Geraden  (r,  q)  imaginär,  die  andere  ist  reell,  «  e  n  n  das 
Paar  der  Geraden  JJ  reell  ist,  weil  dann  2  reelle  (ieraden- 
paare  vorhanden  sind,  welche  keine  punktirten  unären  Geraden 
(r,  q)  zulassen,  hingegen  punktirt,  wenn  dieses  Paai" 
punktirt  ist,  weil  schon  ein  punktirtcs  unter  den  4  Paaren  die 
Existenz  reeller  unter  den  unären  Geraden  (/■,  q)  unmöglich 
macht.  In  dem  e r s t e r e n  Falle  sind  reell  die  unären 
Geraden  {r,  q),  welche  //'  und  c'  oder  //'  und  c".  also 
conjugirte  Geraden  treffen,  die  andern  imaginär,  im 
andern  Falle  aber  gerade  jene  imaginär,  die  andern 
punktirt.  Denn  oü'enbar  ist  auch  hier  der  Satz  richtig:  Zwei 
conjugirte  imaginär  en  Geraden  werden  nicht  zugleich 
von  einer  punktirten  getroffen,  gleichviel  ob  die  letztere 
eine  unäre  oder  eine  binäre  Gerade  ist.  Die  conjugirten  unter 
den  imaginären  unären  Geraden  (r,  q)  befinden  sich  wieder  je  auf 
einem  der  reellen  Hyperboloide,  die  durch  die  Tripel  der  6  Ge- 
raden a,  b,  c  sich  ergeben,  oder,  wenn  i)''  ß'-  reell  sind,  auf 
einem  durch  eine  dieser  6  Geraden  gelegten  und  die  cubische 
Fläche  längs  einer  der  beiden  Geraden  D  berührenden,  offen- 
bar auch  reellen  Hyperboloide. 

Befinden  sich  unter  den  unären  Geraden  (r,  q)  imaginäre, 
so  müssen  sie  auch  ihre  conjugirten  unter  denselben  haben,  denn 
die  binären  Geraden  sind  nicht  imaginär;  zwei  solche  conjugirten 
erzeugen  mit  der  reellen  Geraden  A  ein  reelles  einflächige  Hy- 
perboloid, das  die  cubische  Fläche  noch  in  3  windschiefen  Geraden 
schneidet,  die  zu  den  Geraden  «,  b,  c,  Z»  gehören  und  von  denen  auch 
zwei  in  eine  der  beiden  Geraden  D  zusammenfallen  können;  von 
diesen  Geraden  kann,  da  sie  auf  einem  reellen  Hyperboloide  liegen, 
keine  punktirt  sein;  also  können  nicht  3  der  4  durch  die  Gera- 
den o,  6,  <•,  i>  gebildeten  Paare  punktirt  sein.    Mithin,  wenn  unter 
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den  4  Geradenpaaien  der  Geraden  o,  b,  c,  D  mehr  als 
2piinklirte  sich  he  finden,  so  können  unter  den  unä- 
ren  Geraden  [r,  q)  keine  imaginären  vorkommen.  Sind 
alle  4  Geradenpaarc  reell,  so  sind  auch  alle  Geraden 
[r,  q),  unäre  wie  binäre,  reell,  denn  jede  ist  nehen  der 
reellen  Geraden  A  die  zweite  Schneidende  von  4  reellen  wind- 
schiefen Geraden. 

Ebenso  lassen  sich  leicht  einige  allgemeine  Bemerkungen 
über  die  binären  Geraden  [r,  q)  aufstellen.  Diese  sind,  wie 
w'w  oben  fanden,  entweder  reell  oder  punktirt.  Da  im  letzteren 
Falle  der  reelle  Punkt  der  Knotenpunkt  ist,  so  kann  er  sich 
nicht  auf  einer  der  imären  Geraden  befinden.  Wenn  unter 
den  3  Geradenpaaren  der  unären  Geraden  a,  b,  c  auch 
nur  eins  punktirt  ist  (dies  zieht  aber  unmittelbar  ein  zwei- 
tes punktirtes  nach  sich),  kann  keine  der  binären  Geraden 
(r,  9)  reell  sein,  denn  eine  solche  würde  den  Mittelpunkt  des 
Geradenpaars  zum  Knotenpunkte  machen.  Sind  alle  3  Geraden- 
paarc reell,  so  k a n n  k e i n e  b i n ä r c  G e r a d e  (r,  9)  p u n k t i r t 
sein,  denn  sie  liegt  stets  auf  einem  durch  3  windschiefe  der  ß  Gera- 
den a,  b,  c  bestimmten  reellen  Hyperboloide.  Sind  endlich  ^'  ö", 
c'  c"  conjugirt  imaginär,  dabei  b'  c' ,  b"  c"  conjugirt, 
so  sind  die  binären  Geraden  [r,  q)  reell,  welche  ft' und 
<■'  oder  h"  und  c"  treffen,  die  andern  punktirt. 

Jetzt  können  die  6  Uebergangsflächen  näher  beschrieben  wer- 
den; wir  stellen  jedesmal  die  beiden  allgemeinen  Flächen,  zwischen 
denen  sie  den  Uebergang  bilden ,  voraus  und  vor  alle  die  Be- 
schreibung der  unären  Geraden,  die  auf  den  beiden  allgemeiner 
Flächen  und  der  Uebergangsfläche  stets  dieselbe  Natur  habe»^ 
A,  a'  a"  überall  reell. 

1)  b'  b",  c'  c"  reell,  (r,  q),  j,  .^  d.  i.  die  8  Gerade-^''  ^' 
den  Indices  1  oder  2  reell. 

Gattung  1:    d'  d",  e' e"  reell,  (r,  c)  3,4  r'' ''     ,     ,      ,     , 

Gattung  IV:  d'  e',  J"  c"  imaginär*),  e'^''^"'  ""'^  ''*'  ^^  ^'' 

Uebergang:  B^\  B^'  reell,  ebe-^'  '^34 »  934 >  /'34  '  P34  • 
o^l'J     '    "        u       '      '       'o'    r''r:',  q{  Q^    UTiaginar. 
z)  b  b  ,  c    c    reell,  r.,    r^,  q^^'     ^     4  '  ^ö   s^ 


.,  „   .    ,  ....  ^        en   stellen   wir    stets  die    conjugirten 

•■)  Bei   den  imaginären   Ger;'  .  .  „,i  „   p„v,i,tP 

.    .  .  w  .      die  mit   gemeinsamem  reellen    Funkte, 

zusammen,    bei  den   punktirtp- 

also  auch  conjugirten.  00* 
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Gatlimg  II:    d'  f1'\  r'  r"  punklirt,  r{  i-.,^  ?i' ?■>'-  ''i     ''2"' 
o,"  9., '  imaginär. 

Gattung  IV:  d'  e',  d"  r"  imaginär,   [r,  q)^,o  reell. 
Üehergang:    i>'-,  />'•'  punktirt,    r,.,',  9,./,  r,/',  p,./'    reell. 

3)  />'  //',    c'  c"    punklirt,    r,'  9./,    r.,'  o,',    ?•,"  o.,",    ;•.,"  p," 
imaginär. 

Gattung   II:    ''/'  d" ,    e'  r"   reell,    r.,'  9,',  r^'  9./,    r./'  9/', 
/■,"  0.1"  imaginär. 

Galtung  V:  d'  e\  d"  e"  imaginär,  [r,  p)-,.^  punklirl. 
üehergang:  i>^',  I)-  reell,  r.,,',  ^..Z,  r^,",  9.,,"  piniklirl. 

4)  i'6',  c' c"  punktirt,  (;%().,,  punktirt. 
Gattung  III:  d'  d" ,  er"  jumklirt,  [r,  q)^,.,  punklirt. 
Gattung   V:   d'  r' ,   d'  r"  imaginär,    ebenso   ?-,'  9.,',  r.,'  9,'. 

/•,"  0./',   r.^"  9,". 

üehergang:  i>*-,  7>-'  punklirt,  /•,,',  9,.,',  r,.,",  p,./'  punklirt. 

5)  /v'  '•'j  />"  ^"  imaginär,  r/  9,',  ;•.,'  o.,'  reell,  r,"  o.,",  ^o"  o," 
imaginär. 

Gattung  IV:    d'  d" ,   p'  v"  reell,   r.,'  9^',  ;•,'  9.5'   imaginär, 

':("  ?:/'.  ^4"  94"  reell. 

Gattung  VI:  d'  e',  d"  r"  imaginär,  r/  q.^,  r/  p,'  punklirl, 
r^'  r^\  pg"  9^"  imaginär. 

üehergang:   i>'^  i>--   i'eell,    /■.,4',  93/   punklirl,    ?-.,/',  9..," 

(5)  b'  c',   h"  c"   imaginär,   ?-.}'  9/,   ?-^'  0^'  punktirt,   r.,"  r^", 
9^"  imaginär. 

Galtuno  V:  d'  d" ,  c'  e"  iiunklirl,  r.'  7-.,',  0,'  0.,'  imaginär, 

9i",  r.j"  9.,"  punktirt. 

„Gattung   VI:    d'  e' ,    d"  e"   imaginär,    i\    9,',   r.l  q.'  reell, 

-   7*2    9i     nnaginar. 

*'gang:    i>^^,  7>-'  punktirt,    r,,',  9,.,'   reell,    r,o",  9,.," 
pnnktu-t.     "      ^  '  '      12'  sij  '      12  '  .1.' 

r,  '-^hergang    iindet    auf   zwei    Weisen    stall:     Ein 

Paar   conjugirtt.    .         .    -  /     •     1      u-    r      \  /-         1 

,  ...         imaginären  (winuscniefen)  Geraden 

fler   einen    allgeme^        ^    »►  «■   n  r  j        n 

„,..    ,       .        .    ®         ^e  n  Gattung  falle  naufderGrenz- 
llache  in   eine  reellt^         1         i-       1        1     1  n 

,,  ,  ^T  er  ade,    die   durch   den  reellen 

Knotenpunkt    der    Gren^,-    i  1,  , 

.    ,  lache    geht,    zusammen    und 

trennen   sich   auf  der   ande      n    ..  i  •  n 

.     ,      ,  .    „      „  ^'iiiic.q  Galtung   als   zwei  reelle 

windschiefe   Geradon,    oder   e.     u  •    1  , 

,  ,  ',    uuei    i »,   Paar   nicht  conjug ir- 

ter.    aber    zweien    roniusirfen    k        1 

11 ,1 11  f,  1 1  1 1  II    T^«  r a  d  e  n  p  a  a  r  e  n    a  n  g  e  - 


r<>ei 


V:!     i;'4 
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li  Uli  gor  iiiiaginJiieii  (loiailoii  der  eiuoii  (lall  im  y  vor- 
f  in  ig  eil  sicli  auf  der  (i  re  iizf  lache  zu  einer  pu  11  U  t  i  r  l(;n 
(leradon,  welclie  den  reellen  Pnnkl  im  Knolen|)unkl 
der  Grenzfläche  hat,  und  gehen  auf  der  andern  Gal- 
Iniig  als  \vindsclii(!fe  Geraden  wieder  auseinander, 
jedoch  die  Eigenschaft,  einen  reellen  Punkt  zu  be- 
sitzen, die  sie  auf  der  Grenze  erhalten  haben,  bei- 
behaltend. 

114.  Wir  wollen  im  Folgenden  nun  die  üebergangs- 
fläclie  zwischen  zwei  allgemeinen  Flächen  3.  Ord- 
nung betrachten,  auf  denen  beiden  u'  a"  reell  ist, 
während  auf  der  einen  b'  b",  c'  <•"  coiijugirt  ima- 
ginär, auf  der  andern  reell  oder  puiiktirt  sind  und 
ebenso  auf  der  einen  d'  d",  c'  c"  conjugirt  imaginär, 
auf  der  andern  reell  oder  punktirt  sind.  Auf  der 
Grenzfläche  fallen  dann  die  Geradenpaare  b'  b",  c'  c" 
zusammen  und  zwar  in  ein  Geradenpaar  i^",  i?-"-,  wenn 
b'  und  r'  einerseits  und  //'  und  c"  andererseits  sich 
vereinigen,  und  in  ein  Geradenpaar  jB'^,  i9*',  wenn  ö' c" 
zusammenfallen  und  b"  c',  und  auch  d'  d'\  c'  e"  ver- 
einigen sich  in  i>",  Z>'*'-  oder  in  Z>'-,  />'-',  \Aie  dies  in  der 
vorigen  lietraclitung  auseinandergesetzt.  Auch  hier  nehmen  wir 
bei  der  Fläche,  auf  der  //'  //",  c'  c"  conjugirt  imaginär  sind, 
stets  i' c' und  6"  f"  als  conjugirt  an,  so  dass  die  beiden 
Geradenpaare  B^\  B"^-  und  i)^',  i)22  jederzeit  reell,  5'-,  i.'-' 
und  2)1-,  i)^'  jtunktirt  sind. 

Welche  Goincidenzen  durch  die  Vereinigung  der  Geradon- 
paare  d'  d",  c'  c"  in  D^\  JD-  oder  in  i>''-,  i>-'  veranlasst  weiden, 
ergiebt  die  vorige  Betrachtung.  Die  Vereinigung  von  b' c',  b"  c" 
zu  7>",  B'-  bewirkt  das  Zusammenfallen  von  ;-;/  9^',  r/  q..',  r{'  q.!', 
/•./' (j,'  in  V;,/,  Vj;j',  Vio",  r2i",  hingegen  die  Vereinigung  vom  // r", 
b"  c'  zu  5'-',  B'^  lässt  die  Dupel  r/ (^2''  ''■/ ?/>  '"i/' i^i")  '"i'  C:; ' 
in  die  Geraden  r,.,',  r.,/,  v.,",  v,/'  zusammenfallen.  Wir  lassen 
nun  zwei  Goincidenzen  zugleich  eintreten,  und  zwar: 

a)  b'  c',  b"  e",  d'  d" ,  e'  e"  vereinigen  sich  in  B^^,  B^'-, 
i>'S  i>-';  dann  vereinigen  sich  r,"  {>.,",  a,"  ()i",  ro"/-/',  ^«Z'^^" 
in  die  binären  Geraden  rj./'>  v.,,",  /^g/',  P34",  hingegen  von 
den  4  (ieraden  /■..'  r^  q.^  q(  sollen  sich  sowohl  /■/  r^,  q.'  q(  zu 
'■:;i'  Q:\\'    '■^^^   ''^i^''    '■:;'  Q\i    ''i    Q:'   ^^^   ^'ii'  ^ v'  vereinigen,    d.  b. 
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(He  4  r. eraden  r./  r^  q,.'  o,',  die  zwei  derselben  Geraden  a' 
anhängende  Geradenpaare  bilden,  vereinigen  sich  zu  einer 
einzigen  Geraden  9^3,',  die  wir  eine  „quaternär e"  Ge- 
rade nennen  wollen;  unäre  Geraden  der  Grenzfläche 
werden  ausser  A,  «',  «"  noch  ?•/  r^'  p/  q.^\ 

ß)  b'  c',  b"  c",  d'  e",  d"  c'  fallen  zusammen  in  7?",  B", 
2>'2,  Z»-*;  es  vereinigen  sich  r^  r.l,  p,' Po»  ^3' 94'  ^\  9%  '" 
die  binären  Geraden  r^',  p,./,  r.(,',  r.,/;  die  beiden  an  n" 
hängenden  Geradenpaare  r,"  ^,",  r.,"  9.,"  ergeben  die 
eine   quaternäre   Gerade   9^12";    unär  sind   r!'  r^'  q^'  q[' . 

y)  b'  c",  b"  c',  d'  c' ,  d"  e"  vereinigen  sich  zu  5'^  5^', 
i)",  Z>^^;  dann  coincidiren  //  q.^,  r.^  q^',  r./  r^',  y./  (»/in  die 
Geraden  r^j.  t^/,  /':.4,  (»;t4  ,  die  beiden  an  u"  hängenden 
G e r a d e n p a a r e  r."  q./,  r^"  q^"  fallen  in  die  Gerade  9^54" 
zusammen;  unär  sind  >\"  r.^'  q^'  q.^'. 

ö)  b'  c",  b"  c',  d'  e",  d"  r'  coincidiren  in  die  binären 
Geraden  2?'-,  B'-^,  7>'-.  Z)^^ ;  es  vereinigen  sich  dann  r^"  r.^', 

Q\"  Q-i'  ^z  Q\''  ''\'  Q-.i'  ^"  '12"'  Qn''  ^M'  ^'i:i"'  ^'^  beiden  an 
a'  hängenden  Geradenpaare  r^'  p/,  r./  q^  ergeben  die 
(|uaternäre    Gerade   9^12';    unär    sind    ^3'  r^'  o.,'  q^'. 

Auf  der  Grenzfläche  giebt  es  eine  quaternäre 
Gerade,  4  +  4=8  binäre  und  3 +4  =  7  unäre  Geraden. 

Wir  haben  jetzt  zu  untersuchen,  wie  sich  diese  16  Geraden 
auf  unserer  Fläche  gegen  einander  arrangiren ,  und  wollen  dies 
blos  für  die  unter  «)  beschriebene  Fläche  thun.  Eine  Gerade  x 
unserer  Fläche  trifft  eine  zweite  y,  wenn  x  selbst  (als  unäre  Ge- 
rade) oder  eine  der  in  ihr  vereinigten  Geraden  der  allgemeinen 
Fläche  (sobald  sie  binär  oder  quaternär  ist)  die  Gerade  y  auf  der 
allgemeinen  Fläche  (wenn  diese  unär  ist)  oder  eine  der  in  y  ver- 
einigten Geraden  derselben  (falls  y  binär  oder  quaternär  ist)  trillt. 

Die  6  Geraden  «',  a",  B^\  B^-'\  D^\  i>22  bilden  8  Tripel; 
Avir  werden  unter  diese  in  der  folgenden  Tabelle  jedesmal  die 
beiden  Geraden  setzen,  welche  mit  Ä  das  im  Doppeldrei  zuge- 
ordnete Tripel  bilden. 


a 

a 

a 

a 

a 

a 

a 

u 

5" 

511 

B2-> 

ß-n 

^11 

5" 

B" 

ß22 

D'' 

D" 

D» 

jyn 

Z>'^ 

jjTl 

B'' 

jyn 

^1.9l34    ^2.9134   92'3^34    9i>3fv34    12]    ,^34     T,,   1^34    Toj    ,(»34    Tjj   .(»34  • 
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fl;«raiis  ersieht  man,  Hass  %,^'  alle  4  Geraden  B^\  B"^-, 
i>",  i>^2  triirt,  also,  da  sie  in  keiner  der  beiden  Ebenen  [B^\  B"^-)- 
nnd  {[A\  I)^]  die  dritte  Gerade  isl,  durcji  Kß=  (^",  B'^""-)  und 
A'/)  =  {D^\  B-)  geht,  so  dass  diese  beiden  Punkte  A'^und 
A/)  K n o t e n p n n k t (3  der  Fläche  sind  nnd  die  (| u a t e r n ä  r e 
Gerade  9t,/ sie  voi-bindet;  ebenso  zeigt  die  Tafel,  dass  die 
beiden  binären  Geraden  r|,"  nnd  r.,,"  durch  A'y?  nnd 
die  Gerade  n  r.^/',  Qr^^"  durch  K/,  g  e  h  e  n .  D enniach  gehen 
d  n  r  c  h  jeden  der  beiden  K  n  o  t  e  n  jj  u  n  k  t  e  zwei  binäre 
nnd  die  quaternäre  Gerade. 

Eine  der  7  unärcn  Geraden,  «',  zeichnet  sich  vor 
den  übrigen  aus;  sie  trifft  die  quaternäre  Gerade  und 
erzeugt  mit  ihr  eine  Ebene,  welche  die  Fläche  längs 
%^  berührt.  Ausser  dieser  Ebene  mit  einem  Gerailenpaare, 
dessen  Gerade  zusammengefallen  sind,  gehen  duich  a'  noch  3 
Ebenen  von  Geradenpaaren,  alle  durch  unäre  Geraden  gebildet: 
n"  A,  r^'  Q^\  r.{  Q^-  Diese  ausgezeichnete  unäre  Gerade 
(rifft  alle  6  andern  unärcMi  Geraden.  Hingegen  durch 
jede  andere  unäre  G.ei'a(]e  gehen  die  Ebenen  dreier 
Geradenpa are,  je  eins  aus  unären,  die  beiden  andern 
aus  binären  Geraden  mit  einem  Knotenpunkte  als  Mit- 
telpunkt gebildet,  von  denen  die  letzteren  je  zwei  Geraden- 
paare der  allgemeinen  Fläche  vereinigen.  Jede  binäre  Ge- 
rade wird  von  4  Gerad  enpa  aren  getroffen,  deren  drei 
aus  einer  unären  und  einer  binären  Geraden  beste- 
hen, eins  hingegen  aus  einer  binären  und  der  quater- 
näre n ,  welche  sich  in  de  m  a  n  d  e  i'  n  K  n  o  t  e  n  p  unkt  e 
schneiden,  als  d  u  i-  c  h  d  e  n  j  e  n  e  b  i  n  ä  r  e  G  e  i-  a  d  e  g  e  h  t.  D  i  e 
f|uaternäre  Gerade  endlich  liegt  auf  den  Ebenen  von 
5  G e r a d e n p a a r e n ,  in  deren  einem  die  eine  Gerade 
mit  der  quaternären  auch  zusammenfällt,  die  andere 
unär  ist,  während  die  übrigen  durch  l)inäre  Geraden 
gebildet  wer  d  e  n . 

115.  Da  auf  imseren  Uebergangsflächen  die  Geradenpaare 
{B,  B)  und  [B,  B)  stets  reell  oder  punktirt  sind,  so  sind  die 
beiden  Knotenpunkte  AT/?  und  A^^/y  stets  reell,  also  auch 
die  quaternäre  Gerade,  die  binären  entweder  reell  oder 
punktirl. 

Weil   in   jeder  durch    eine  binäre  Gerade    imd    den  Knoten- 
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jiuiikl,  (liircli  (Ich  sie  iiiclil  ychl. ,  yclcyLcii  Ehcnc  <li(;  (|iiaU'rri;ue 
(leradc  liegt,  so  folgt,  dass,  wenn  [B,  B)  lecli  resp.  putik- 
tirt  ist,  die  durch  K/j  geh  enden  binären  Gera  den  (r,  q) 
reell  resp.  piinktirt  sind.  Dasselbe  gilt  \\\\'  das  («e- 
radenpaar  (Z),  Z>)nn(l  die  bin  ären  C  erad  en  {r,Q),  welche 
d  II  r  eil  Kß  gehen. 

Dass  das  Dreieck  yi  a'  a"  stets  reell  ist,  leuchtet  ein.  Sind 
die  ;-3  Geradenpaare  [(i',<i"),  B,  B),  [1)^1)),  deren  Kbc- 
neii  durch  J  geiien,  alle  reell,  so  bilden  die  4  Geraden 
//,  ]>  und  die  Geradi;  «,  welche  von  der  (luaternäreii  und  allen 
iinären  Geraden  getiolfeii  wird,  4  Tripel,  welche  4  leelle  Hyper- 
boloide veranlassen,  deren  jedes  die  cubische  Flache  in  Ä,  «ler 
(pialernären  Geraden  und  einer  der  4  unaren  Geraden  (/•,  q\ 
durchschneiden,  woiaiis  lolgl,  dass  alle  4  unaren  Gera- 
den {r,  q)  reell  sind.  Sonst  gelten  noch  folgende  Gesetze: 
Unter  den  nnären  Geraden  {r,  q)  befinden  sieh  keine 
reellen,  wenn  unter  den  3  Geradenpaaren,  deren 
Ebenen  durch  A  gehen,  punktirte  vorkonnnen,  keine 
punktirton,  wenn  unter  ihnen  mehr  als  ein  reelles 
(i  e  laden  paar ,  keine  imaginären,  wenn  unter  den  3 
G  e  ra(leii|)aai'en  in  ein-  als  ein  piiiiktirles  aufli'itt.  Inia- 
giiiiu'e  unaren  Geraden  [r ,  q)  konnnen  demnach  nur  dann  vor, 
wenn  eins  der  beiden  Geradenpaaie  (Z>,  B)  und  Ü,  D)  reell,  das 
andere  punktirt  ist,  und  dann  sind  sie  alle  imaginär.  Je  zwei 
rnnjiigirle  liegen  auf  demselben  der  beiden  reellen  nyi)erb(doide, 
welche  durch  die  von  all(;n  unaren  Gei'aden  gelroflene  Gerade  a 
gelegt  sind  und  die  cubische  Kläche  längs  der  eiiUMi  oder  der 
andern  Geraden  des  reellen  der  Geradenpaare  [B,  B)  und  [D,  D) 
berühren.  ' 

Unsere   cubische   Fläche   mit   2   reellen  Knotenpunkten    ver- 
mittelt viermal  den  Uebergang  von  einer  Gattung  zu  einer  andein. 
A,  a' ,  a"  überall  reell. 

1)  /^i'  ('i',  r.^  Q.,'  reell. 

Gattung  I:  audi  alle  andern  Geraden  reell. 

Gattung  VI:    b'  c',    b"  c",    d'  c',  d"  e",    r,"  q.^',    /•.,"  p,", 
/•.j"  /•,",  P3"  Q^'  imaginär;  r.^  q.,',  /•,'  pj'   punktirt. 

Uebergang:    i?"  B'^-,   i>"  i>-'2,  x^.;',  v.,/',  r./',  q..;'  reell; 
ebenso  Ji:;i'. 
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2)  r.,"  ;•,",  4)3"  Q^"  imaginär. 

GatUiiig  II:  h'  b" ,  c'  c"  reell,  d'  <l",  e'  c"  punktirl, 
''\   r.^,  (),'  p./,  /':;'  /•/,  Q;l  ?4  ;  ''i"  /••/',  p,"  Po"  imaginär. 

Gattung  VI:  b'  c' ,  b"  c" ,  d'  c' ,  d"  e"  imaginär,  >\  Q\, 
/•.,' 9./  i'eell,  r,'  Q..',  /^  p/  punktirt;  r^"  p.,",  Q^"  r.,"  imaginär. 

L'ebergang:  B^^  B-  reell,  B^- B-^  punktirt,  >\.^  Qi.,'  reell 
(gehen  durch  Zf/)),  r;{,' r,,'  punktirt  (gehen  durch /iTy?);  gj,.,"  reell. 

3)  r,"  Po",  ^2 '  9i'    imaginär. 

(iaitung  IV:  b'  c',  b"  c"  imaginär,  d'  d",  c'  e"  reell,  r{  p,', 
/•.,'  Po    reell,  r.^  p,',  r^'  p..'  imaginär;  /•."  p./',  /•(''  p^"  reell. 

Gattung  V:  //  b",  c'  c"  punktirt,  d'  e' ,  d"  c"  imaginär, 
ehenso  r(  p.,',  /-.,'  p,',  aber  r./  P3',  /-/  P./  punktirt;  ebenso. r.,"  p.,", 
/•|"  p/'  punktirt. 

Uebergang:  ^»^  ^21  punktirt,  B^^  B"  reell,  r,,'  v.,,'  reell 
(gehen  durch /if^),  ^3/ p..^'  punktirt  (gehen  durch /i'/^) ;  3{.,,"  reell. 

4)  r.{'  p./,   r/  pj'  puidilirt. 

Gattung  III:  alle  andern  Geraden  punktirt. 

Gattung  VI:  unter  1)  und  2)  beschiieben. 

Uebergang:  5'^  ^^i,  i)i2  ^-.'i  punktirt,  ebenso  ry['  p,.," 
(gehen  durch  Ko),  r,/',  r4:("  (gehen  durch  Kii)\  Stj/  reell. 

Man  erkennt  leicht,  dass  die  unter  2)  und  3)  geschilderten 
Uebergangsllächen  gleichartig  sind ;  man  könnte  auch  durch  die 
Fläche  2)  übergehen  von  Gattung  IV,  bei  der  b'  b",  c'  c"  reell, 
d'  c',  d"  c"  conjugirt  imaginär,  zu  Gattung  V,  bei  der  b'  c\  b"  c" 
conjugirt  imaginär,  d'  d",  c'  c"  punktirt  sind,  und  durch  Fläche 
3)  von  Gattung  II,  bei  welcher  b'  b",  c/  c"  punktirt,  d'  d" ,  c'  e" 
reell  sind,  zu  Gattung  VI, 

Die  Alt  und  Weise  des  Uebcrgangs  für  diejenigen  Geraden, 
die  auf  der  Grenzfläche  in  eine  binäre  Gerade  zusammenfallen, 
ist  ganz  dieselbe  wie  früher  (Ende  von  Nr.  113);  neu  tritt  hier 
auf,  dass  4  Gerade,  die  auf  der  einen  Gattung  zwei 
1- e e  1 1  e  G e r a d e n p a a r e  bilden,  d e r e n  E b (! n e n  durch  die- 
selbe Gerade  gehen,  auf  der  Grenzfläche  in  eine  ein- 
zige reelle  Gerade  zusammenfallen,  längs  deren  die 
cubische  Fläche  von  der  Ebene  berührt  wird,  welche 
durch  diese  Gerade  und  die  auf  der  Grenzfläche  unär 
auftretende  Schnittgerade  der  Ebenen  der  Geraden- 
paare bestimmt  ist  —  in  welche  also  diese  Ebenen  auf  der 
Grenzfläche   sich    vereinigt   haben   — ,   dann    auf  der    andern 
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Gattung  sich  \v  i  e  d  e  i-  trennen  u  n  d  zwei  derselbe  n 
(reellen)  Geraden  begegnende  punktirten  Geraden- 
paare  bilden,  oder  dass  4  Gerade,  die  auf  der  einen 
Gattung  zwei  d  e  r  s  c  II)  e  n  (reellen)  Geraden  begeg- 
nende conjugirten  imaginären  Geradenpaare  bilden, 
sicli  auf  der  Grenzfläche  zu  einer  reellen  Geraden 
vereinigen,  längs  deren  auch  eine  reelle  Ebene  be- 
rührt, in  welche  die  Ebenen  der  Geradenpaare  zu- 
sammengefallen sind,  auf  der  andern  Gattung  sich 
\\  i  e  d  e  r  als  die  G  e  i"  a  d  e  n  zweier  conjugirten  i  in  a  g  i  n  ä  i-  e  n 
Ger adenpaare  aus  einander  begeben,  aber  nun  die 
conjugirten  Geraden  andere  sind.  Das  letztere  findet  bei 
dem  unter  2)  geschilderten  Uebergange  statt. 

116.  Indem  man  von  4  imaginären  Geradenpaaren,  deren 
Ebenen  alle  durch  dieselbe  reelle  Gerade  A  gehen  (was  nur  bei 
fler  Galtung  VI  =  II  vorkommt),  zweimal  zwei  conjugirle  zusam- 
ineufallen  lässt,  erhält  man  eine  cubische  Fläche  mit  zwei  reel- 
len Knotenpunkten.  Diese  Knotenpunkte  werden  imagi- 
när, wenn  man  zwei  nicht  conjugirte  Geradenpaare 
sich  vereinigen  lässt.  Da  die  Verbindungsgerade  ihrer  3Iit- 
telpunkte  imaginär  ist  und  als  imaginäre  Gerade  die  reellen 
Flächen  S^  H^,  Ho  '^^i'  ^'^  einem  imaginären  Punkte  beriihren 
kann,  so  können  ZMei  nicht  conjugirte  imaginären  Ge- 
radcnpaare  sich  nur  in  ein  imaginäres  vereinigen.  Es 
leuchtet  dann  aber  ein,  dass  sich  auch  ihre  conjugirten 
Gera  den  paare  vereinigen  müssen. 

Wir  nehmen  nun,  um  die  oben  beschriebene  Fläche  «)  be- 
nutzen zu  können,  an,  dass  h'  d',  b"  d"  conjugirt  seien  und 
c'  e',  c"  c" .  Wir  lassen  nun  h'  c' ,  h"  c"  und  in  Folge 
dessen  d'  e' ,  d"  e"  in  B^^,  B-"^,  Iß\  B'^-  zusammenfallen; 
die  Geradenpaare  {B^^,  B"^-),  [D^^,  B")  sind  conjugir-t  ima- 
ginär, und  zwar  sind  5'' i>"  einerseits,  B-- B-  ande- 
rerseits conjugirt.  Die  reelle  Verbindungsgerade  der 
Mittelpunkte  ist  offenbar  die  quaternäre  Gerade  9{,,'. 
In  sie  sind  die  reellen  Geraden  ß  d  und  y  e  zusammengefallen. 
Die  4  binären  Geraden  i]2"  toj"  r.,/'  q^^"  können  nicht  reell  sein, 
da  sie  die  reelle  Gerade  M.,^  in  den  imaginären  Knotenpunkten 
J{ß  und  HCl)  treffen.  Die  drei  Geraden  «',  a",  A  sind  reell;  da 
B^^  B^^  und  ß-2i)22  conjugirt,  sind  die  Hyperboloide  [a"5'>Z)"] 
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tiiul  [a"  B-'^  Ö'']  reell;  sie  schneiden  die  cubische  Fläclie  nocli  in 
Äx.,{'  /•.,4"  resp,  A  v,./'  q.^(' .  Folglich  sind  die  4  binären 
Geraden  [r,  (j)  nicht  punklirt,  demnach  imaginär  nnd  zwar 
^'n"  ^:n"'  ^i>  P,u  conjugirt.  Ebenso  sind  die  Hyperboloide 
[(('  B^^  />"]  und  [rt'  B"  2>2-J  reell;  diese  durchschneiden  die  cu- 
bische Fläche  noch  in  A  Sla/ ^i'  und  A  'dl-^{  (>/.  Mithin  sind 
die  beiden  Geraden  r,'  (>/  reell.  Die  Hyperboloide  [a'  B^^ B"^-] 
und  [«'  B"  i>"]  hingegen  sind  imaginär,  denn  sonst  würden 
B^^  B"^"^  und  B"  B^^  conjugirt;  sie  durchschneiden  die  cubische 
Fläche  noch  in  A  3^34'  /••,'  und  A  di-^{  j?.,  •  I^eide  haben  drei 
reelle  Geraden  und  zwar  dieselben:  «';  A  'di-a'.  Auf  beiden 
niuss  noch  eine  vierte  zur  selben  Schaar  wie  a'  gehörige  reelle 
Gerade  liegen,  welche  die  cubische  Fläche  dort,  wo  sie  A  Oi,,'  )\', 
resp.  A  9?../  (>./  triflt.  schneidet;  da  sie  ihr  zweimal  reell  begeg- 
net, muss  sie  dies  auch  beim  dritten  Male  thun.  Also  haben  r./ 
und  Q2  einen  reellen  l'nnkt.  Da  die  beiden  Hyperboloide  nicht 
drei  zur  selben  Schaar  gehörige  reellen  Geraden  besitzen  können, 
können  diese  Geraden  nicht  reell  sein,  mithin  sind  ?-.,'  und  q.^' 
punktirt  und  haben  noth wendig  ihren  reellen  Punkt 
gemein.  Es  sind  also  hier  von  den  3  aus  unären  Geraden  ge- 
bildeten Paaren,  deren  Ebenen  durch  a'  gehen,  zwei  reell  und 
eins  puidxtirt.  Das  lässt  sich  auf  folgende  Weise  aufhellen. 
Wenn  wir  bei  der  Fläche  der  Gattung  VI  die  Dupel  b'  d',  b"  d", 
c'  c',  c"  c"  als  conjugirt  annehmen,  so  sind  die  Geraden  r{  q{, 
r.!  p.,'  reell,  r.^  q.,',  r,'  q^'  punktirt;  ferner  sind  r/'  93",  r"  p/', 
r/'  r^",  Q./'  Q^"  imaginär,  mithin  die  Paare  r,"  {>,",  r."  pg"  und 
r,"  ^2 ".  'V  9i"  «'onjugirt.  (M.  s.  Nr.  94.)  Also  von  den  5  Ge- 
radenpaaren, deren  Ebenen  durch  0'  gehen,  und  von  denen  3 
reell,  2  punktirt  sind,  haben  sich  in  die  reelle  quater- 
näre  Gerade  JRg/ ein  reelles,  r./ q./,  und  ein  punktirtes, 
^4  q{,  vereinigt;  es  bleiben  also  noch  2  reelle  und  1  punk- 
tirtes. In  die  4  imaginären  binären  Geraden  {r,  q)  sind 
je  zwei  nicht  conjugirten  Geradenpaaren  angehörige 
imaginären  Geraden  zusammengefallen. 

Von  den  cubischen  Flächen  also  mit  2  reellen  Knotenpunk- 
ten haben  wir  o  Arten,  von  denen  mit  zwei  imaginären  (dersel- 
ben reellen  Geraden  angehörigen)  Knotenpunkten  bis  jetzt  eine 
erhalten.  Diese  letztere  kann  auch  nicht  dazu  dienen,  den  üeber- 
gang  von  einer  Gattung  der  allgemeinen  Flächen  zu  einer  andern 
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/AI  Iteweikslelliyen.  Sie  fiilii-t  nur  von  Fläclieii  tl«.'r  Galtimg  \l 
wit'dci'  zu  solclieii. 

117.  Das  Resultat,  das  von  dfii  4  Geraden  zweier  (ieradeu- 
jiaitie,  deren  Ebenen  dui'cli  u'  (oder  a")  gehen,  gefunden  wor- 
den ist,  näudich,  dass  sie  in  der  einen  allgemeinen  Gattung  zwei 
reelle  Paare  bilden,  auf  der  rircnzfläcbe  in  eine  einzige  reelle 
Gerade  zusammenfallen,  auf  der  andern  Galtung  sich  nieder  in 
4  Geraden  getrennt  haben,  welche  jedoch  nun  zwei  punktirte 
Paare  bilden,  wenden  wir  an  auf  die  Geraden,  welche  der  Gc- 
v-iAi'u  A  begegnen,  und  werden  dadurch  ebenfalls  zu  einei'  cu- 
i)ischen  Fläche  mit  2  reellen  Knotenpunkten  gelangen,  welche 
gegen  die  der  vorigen  Betrachtung  gewendet  ist. 

Wir  nehmen  die  Uebergangsfläche  zwischen  zwei 
V 1  ä eben  a  1 1  g e m e i n e r  A r t  vor ,  auf  deren  einer  eins  de i' 
die  Gerade^  treffenden  Ger  adenpaare  reell  ist,  wäh- 
rend es  auf  der  andern  punktirt  ist.  Alle  Geradenpaare, 
welche  A  treuen,  sind  Scimittcurven  von  Ebenen  des  Büschels 
um  A  mit  ihren  entsprechenden  Flächen  im  erzeugenden  Büschel 
B[F-).  Zwischen  den  Flächen  2.  Ordnung  mit  reellen  Geraden, 
welche  durch  ihre  reellen  Tangenlenebenen  in  reellen  Gcraden- 
paaren,  und  denen  ohne  reelle  Geraden,  welche  in  punktirlen  Ge- 
radenpaaren durchschnitten  werden,  steht  der  Keg(>l  2.  Oidnnng, 
den  jede  reelle  Tangentenebene  in  zwei  zusammenfallenden  reel- 
len Geraden  schneidet.  Also  zwischen  zwei  allgemeinen 
Flächen  o.  Ordnung,  wie  den  oben  erwähnten,  slebl 
als  Uebergangsfläche  eine,  auf  der  die  beiden  Gera- 
den des  betreffenden  Geradenpaars  in  eine  einzige 
reelle  sich  vereinigt  haben,  mithin  ein  reeller  Kegel  A',,'- 
des  erzeugenden  Flächenbüschels  von  seiner  entsprechenden  Ebein; 
Jlo  berührt  wird.  Längs  der  Geraden  t^,  in  der  Kg^  und  .E^, 
einander  berühren,  tangirt  Eo  auch  die  cubische  Fläche.  Diese 
Gerade  /„  liegt  auf  allen  3  Flächen  S'-\  H^,  H.^,  deren  wir  uns 
zum  Nachweise  der  5  Punkte  k,  /3,  y,  d,  e  bedienten.  E„  ist  eine 
der  beiden  von  m,  einem  beliebigen  Punkte  auf  A,  an  J{o^  ge- 
legten Berührungsebenen,  mithin  geht  die  Polarebene  von  m  in 
Bezug  /iV*  durch  die  Berührungskantc  to  und  schneidet  in  ihi' 
uml  einer  andern  Geraden  die  Fläche  A'o'-,  so  dass  (o  auf  5'^ 
liegt,  der  Pampolare  des  Punktes  ?«  in  Bezug  auf  das  erzeugende 
Flächenbüschel.     Da  A  in  der  Ebene  E^  liegt,   welche  AV*  längs 
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t,j  berührt,  so  gehen  die  Polarebenen  aller  Pnnkte  von  A  in  Be- 
zug auf  K,r  tlurch  tg',  also  ist  /„  die  reciprokc  Polare  von  A  in 
Bezug  auf  AV*  und  liegt  dem  zu  Folge  auf  i?j ,  dem  Polarhyper- 
boloide der  Geraden  A  in  Bezug  auf  das  erzeugende  Biischel. 
Ferner,  wie  oben  gesagt,  die  Polarebene  jedes  Punktes  auf  A, 
also  auch  des  Punktes  m'  in  Bezug  auf  Ko'^  gebt  durch  /„  und 
durchschneidet  in  /„  die  dem  Kegel  K,r  entsprechende  Ebene  7?„ 
des  erzeugenden  Ebenenbüschels,  folglich  ist  /„  auch  eine  Gerade 
des  Hyperboloids  II.-,. 

Es  fragt  sich  nun  noch:  \vic  viele  ausserhalb  /„  liegende 
Punkte  sind  den  Flächen  S^  /f, ,  IL,,  auf  denen  allen  t^  liegt, 
noch  gemein'  //,  und  //.,  durchschneiden  einander  ausser  in  /« 
noch  in  einer  cubischen  Baumcurve  L'\  welche  to  in  zwei  Puidv- 
tcn  7i'  und  n"  trifft.  Die  Fläche  -S'  trifft  sie  in  9  Punkten; 
nach  Abzug  der  beiden  Punkte  n'  und  n"  bleiben  7  Punkte, 
welche  den  3  Flächen  gemein  sind  und  nicht  auf  /„  liegen.  Von 
diesen  7  Punkten  sind  noch  einige  abzuziehen,  welche  keinen 
der  Punkte  «,  ß,  y,  ö,  e  liefern.  Es  seien  it  und  n  die  conju- 
girten  Polaren  der  Punkte  m  und  m'  in  Bezug  auf  das  Büschel 
B{F^);  den  Flächen  S"^  und  //,  sind  die  Geraden  n  und  •?„  ge- 
mein, welche  einander  schneiden,  weil  n  als  conjugirte  Polaro 
und  /„  als  reciprokc  Polare  zu  verschiedenen  Schaaren  auf  //, 
gehören  (ebenso  schneiden  tt'  und  to  einander;  mithin  durch- 
schneiden die  beiden  Flächen  einander  noch  in  einer  Baumcurve 
4.  Ordnung  i?'  (Grundcurve  eines  Flächenbüschels  2.  Ordnung), 
welche  jeder  der  o  Geraden  n,  n'  und  /,,  zweimal  begegnet.  Die 
Flächen  II^  und  //.,  haben  die  beiden  einander  schneidenden 
Geraden  n'  und  /«  gemein,  demnach  noch  einen  Kegelschnitt /?-, 
der  jeder  der  3  Geraden  n,  n',  1,,  einmal  begegnet.  Die  beiden 
Punkte,  in  denen  tt' und  i?^  einander  begegnen,  und  der  Punkt, 
in  dem  R-  von  n  getroffen  wird,  sind  den  Flächen  S^,  H^,  H., 
gemein,  liegen  auch  nicht  auf /„,  also  gehören  sie  zu  den  obigen 
7  Punkten,  ergeben  aber  nicht  Geradenpaare  der  cubischen 
Fläche,  deren  Ebenen  durch  A  gehen.  Dasselbe  gilt  auch  für 
den  einen  Asymptotenpunkt  der  Involution,  welche  auf  A  durch 
B{F-)  hervorgerufen  wird;  der  andere  liegt,  da  vi  den  Kegel  A'«- 
berührt,  in  diesem  Berührungspunkte,  mithin  auf/,,,  also  gehört 
er  nicht  zu  den  7  Punkten.  Von  diesen  7  Punkten  sind  dem- 
nach  4  Punkte   abzuziehen,    welche   keine  Geradenpaare   liefern. 
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Es  bleiben  folglich  nur  3.  Also  an!  unserer  cubisclien 
Fläche  treffen  ausser  dem  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  e ,  dessen  beide 
Geraden  in  eine  Gerade  (/„)  zusammengefallen  sind, 
nur  n  0  c  h  3  d  i  e  G  e  r  a  d  e  ,^.  Mitbin  vertritt  d  i  e  s  e  s  e  i  g  c  n  - 
thiimliche  Gera  den  paar  zugleich  2  Geradenpaare  der 
allgem  eine  n  Fläche.  Also  sin  d  zwei  G  eradenpaarc  d'  d" , 
e'  r."  in  die  eine  Gerade  t„  zusammengefallen,  die  wir 
nun  jD  nennen  wollen. 

Weil  d'  mit  c'  (und  d"  mit  c")  identisch  geworden  ist,  ver- 
einigen sich  r.^  rl,  ().{  pj',  r."  r/',  pg"  q/'  zu  r,/,  Q:n' ,' r.^/' ,  Q-.^" ; 
weil  aber  auch  d'  mit  c"  (und  d"  mit  e')  sich  vereinigt  hat, 
fallen  r/  /-j',  ?/  Pj '  ^i  ^2  >  Pi  Qi"  zusammen  in  r^^',  p,.,', 
^12"'  912"-  Die  7  Geraden  «,  /j,  c,  üD  geben  8  Quadrupel;  wir 
stellen  in  folgender  Tabelle  unter  jedes  Quadrupel  die  (ierade, 
die  mit  A  zugleich  allen  Geraden  desselben  begegnet: 
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© 

^12  ''34  9.34  ?12  ^34  ''12  ?12  ?:J4    * 

Wir  haben  also  auf  unserer  Fläche  7  unäre  Gera- 
den, deren  eine,  ^,  von  allen  andern  du",  h'h",  c'  e" 
getroffen  wird,  8  binäre  Geraden  und  eine  quaternäre 
jD,  wie  in  der  vorigen  Betrachtung.  Von  den  binären  Geraden  tref- 
fen sich  je  zwei,  die  in  der  Tabelle  unter  zwei  Quadrupeln 
stehen,  die  ausser  2)  nur  noch  eine  Gerade  gemein  haben,  welche 
dann  die  dritte  in  ihrer  Ebene  ist;  es  sind  also  leicht  die  Ge- 
radenpaare zusammenzustellen,  von  denen  jede  der  6  unären 
Geraden  (i,  b,  c  getroffen  wird,  z.  B.  a'  von  a"  Ä,  r^^  p,o', 
^.34'  934'  tleren  beide  letzten,  durch  binäre  Geraden  gebildet, 
je  zwei  der  allgemeinen  Fläche  vertreten.  Die  Gerade  2)  tridt 
alle  8  binären  Geraden,  muss  demnach,  da  sie  nicht  in  der 
Ebene  irgend  eines  der  12  Geradenpaare  liegt,  die  durch  die 
binären  Geraden  gebildet  werden  und  deren  Ebenen  durch  unärc 
Geraden  geben,  durch  deren  Mittelpunkte  gehen.  Vier  von  diesen 
Geradenpaaren  sind  z.  B.  r^^  q^^,  r^^  r^^',  ?i>' Pjj'j  also  wo  2) 
die  Gerade  r^^  trifft,  da  trifft  sie  auch  die  Geraden  9,2',  r^.^',  Q^n' ; 
so  dass  diese  4  Geraden  mit  dem  Doppelindex  12  durch 
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einen  Punkt  K^^_  auf  3)  gehen,  der  dadurch  ein  Kno- 
tenpunkt der  Fläclie  wird;  ebenso  gehen  die  4  Gera- 
den r.^l  ^.j/  r.j/'  ^.jj"  durch  einen  zweiten  Knotenpunkt 
K.,^  auf  %. 

.  3Iit  der  Geraden  %  selbst  in  einer  Ebene  liegen  je  zwei 
binäre  Geraden,  die  unter  solchen  Quadrupeln  stehen,  welche 
ausser  ®  keine  Gerade  gemein  haben. 

Jede  der  8  binären  Geraden  wird  von  4  Geradenpaaren,  die 
quaternäre  von  5  getroffen. 

118.  Wir  gehen  zur  Betrachtung  der  Realität  der  Geraden 
unserer  Fläche  mit  2  Knotenpunkten  über. 

Sie  dient  —  wovon  wir  ausgegangen  sind  —  dazu,  den 
Uebergang  zu  vermitteln  von  einer  Fläche,  auf  der 
d'  d",  e'  e"  beide  reell  sind,  zu  einer,  auf  der  beide 
punktirt  sind,  während  die  drei  andern  Paare,  deren 
Ebenen  durch  A  gehen,  auf  beiden  gleichartig  sind. 
Eins  derselben,  «'  a" ,  ist  nothwendig  reell,  die  bei- 
den a  n  d  e  r  11  b  e  i  d  e  a  u  c  h  r  e  e  1 1,  o  d  e  r  b  e  i  d  e  p  u  n  k  t  i  r  t ,  oder 
conjugirt  imaginär,  und  in  diesem  Falle  seien,  wie 
oben,  h'  c',  b"  c"  conjugirt.     Die  Gerade  2)  ist  reell. 

Wenn  alle  3  G  e r  a  d  e n  p a a  r e  a'  a",  h'  b",  c'  c"  reell 
sind,  so  sind  es  auch  alle  8  binären  Geraden,  weil  jede 
mit  der  reellen  A  ein  reelles  Quadrupel  («,  b,  c,  üD)  vollständig 
trifft.      Also   sind   auch   die   beiden   Knotenpunkte   reell. 

Sind  aber  b'  b'\  c'  c"  punktirt,  so  kann  keine  der  binären 
Geraden  reell  sein  (Nr.  93).  Es  sei  nun  eine  der  binären  Ge- 
raden, p,  imaginär ;  dann  befindet  sich  ihre  conjugirte  Gerade  q  — 
in  welcher  sich  die  Conjugirten  der  beiden  Geraden  vereinigt 
haben,  welche  in  p  zusammengefallen  sind  —  nothwendig  auch 
unter  den  binären  Geraden.  Die  Geraden  p  und  q  schneiden 
einander  nicht  (Nr.  92),  und  das  Hyperboloid  {p,  q,  A)  ist  reell. 
Je  zwei  binäre  Geraden  schneiden  einander,  wenn  sie  in  der 
obigen  Tabelle  unter  Quadrupeln  stehen,  die  entweder  blos  ® 
oder  ausser  2)  nur  noch  eine  Gerade  gemein  haben;  mithin 
stehen  zwei  einander  nicht  schneidende  binären  Geraden,  ^^ie 
p  und  q,  unter  Quadrupeln,  welche  3  Gerade  gemein  iiaben, 
und  schneiden  also  diese  3  Geraden;  unter  denselben  ist  dann 
mindestens  eine  der  4  Geraden  b,  c;  so  dass  dic-^e  den  beiden 
Geraden    p,    q    begegnet,    also    auf    dem    reellen    Hyperboloide 


368  'Aclitos  Kapitel. 

[p,  q,  A]  liegt,  niilliiii  iiiclit  piinktirt  sein  k;iiin.  Sind  also  b'  h" , 
c'  c"  punktirt,  so  <,^ielit  es  luiler  den  binären  Geraden  keine 
imaginären;  alsosind  alle  l)i  nären  Geraden  punktirt,  und 
je  zwei  liaben  ihren  reellen  IMiidit  gemein,  die  in  einer  dnrcli 
eine  Gerade  d  gelien<Ien  KItene  sieh  be(ind(.'n.  I)i(!  Millelj)unkte 
aber  der  eine  (ierade  a  treffenden  I*aare  binärer  Geraden  sind 
die  Knotenpunkte,    folglicb  sind  diese  Knotenpunkte  reell. 

Kndlieli  seien  h'  c' ,  h"  c"  conjugirt  imaginär,  so  sind 
die  Hyperboloide  \n'  W  c']  nnd  [h'  c/  2)]  reell;  auf  beiden  liegt 
noch  r,2'  A;  mithin  haben  sie  zwei  eonjugirte  imaginären  Gera- 
den h'  c'  und  eine  reelle  Gerade  A  gemein,  demnach  ist  die 
vierte  gemeinsame  Gerade  r,,'  reell.  Ebenso  \\ir<l  die  Rea- 
lität von  Qy{,  r.,|",  ^.54"  bewiesen  und  damit  ist  es  auch  die 
ihrer  Schnittpunkte  mit  3),  der  Knotenpuirkle.  Fidglich 
Ijabcn  die  4  andern  binären  Geraden  mindestens  einen 
reellen  Punkt;  reell  können  sie  nicht  sein,  weil  sie  je  zwei  nicht 
conjugirten  imaginären  Geraden  //  c"  oder  h"  r'  begegnen  (Nr.  94  , 
also  sind  sie  punktirt. 

In  allen  .'5  Fällen  haben  wir  zwei  reelle  Knote  npuuK  I  e 
«M'halten.     Diese  ?>  Fälle  dienen  zu  folgenden  Ucbei-gängen  : 
A,  ((',  a"  überall  reell. 

1)  h'  h",  c'  c"  reell. 
Gattung  I:  alle  Geraden  reell. 

Gattung  I(:  d'  d" ,  e'  r"  punktirt;  r,'  ;•.,',  o,'  q./,  r.,'  r^, 
?:t  9\  '  ''1     ''2  '  Q\"  q"'  ''3"  ''j  "'  ?.!    ?4 '  i'>i<igi"ii''. 

Uebergang:  2)  reell;  r,/,  9,.,',  r.j/,  9../,  ?■,./',  9,..",  r,/',  o.,/' 
reell. 

2)  //  b",  c'  c'  punktirt. 

Gattung  II:  d'  d" ,  r'  e"  reell;  r,'  o./,  r,'  p,',  ;•.,'  9,',  ?\,'  p/. 
"r,"  9./',   r./'  Qy\  r.{  9/',   r/'  q,"  imaginär. 

Galtung  III:    alle  übrigen  Geraden  puidairl. 

Uebergang:  ©reell;  r,o',  9,2',  ^'3/,  Q>,\',  r^.^'',  q^^",  r.,^",  p..^" 
punktirt. 

3)  b'  c',  b"  c"  imaginär. 

Gattung  IV:  d'  d" ,  e'  e"  reell;  r/  9,',  r.,'  q.,',  ?'.>"  9./',  r^^" Q^' 
reell ;  r./  Qj^,  r^  qJ,  r,"  p.,",  ?'.,"  q^"  imaginär. 

Gattung  V:  d'  d" ,  r'  e"  punktirt;  r,'  r.,',  9,'  (»./,  r''  r^", 
93"  Q^'  imaginär,  r./  p.j',  r^  q^,  ?-,"  q^',  r.^'  9., '  punktirt. 
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Uebcrgang:  ®  reell;  r^^^  q^^,  r.,/'  p.,/'  reell,  ry,' ^3/, 
r,o"  ^12'    punklirt. 

Der  L'eljergang  dincli  die  binaren  Geraden  geschieht  also  in 
d(M'  früher  beschriebenen  Weise. 

Aber  nicht  blos  den  im  Vorhergehenden  betrachteten  Ueber- 
gang  verniithdt  nnsere  Flache  mit  2  Knotenpunkten,  sondern  wir 
können  auch — ^  vie  nns  das  Ende  von  Nr.  115  lehrt — ^zwei 
conjngirte  imaginären  Oeradenpaarc  d'  d",  e'  e" ,  bei 
den  en  (/' ^',  rf"  ^"  conjngirt  sind,  du  ich  eine  reelle  Ge- 
rade 'S)  —  dass  sie  auf  der  Grenze  in  eine  reelle  Gerade  zu- 
sannnenfallen,  ist  nölbig,  da  ihre  Ebenen  in  eine  reelle  Ebene 
sich  vereinigen  wegen  der  reellen  Geraden  5  z,  die  doch 
nur  in  einem  reellen  Punkte  beriibren  kann  —  wieder  in 
zwei  conjugirte  in)aginären  Geradenpaare  überfuh- 
ren, in  denen  jedoch  nun  d'  e" ,  d"  e  conjngirt  sind. 
Es  fiihrt  dieser  Uebergang  aber  nicht  von  einer  Gatlinig  zu  einer 
andern  und  bringt  nns  auch  nur  nnseri;  P)  eben  erliallenen  Flächen 
mit  2  reellen  Knolenpunkten.  Es  findet  auf  der  Grenze  ein 
Austausch  der  reellen  und  punktirten  Geraden  mit 
den  imaginären  statt. 

119.  Unsere  Fläche  mit  2  Knotenpunkten  ist  end- 
lich auch  die  Ue bergan gsf  lache,  auf  der  zwei  Gera  den - 
paare  d'  d'\  e'  e",  von  denen  auf  der  einen  Gattung 
d'  d"  reell,  e'  e"  punklirt,  auf  der  andern  d'  d"  punk- 
tirt,  e'  c"  reell  ist,  in  eine  einzige  reelle  Gerade  5) 
sich  vereinigen,  in  eine  reelle  Gerade,  weil  ja  die  Ebenen 
der  sich  vereinigenden  Geradenpaare  reell  sind  (man  sehe  auch 
Ende  von  Nr.  116).  Diese  Uebergangsfläche  fiihrt  zwar  auch 
nicht  von  den  Flächen  einer  Gattung  zu  denen  einer  andern, 
aber  sie  hat  zwei  imaginäre  Knotenpunkte,  welche,  weil 
beide  auf  der  reellen  Geraden  1)  liegen,  conjngirt  sind.  Eins 
der  3  übrigen  G e r a d e n p a a r e ,  a  a\  m u s s  noch  p u n k - 
tirt  sein,  die  andern,  h'  b",  c'  c" ,  sind  entweder  beide 
reell,  oder  beide  punklirt,  oder  conjngirt  imaginär. 
Wir  werden  also  3  Uebergangsflächen  erhalten. 

Wegen  des  punktirten  Paars  a  a"  kann  keine  der  binären 
Geraden  reell  sein  (Nr.  93). 

Es  sei  nun  zuerst  a'  a"  punklirt,  h'  b' ,  c  c"  reell, 
so  liegt  jede  der  8  binären  Geraden  auf  einem  der  4  reellen  Hyper- 
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boloide  [&'  c'5j],  [6'  c"  4)],  [ö"  c'  ©],  [&"  c"  3)],  mithin  kann 
keine  punktirt  sein,  also  sind  alle  8  binären  Geraden  ima- 
ginär, und  conjugirt  sind  je  z«ei,  die  demselben  der  4  Hyper- 
boloide angehören.  D  i  e  K  n  0 1 c  n  p  n  n  k  t  c ,  als  Punkte  imaginärer 
Geraden,  sind  imaginär. 

Sind  zweitens  alle  3  Gera  den  paare  a  a" ,  b'  b",  c'  c" 
pnnktirt,  so  können  die  binären  Geraden,  wie  in  der 
vorigen  Betrachtung  (Nr.  118j,  nicht  imaginär  sein;  sie  sind  mit- 
hin punktirt.  Aber  keine  von  ihnen  hat  ihren  reellen 
Punkt  in  d e m  K n 0 1 e n p u  n k  t  e ,  durch  welchen  sie  gehl; 
denn  durch  jede  von  ihnen,  z.  B.  durch  r,./,  geht  eine  reelle 
Ebene,  welche  ausserdem  aus  der  cubischen  Fläche  eine  reelle 
Gerade  und  eine  punktirte  ausschneidet.  Da  ©  die  einzige  reelle 
Gerade  der  Fläche  ist,  welche  r^^  trifft,  so  ist  die  Ebene  (r,2'  X), 
welche  noch  ^3/'  ausschneidet,  diese  reelle  Ebene.  Wäre  nun 
oder  Kntenpunkt  K^.,  =  [r^^',  %)  der  reelle  Punkt  von  r,./,  so 
würde  im  Allgemeinen  jede  reelle  durch  ihn  gehende  Gerade  der 
Ebene  die  Fläche  in  2  in  den  Punkt  K^^  zusammengefallenen 
reellen  Punkten  und  einem  imaginären  Punkte  auf  ^34"  treffen, 
was  nicht  möglich  ist.  Also  fällt  der  reelle  Punkt  von  r,,'  nicht 
in  /i',o.  Es  leuchtet  ein,  dass  je  zwei  in  einer  durch  2)  gehen- 
den Ebene  befmdliche  binären  Geraden  ihren  reellen  Punkt  ge- 
mein haben,  also  rj.,'  93/',  r.^(  ^j/',  ^,2'  r^/',  9,4'  r,2  •  Die 
Knotenpunkte  sind  imaginär. 

Drittens  sei  a  a"  punktirt  und  ^ '  c ',  6 "  c  "  s e i e n  con- 
jugirt imaginär.  Die  Geraden  ^12' r34"  hegen  auf  dem  reel- 
len Hyperboloide  [6'c'!j)],  sind  also  conjugirt  imaginär; 
ebenso  sind  es  ^^2'  Q?a'  ■" eiche  auf  []j''  c"  2)]  liegen.  Daraus 
geht  schon  hervor,  dass  die  Knotenpunkte  imaginär  sind. 
Da  die  beiden  imaginären  Geraden  />' r^^  mit  r,,"  in  einer  Ebene 
liegen,  so  muss  diese  Gerade  r^^'  punktirt  sein,  ebenso 
sind    es    ^34'  ^34'  qyi  ',    ihren    reellen    Punkt    haben    gemein: 

Die  3  Flächen  vermitteln  folgende  Uebergänge  zwischen 
Flächen  derselben  Gattung: 

A  reell,  a'  a"  punktirt. 

1)  b'  b",  c'  c"  reell. 

Gattung  II:  d'  d"  reell,  e'  e"  punktirt;  ;-/  r^\  r.^  rg", 
^3'  ^-2"'  ''4'  '"i"'  Q\  9i''  Qi  93"'  Q-3  Qi  '  Qi  Qi    imaginär. 
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Gattung  11:  d'  d"  punktirt,  e'  e"  reell;  r/  r^' ,  r^  r^', 
^■.i  ^1  '  ^i  ^i'  Qi  Qi'  9-2  Qi''  Q'i  ?i"'  ^4'  Q2"  imaginär. 

Ue  her  gang:  ©  reell;  r^,' ro{',  r..{  r^^",  Q12  Qu''  Q:n  Qvi' 
imaginär. 

2)  b'  b",  c    c'  punktirt. 

Gattung   III:   d'  d"   reell,    e'  c"  punktirt;   r/  q^' ,   r.^  q{\ 

Q>  ^4"'  ^4'  ^2'  Qi   ^3 "'  Qi'  ^\'>  ^2  Qi"'  ^i  Qi"  punktirt. 

Gattung  III:    d'  d"  punktirt,    e'  e"   reell;    r{  q^',  r^  p/', 

C2'  ^3"'  P3'  ^2"'  Q\  ^l'  >  Q\  '"i"'  ''2'  P3"'  ''^z  P2"  punktirt. 

Uebergang;  ©reell;  r,/ P3/',  r^/ ^,.,",  ^j/  ^34"'  ^34' ''12" 
punktirt. 

o)  6'  c' ,  b"  c"  imaginär. 

Gattung  V:  d'  d"  reell,  e'  e"  punktirt;  r.^  q^" ,  r^  q", 
^3'  r/',  p/  r,"  punktirt;   r(  r^',  r^  r.,",  p/  p/',  pj'  P3"  imaginär. 

Gattung  V:  d'  d"  punktirt,  e'  c"  reell;-  r<^  q.^',  r/  (>/', 
(»3'  To",  p/  rj"  punktirt;  ;•,'  r^',  r./  z^',  Pj'  (>o",  Q^  q^'  imaginär. 

Uebergang:  2)  reell;  r.^^'  q^^",  ^3/  rj./'  punktirt,  r^^  r^^' , 
9]  2' ^34"  imaginär. 

Es  finden  sieb  also  bier  ausser  dem  Uebergange  von  d'  d" , 
e'  e"  durch  ®  nocb  zwei  andere: 

Zwei  nicht  conjugirte  imaginären  Geradenpaare, 
deren  Ebenen  durch  dieselbe  reelle  Gerade  geben, 
vereinigen  sich  auf  der  Grenzfläche  zu  einem  imagi- 
nären Geradenpaare,  dessen  Ebene  durch  die  Knoten- 
punktsgerade geht  —  die  beiden  ihnen  conjugirten 
Geradenpaare  fallen  zugleich  in  das  jenem  conjugirte 
Geradenpaar  zusammen  —  und  trennen  sich  dann  wie- 
der in  zwei  nicht  conjugirte  imaginären  Geradenpaare, 
deren  Ebenen  durch  eine  reelle  Gerade  gehen,  die 
mit  der  obigen  reellen  Geraden  auf  der  Grenzfläche 
in  der  Knotenpunktsgeraden  vereinigt  war  und  früher 
punktirt  war,  während  jene  es  nun  ist. 

Öderes  fallen  zwei  punktirte  Geradenpaare,  deren 
Ebenen  durch  eine  reelle  Gerade  gehen,  beim  Ueber- 
gange in  ein  punktirtes  Gcradenpaar  zusammen  und 
trennen  sich  wieder  als  zwei  punktirte  Geradenpaare, 
deren  Ebenen  durch  eine  reelle  Gerade  gehen,  die 
sich  zu  der  früheren,  wie  eben  beschrieben,  verhält. 

Jede    der    bei     diesem    Uebergange     betheiligten 
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imaginären  oder  punktirten  Geraden  hat  dal) ei  eine 
andere  c  o  n  j  u  g  i  i- 1  e  Gerade  bekommen,  nämlich  die, 
welche  auf  der  Grenze  mit  der  früheren  conjngirten 
vereinigt  war. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  3  verschiedene  Flächen 
3.  Ordnung  mit  zwei  imaginären  Knotenpunkten  erhalten,  wäh- 
rend uns  die  frühere  Betrachlung  (Nr.  116)  nur  eine,  die  erste 
der  jetzt  erhaltenen,  lieferte.  Man  katni,  wie  fridier  erwähnt, 
die  Flächen  der  einen  Betrachtung  in  die  der  andern  überführen, 
indem  man  J  mit  einer  der  beiden  Geraden  a  vertauscht;  doch 
dazu  ist  nothwendig,  dass  die  Geraden  A,  a,  a"  alle  reell  sind; 
bei  miserer  jetzigen  Untersuchung  sii.d  sie  es  nicht,  daher  ist 
die  Ueberführung  nicht  möglich  und  wird  es  bei  der  jetzt  zuerst 
erhaltenen  Fläche  nur  dadurch,  dass  man  au  die  Siellc  des  punk- 
tirten Geradenj)aars  a'  a"  eins  der  beiden  bei  ihr  reellen  J*aare 
h'  b" ,  c'  c"  substituirt  und  eine  von  dessen  Geraden  mit  A 
vertauscht. 

Wir  haben  in  unserer  jelzigen  Betrachtung  von  den  5  Ge- 
radenpaaren, deren  Ebenen  durch  A  gehen,  zwei  reelle  oder 
zwei  punktirte,  ein  reelles  und  ein  punklirtes,  zwei  conjugirle 
imaginären  in  eine  einzige  in  allen  Fällen  reeMe  Gerade  zusam- 
menfallen lassen.  Es  erübrigt,  auch  zwei  nicht  conjugirle 
imaginären  G e r a d e n p a a r e  in  eine  einzige  imaginäre 
Gerade  sich  vereinigen  zu  lassen.  Jedoch  werden  in  die- 
sem Falle  auch  die  beiden  ihnen  conjngirten  Geradenpaare  dann 
sich  so  vereinigen,  \md  wir  erhalten  eine  Fläche  mit  4  Knoten- 
punkten, wie  sich  später  ergeben  wird,  und  verschieben  deshalb 
die  Untersuchung  dieses  Falls,  bis  wir  zu  den  Flächen  mit  4  Kno- 
tenpunkten gelangen  werden. 

Das  Resultat  unserer  Betrachtungen  über  Flächen  S.Ord- 
nung mit  zwei  Knotenpunkten  ist  also,  dass  es  3  Arten 
giebt,  auf  denen  sie  reell,  und  ebenso  3,  auf  denen 
sie  conjugirt  imaginär  sind. 

120.  Wir  gehen  über  zur  Betrachtung  der  Flächen  mit 
3  Knotenpunkten.  Da  jede  Gerade  der  allgemeinen  cubischen 
Flächen  nur  in  den  Ebenen  von  5  Geradenpaaren  liegt,  können 
wir  nicht  dreimal  zwei  Geradenpaare  in  eins  zusammenfallen,  also 
drei  Transformationen  der  ersten  Art  zugleich  eintreten  lassen. 
Wir  lassen    eine   der    ersten   und   eine   der    dritten   Art   zugleich 
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eintreten  (die  Transformation  der  zweiten  Art  ist  eine  Vereinigung 
zweier  der  ersten  an  zwei  verschiedenen  Paaren  von  Geraden- 
paaren, die  der  dritten  auch  eine  Vereinigung-  zweier  verschie- 
denen der  ersten  an  demselhen  Paare  von  Geradenpaaren),  d.  li. 
wir  lassen  die  Geradenpaare  b' b" ,  c'  c"  in  ein  Gera- 
denpaar und  die  Geradenpaare  d'  d",  e'  e"  in  eine  Ge- 
rade !J)  zusammenfallen. 

Wir  hahen  hier  wieder  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  oh  b'  c' , 
b"  c"  in  die  Geraden  B^^,  B—  oder  b'  c",  b"  c  in  die  Geraden 
^12^  ^21  gjpjj  vereinigen. 

Wegen  der  Coincidenz  der  heiden  Geradenpaare  d'  d" ,  e'  e" 
in  die  eine  Gerade  3)  vereinigen  sich  r/  r/,  r^  r/,  q^'  q^,  q^  q^, 
r('  r/',  r,"  r/V  Q\'  Q^' ,  Q^'  p/'   in    die   Geraden  r^,',  rg/,  pj/, 

9.31  '  ^12    '   ^34    '   Pl2    '^34    • 

a]  Die  Coincidenz  von  b'  c',  b"  c"  in  die  Geraden 
B^^,  B"  hewirkt,  dass  r./  p/,  r^'  p./,  r,"  q./',  r./'  y/'  in  die  Gera- 
den Tß/,  r43',  V|2 ",  to,"  zusammenfallen;  also  vereinigen  sich 
die  heiden  Gera  den  paare  r^  q.^,  r^  q^  in  die  eine  qua- 
ternäre  Gerade  9tj,',  ehenso  die  Ger  adenpaare  r^'  q(', 
r.y"  P2"  i  '1  t'  i  e  q  u  a  t  e  r  n  ä  r  e  Gerade  9^i  o '.  währen  d  r^ ^,  ^j  j', 
^3,",  ^34"  hinär  b leihen. 

ß)  Fallen  b'  c" ,  b"  c  in  die  Geraden  B^"^,  i?*'  zusam- 
men, so  müssen  sich  auch  ;•/  ^2»  ^V  Ci»  ^3"  ^Z»  'V  ?3'  ^"  ^'®'^ 
Geraden  rj2',  to/,  t3/',  r^g"  vereinigen,  so  dass  die  heiden  Ge- 
radenpaare '•/ 9i',  ^2' ('2'  ^'i  ^'iß  Gerade  Stjj',  die  heiden 
Geradenpaare  r^'  q^',  r^'  q^'  in  die  Gerade  9?3{"  zusam- 
menfallen und  Tg/,  934',  rj2",  ^jo"  Jjinär  bleiben. 

Unär  sind  nur  A  a  a" .  Also  giebt  es  auf  unserer 
Fläche  3  unäre  Geraden,  4-1-2  =  6  binäre  und  3  qua- 
ternäre  Geraden,  im  Ganzen  12  Gerade,  deren  Arrange- 
ment nun  betrachtet  werden  soll.  Wir  benutzen  wieder  die 
unter  a)  beschriebene  Fläche.  Die  5  Geraden  a,  a" ,  B^K  B'^-, 
®  geben  4  Tripel;  wir  setzen  unter  jedes  die  beiden  Geraden, 
die  mit  A  das  zugeordnete  Tripel  bilden. 


a 

a 

a 

a 

511 

^22 

B^^ 

522 

® 

© 

© 

2) 

^12'  9^34'  ?12'  ^^^34'         ^34"  9^12"         ?34"  9^1 
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Die  Geraden  91,,'  iiiul  dli-,"  trefleii  i?"  und  B-  und 
gellen,  da  h\  der  Kbene  (/>'",  B-)  schon  A  liegt,  durch  den 
Punkt  (B^K  B"),  so  dass  dieser  ein  Knoleninink t  A'i;  der 
Fläche  wird. 

Je  zwei  unter  demselben  Tripel  stehende  Geraden  sind  wind- 
schief gegen  einander,  da  sie  zur  seihen  Schaar  eines  Ilyper- 
hoK)ids  gehören.  Folglich  hihlen  ;,/  ^,2'  ein  Geradenpaar,  des- 
sen Ebene  durch  a'  geht,  und  r.,,"  ^.34"  eins,  in  dessen  Ebene 
a"  liegt;  denn  jene  wie  diese  stehen  unter  Tri[)eln,  die  ausser 
j),  welche  allen  4  Tripeln  gemeinsam  ist,  die  Gerade  a'  resp. 
a"  gemein  haben.  Die  Gerade  3)  aber  trifft  sowohl  r^^  und 
^,0',  als  /'.(,"  und  q.('  und  geht  daher  durch  die  Schnittpunkte 
K^<^  =  (r,./,  Qy^)  und  /i'3,  =  (r.j/',  Q^^')-  Demnach  ergehen  sich 
auf  ÜD   zwei   Knotenpunkte   K^.,    und  K^y 

Die  Gerade  i?'*  wird  von  r,./  9tji'.  ^34"  S^i'/'  (ausser  von 
,i  7?--)  getroffen,  von  denen  die  beiden  ersten  und  die  hei- 
den  letzten  windschief  gegen  einander  sind.  Die  Ebenen  [B^\  K^.^ 
und  {B^^ ,  Z34)  müssen  aus  der  cuhischen  Fläche  Geradenpaare 
ausschneiden,  die  aus  je  2  dieser  4  Geraden  gebildet  sind  und 
ihren  Mittelpunkt  in  A'jj  resp.  K^^  haben.  Die  erstere  Ebene 
schneidet  /,./  aus,  die  durch  J5fj,  geht;  9^3/  ist  gegen  r,./ 
windschief,  r.^^"  geht  durch  Zfj^,  mithin  schneidet  sie  noch 
9i,./'  ans.  die  also  durch  Afjj  geht;  das  durch  die  andere 
Ebene  ausgeschnittene  Geradenpaar  ist  r.^/'  9^34',  so  dass  9^34' 
durch  ^"3^  geht.  Die  beiden  an  />'-**  hängenden  Geradenpaare, 
die  ihren  Mittelpunkt  in  K^.,  und  /i^^  haben,  sind  9,0'  9i,2", 
^34'  9^34'-  ^^"  ®  hängen  ausser  2)  .^  und  9^34'  9i]2'  noch  die 
Geradenpaare  r^^  Q%\' >  Qn  ^34  "• 

Die  Geraden  9^34'  und  9^,2"  haben  sich  also  auch  als  Ver- 
hindungsgerade  zweier  Knotenpunkte  ergeben,  und  da  a'  die 
Gerade  9^34',  et"  aber  9^)2  ti'ü^t  ni^J  zwar  in  keinem  Knoten- 
punkte, so  berühren  die  Ebenen  {a'  9^34')  und  («"  9^42' )  ^^^ 
Fläche  längs  der  Geraden  9^34'  und  9I12",  ebenso  wie  (J),  A) 
längs  ®  berührt. 

Die  3  quaternären  Geraden  verbinden  also  die 
3  Knotenpunkte  unter  einander  und  liegen  in  einer 
Ebene.  Jede  der  binären  Geraden  gebt  durch  einen 
Knotenpunkt.  Durch  jeden  Knotenpunkt  gehen  2  qua- 
ternäre  Geraden,   in  deren   Ebene   die  dritte   quater- 
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iiäre  Gerade   iiegl,    und   zwei   binäre,   in  deren  Ebene 
nocb  eine  unäre  Gerade  sieb  befindet. 

Jede  der  3  unären  Geraden  liegt  in  der  Ebene  von 
3  Geradenpaaren,  deren  eins  aus  den  beiden  andern 
unären,  das  zweite  aus  2  binären,  die  sich  in  dem  einen 
Knotenpunkt  kreuzen,  das  dritte  ans  zwei  Geraden 
besteht,  die  in  eine  quaternäre  zusammengefallen  sind, 
welche  die  beiden  andern  Knotenpunkte  verbindet. 
Jede  der  6  binären  Geraden  wird  von  3  Geraden- 
paaren getroffen,  (leren  eins  aus  der  zweiten  binären 
Geraden,  die  dnrch  denselben  Kn  otenpunkt  gebt,  und 
einer  unären  Geraden,  die  beiden  andern  je  aus  einer 
binären  Geraden,  die  diircb  einen  der  beiden  andern 
Knotenpunkte  geht,  n  n  d  der  q  u  a  t  e  i"  n  ä  r  e  n  Gerade  11 
bestehen,  welch  e  diesen  Kn  olenpunk  t  mit  dem  der  bi- 
nären Geraden  verbindet.  Jede  quaternäre  Gerade 
wird  von  4  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  e  n  getroffen,  von  denen  eins 
aus  den  beiden  andern  quaternären  Geraden  besteht, 
zwei  durch  je  zwei  binäre  Geraden,  die  nicht  d u i- c b 
denselben  Knotenpunkt  gehen,  gebildet  werden  und 
von  dem  vierten  eine  G  erade  eine  unäre  ist,  die  andere 
mit  der  (|uaternären  sich  vereinigt  hat. 

121.  Wir  betrachten  den  Uehergang  zwischen  zwei  Gat- 
tungen, wenn  erstens  in  der  einen  die  Ger adenpaare 
d'  d" ,  c'  e"  reell,  in  der  andern  punktirt  sind,  oder 
auch  in  der  einen  d'  c' ,  d"  e"  conjugirt  imaginär  sind, 
in  der  andern  hingegen  d'  e" ,  d"  c  ,  und  zweitens  in 
der  einen  G  a  1 1  u  n  g  Z/ '  6  " ,  c '  c  "  I)  e  i  d  e  i-  e  e  1 1  0  d  e  i-  b  e  i  d  e 
punktirt,  in  der  andern />' c*',  6"  c"  conjugirt  imaginär. 
A  u  f  d  e  r  G  r  e  n  z  f  1  ä  c  h  e  haben  sich  dann  d  i  e  G  e  r  a  d  c  n  p  a  a  r  e 
d'  d'\  e'  c"  in  die  reelle  Gerade  2)  vereinigt  und,  wenn 
h'  6",  c'  c"  in  der  einen  Gattung  reell  sind,  sind  sie  in 
das  reelle  Geradenpaar  5"  B-,  wenn  sie  hingegen  punk- 
tirt sind,  in  das  punktirte  Geradenpaar  B^'-  i?-'  zusam- 
mengefallen.    Der  Knotenpunkt  Eb  ist  milbin  reell, 

Ilaben  wir  es  nun  mit  dem  reellen  Ger  adenpaare  B^^ 
B"  zu  tliun,  so  bestehen  alle  Tripel  der  obigen  Tabelle  aus 
reellen  Geraden  (denn  a'  a"  sind  ersichtlich  reell),  also  kann 
keine  der  Geraden,  welche  ein  solches  Tripel  vollständig  treffen, 
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punktirl  sein.  Die  beiden  Geraden  31,2"  und  %^^  gehen 
aber  dnrcli  den  reellen  Knotcnpuidil /i'/;,  folglich  sind  sie  reell. 
Mithin  sind  auch  die  Knolcnpunkle  A'j,  und  Ä'j, ,  in  denen 
sie  der  reellen  Geraden  3)  begegnen,  reell,  folglich  haben  auch 
die  4  (ieraden  ^12' ?!•>' '"31 '  ^34"  einen  reellen  Punkt,  und  da 
sie  nicht  punktirt  sein  können,  so  müssen  sie  auch  reell 
sein.  Liegt  dagegen  das  punktirte  Gcradcnpaar  B^- B-^ 
der  Betrachtung  vor  (in  welchem  Falle  die  quaternärcn  Geraden 
ausser  5)  noch  gii2'  und  9I34",  die  binären  ausser  J9'^,  B-^  noch 
''3/  ?3i'  ^12"  Qv>"  ^^'•^''  ^'^'^  denen  Sf^^.,',  r^^",  ^lo"  durch  den  Kno- 
tenpunkt Ä',2.  hingegen  DI34",  r.^^,  Q^^  durch  ^,^  gehen),  so  haben 
die  Geraden  D^j,  9^3i  ^"  ^^  einen  reellen  Punkt.  Nehmen 
wir  an,  eine  der  4  Geraden  r.3,'  o.,^'  r^.^"  ^j,',  z.  B.  r,/ wäre  reell, 
so  würde  dadurch  Z34,  ihr  Schnittpunkt  mit  T),  reell,  also  auch 
die  Gerade  'Si^^',  welche  K.^^  mit  ICb  verbindet,  demnach  lägen 
zwei  reelle  Geraden  9^34"  ;'.(,'  mit  einer  punktirten  ^'^  in  der- 
selben Ebene,  was  nicht  möglich.  Folglich  ist  r.^^'  und  ebenso 
Qu'  '12  ?i2  nicht  reell.  Von  diesen  4  Geraden  sind  rjj"  r34', 
^12'  ^34'  ^vindschief,  also  nur  zwei  solche  könnten  conjugirt  ima- 
ginär sein,  aber  die  3  Geraden  rj2"  ^'34'  ^  z.  B.,  die  ein  reelles 
Hyperboloid  erzeugen  würden,  würden  zugleich  von  B^"^,  einer 
punktirten  Geraden,  getroffen.  Also  kann  von  den  4  Geraden 
auch  keine  imaginär  sein.  Folglich  sind  die  4  Geraden  r^^" 
^34'  ^12'  Qsi  ^''^  punktirt,  und  es  leuchtet  bald  ein,  dass  die 
je  zwei,  deren  Ebenen  durch  «'  oder  a"  gehen,  also  r^j"  P]2"> 
^34' ?34  il"'en  reellen  Punkt  gemein  haben,  d.  h.  dass  die  bei- 
den Knotenpunkte  E^^  und  E^^  reell  sind,  woraus  dann 
nothw endig  die  Realität  von  9^42'  nn^'  9^34"  folgt. 

Die  Uebergänge  geschehen  in  folgender  Weise: 
A  a'  a"  reell. 

1)  Gattung  I:]  h'  h" ,  c'  c" ,  d'  d" ,  c'  e"  reell,  alle  übrigen 
Geraden  auch; 

Gattung  V:    b'  c',  h"  c"   conjugirt   imaginär,  d'  d",  e'  c' 
punktirt,  r{  ;%',  ^4  Qn  >  ^3"  ^C'  Q?''  Q\'  imaginär,    r^  q^,  r^  q^, 
r{'  ^1 ",  r^'  ^2 '  punktirt; 
oder: 

Gattung  II:    b'  b" ,  c'  c"    reell,    d'  d" ,    c'  e"  punktirt; 

imaginär; 
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Galtung   IV:     b'   e',  b"  c"  imaginär,    d'  d" ,  e'  e"    reell; 

^l'?l'i   ^2'  Qi'   ^3"  ^3"'   ^\'  9\'  ^'^^^^'   r.^  Q\'  ''/  Q-.i,   r^'  q^",  r^"  ^," 
imaginär; 
oder: 

Gattung  IV:  b'  b",  c'  c"  reell,  d'  e',  d"  e"  imaginär; 
r{  q{,  7\  Q.,'  reell,  /-.,"  ;■,",  ^3"  ^,"  imaginär,  r,"  9,",  r^"  ^/'  reell, 
r.j'  r^',  Q.,'  Q^    imaginär; 

Gattung  VI:  b"  c',  b"  c" ,  d'  c'\  d"  e'  imaginär;  /-/  r./, 
q{  Q.2  imaginär,  r.^"  q.{',  /•/'  ?/'  reell,  ?•/'  q^",  r.,"  q.^"  punktirt, 
^3'  Q^',  r/  ^3'  imaginär. 

ü  eher  gang:  5"  /?•'-  reell,  J)  reell;  /-j.,'  j5|2'  ''n"  934"  i*ee"^ 
3^12"  9*^31'  »''^ell. 

2)  Gattung  II:  fe'  b",  c  c"  punktirt,  d'  d" ,  c'  e"  reell; 
r/  ^.^,  r./  9i',  r3"  ?/',  r/'  ,0.";  r/  9/,  ?•/  ^3';  r/'  ^.Z',  /%"  ^j" 
imaginär; 

Gattung  V:  h'  c' ,  b"  c"  imaginär,  d'  d" ,  c'  e"  punktirt; 
''1' 'V'  ?i' ^2''  ^3" 'V'  ^3'  ?i"  imaginär;   rg'  ^.^ ,  r{  q{,  r,"  ^/', 
ro"  ^2 '  punktirt; 
oder: 

G  attung  III:  b'  b" ,  c'  c" ,  d'  d" ,  c    e";  r/  ^/,  r.^  ^./,  ^3 "  ?3 "» 

Gattung  IV:    ft'  c',  h"  c"   imaginär,    d'  d" ,  e'  c"   reell; 
r(  9/,   r^  ^.;,   7-3"  ^3",   r/'  9/'  reell ;   rg'  ^ /,   r/  93',  r/'  ^2",  z^'  ql' 
imaginär; 
oder: 

Gattung  V:  b'  b" ,  c  c"  punktirt,  d'  &,  d"  e"  imaginär; 
/■,'  ^2''  'V  ?i'  imaginär,  r.^'  q-^' ,  'V' 9i"  punktirt;  r.^'  q^ ,  ^a  Qi 
punktirt,  ;•/'  q.^',  r^'  pj"  imaginär. 

Gattung  VI:  b'  c',  //'  c" ,  d'  e" ,  d"  e'  imaginär;  r(  r<[^ 
^j'  P2'  imaginär,  rg"  q.^' ,  r^'  q^'  reell;  r^  q^  ,  r^  q.^'  imaginär, 
^1"  Qi"'  ^2"  Q2"  punktirt. 

Uebergang:  .5» 2  ^21  punktirt,  2)  reell;  ^^,2'  ^V  reell; 
^zi  Qii'  ^12"  Q12"  punktirt. 

122.  Wir  untersuchen  nun,  in  welcher  Weise  der  Uebergang 
stattfindet,  ^venn  erstens  in  der  einen  Gattung  d'  d"  reell, 
e'  e"  punktirt,  in  der  andern  J' «/"  punktirt,  e'  e"  reell 
ist  und  zweitens  in  der  einen  Gattung  b'  b",  c  c"  reell 
oder  punktirt,  in  der  andern  imaginär  sind.  Es  leuch- 
tet ein,    dass    sie   in   dieser  conjugirt  sein  müssen,   also 


37<S  Achtes  Kapitel. 

seien  es  h'  c' ,  b"  c" ;  dann  folgl,  «lass  d'  a"  pnnktirt  isl, 
niilhhi  sind  in  der  andern  Gattung  b'  b" ,  c'  c"  beide 
reell  oder  beide  piinktirl.  In  jenem  Falle  vereinigen 
sie  sich  auf  der  Grenze  in  das  reelle  Geradenpaar  i'" 
J?^^,  in  diesem  in  das  punktirte  B^-  B-K  Die  beiden 
Geradenpaare  rf'  rf",  e' e"  fallen  auch  hier  in  die  reelle 
Gerade  ®  zusammen. 

Weil  das  Geradenpaar  a' a"  punktirt  ist  und  in  seinem 
Mittelpunkte  kein  Knotenpunkt  der  Grcnziläclie  liegt,  so  ist  keine 
der  2  Geraden  Dl  und  der  4  Geraden  (r,  q)  derselben  reell.  In 
jedem  Falle  ist  der  Knotenpunkt  J{/>  reell,  mithin  sind 
die  beiden  quaternären  Geraden  dl  punktirt,  folglicli 
ihre  Schnittpunkte  mit  3),  die  Knotenpunkte  Ä'jo  und  ü:'.^,, 
imaginär,  und  zwar  conjngirt,  da  sie  diuTh  die  reelle  Gerade 
2)  verl)undcn  sind. 

Ilaben  wir  es  nun  mit  dem  reellen  Geradenpaare  i?" 
ß'^'-  zu  Ibun,  so  kami  keine  der  4  Gei-aden  /•,.,'  9,./  /-.j,"  q-.{' 
punktirt  sein;  denn  jede  dieser  Geraden  trifft  zwei  reelle  Gera- 
den, und  eine  punktirte  Gerade  trifft  nur  dann  zwei  reelle  Ge- 
raden einer  cubisclien  Flache,  weim  ihr  i-eeller  Punkt  auf  der 
einen  liegt  und  Knotenpunkt  der  Fläche  ist  (Nr.  9o),  aber  die 
4  Geraden  geben  je  nur  durch  einen  Knotenpunkt  und  zwar 
einen  imaginären  A',.,  resp.  A'.,,.  l"olgllcb  sind  die  4  Gera- 
den ''^2  Qi,'  ''lii"  Qm"  imaginäi-,  und  zwar  je  zwei  sich  nicht 
schneidende  /•,./  /•.,/',  (j,./  ^3/'  conjugirt.  Auf  keinen)  der  beiden 
reellen  Hyperboloide  [rj,'  r-^"  A]  und  [^,./  q.^{'  A]  liegt  eine 
der  punktirten  Geraden  a.  Jedes  dieser  Hyperboloide  durch- 
schneidet die  Fläche  in  J)  und  berührt  sie   längs  B^^  resp.  B-"^. 

Ilaben  ^vir  es  hingegen  mit  dem  punktirten  Geraden- 
paare  B^"^  B-^  zu  thun,  so  können  unter  den  4  binären  Geraden 
''12  Q]'>"  ''34'  Q-.'.i  l^eine  imaginären  vorkommen;  denn  dann  er- 
hielte man  ein  reelles  Hj^jerboloid  mit  einer  punktirten  Geraden 
(i?i^  oder  B'^).  Also  sind  diese  4  Geraden  ^12"  Qn"  ^31  Q-.n 
punktirt  und  ersichtlich  haben  je  zwei,  die  mit  2)  in  der- 
selben Ebene  liegen,  ihren  reellen  Punkt  gemein,  also:    rjo"  Qo{, 

//  / 

?12     ''34  • 

Die  Uebergangsform  ist  folgende: 

A  reell,  «'  a"  punktirt. 
1)  Gattung  II:  b'  b",  c'  c"  reell;  cV  d"  reell,  e'  c"  punk- 
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lirt;   r,'  r,",  ?•./  r{ ,   9/  9/',  p/  p./';   r/  r./',  r/    /-j",   ^.5'  ^j..",  ^;  ^j" 
imaginär. 

Gattung  V:  h'  c',h"  c"  imaginär,  d'  d"  punklirt,  c'  e" 
reell;  ;•/  /•■/',  r.^  r{',  ^(  9./',  ^./  ^j"  imaginäi';  /..'  ^./',  r^'  ^^", 
^.j'  r./',  ^j'  r,"  punktirt. 

Uebcrgang:  ^^*  i?--  reell,  !D  reell;  ''12' ?':u".  ^12' ^34 "  '"la- 
ginär;  9ti/' 9t;j'  punklirt. 

2)  Gattung  III:  b'  b'\  c'  r"  [»unktirt,  d' d"  reell,  c'  e" 
punklirt;  /■./  9,",  /•/  9.,"'  ^.\  ^'1  ">  ?/  ''1  '^  ^\  Q-.C >  ''•/  ?i"'  9\'  'V» 
?•>'  't'    punklirt. 

Gattung  V:  b'  c',  b"  c"  imaginär,  d'  d"  punklirt,  c'  c" 
reell;  /■.('  ^.,",  r^  q(\  q.^'  /•.,",  g^'  i\'  punklirt;  r^  /•.,",  /•./  r^",  ^^  q.^", 
Q./  Qi"  imaginär. 

Uebergang;  B^'^  B'^  punklirt,  ®  reell;  ri^"  ^j../,  Qi-,"  r.^i 
piuiktirt;  ebenso  D^j.^'  9i;.i". 

Von  allen  Ucbergängen,  die  sieb  in  dieser  uml  der  vorigen 
Nunmier  vorfinden,  Irenen  wir  nur  in  der  jetzigen  Nummer  eine 
neue  an ;  nämlicb :  Zwei  i ni a g i n ä r e  G  e r a d e n p a a r e  de r 
einen  Gattung,  deren  Ebenen  durcli  die  punktirte  Ge- 
rade rt'  geben  [bei  1)  :  r^'  q./,  r^'  ()^,  bei  2)  :  r/  ^|',  r^  ^j'] 
fallen  auf  der  Grenze  in  eine  punktirte  Gerade  Stg/ 
resp.  dli'i'  zusammen  —  dasselbe  tbuii  die  durcb  die 
conjugirten  Geraden  gebildeten  Paare  [bei  1)  :  r.,"  ^2'» 
r^"  Q^" ,  bei  2)  :  r/'  o./',  r^"  9/'],  deren  Ebenen  durch  a" 
geben,  indem  sie  sieb  in  die  punktirte  Gerade  3?i2 
resp.  SRg^"  vereinigen,  die  mit  jener  den  reellen  Punkt 
gemein  bat  —  und  trennen  sieb  —  ebenso  die  Paare 
der  conjugirten  Geraden  —  auf  der  andern  Gattung 
wieder  als  Paare,  deren  Geraden  jedoch  die  auf  der 
Grenze  erhaltene  Eigenschaft,  einen  reellen  Punkt  zu 
besitzen,  beibehalten  haben,  freilich  aber  nicht  sich 
in  ihrem  reellen  Punkte  durchschneiden. 

Diese  eben  erhaltene  Uebergangsart  können  wir  nicht  auf 
die  Geradenpaare,  deren  Ebenen  durch  J  gehen,  übertragen,  weil 
A  stets  reell  ist. 

Da,  wie  schon  früher  erwähnt,  mit  der  V^ereinigung  zweier 
nicht  conjugirten  imaginären  Geradenpaare,  deren  Ebenen  durch 
A  gehen,  in  eine  einzige  imaginäre  Gerade  die  ihrer  conjugirten 
Geradenpaare  in  eine  Gerade  verbunden  ist,  was  eine  Fläche  mit 


380  Achtes  Kapitel. 

4  KiiotenpuiiKteii  ergiebt,  so  haben  wir  alle  Erzeuguiigsarten  der 
Flächen  mit  3  Knotenpunkten  erschöpft  und  demnach  zwei  Ar- 
ten mit  3  reellen  Knotenpunkten  und  zwei  Arten  mit 
einem  reellen  und  2  conjugirleu  imaginären  Knoten- 
punkten gefunden. 

123.  Wir  gehen  über  zu  den  Flächen  mit  4  Knoten- 
punkten. Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  diese  nur  entstehen 
können,  wenn  zweimal  zwei  Geradenpaare,  deren  Ebenen  durch 
A  gehen,  in  eine  einzige  Gerade  zusanmienfallen,  also  b'  b", 
c'  c"  sich  in  die  Gerade  33  und  d'  d" ,  e'  e"  in  die  Ge- 
ra d  e  2)  v  e  r  e  i  n  i  g  e  n ,  längs  welcher  Geraden  d  i  e  E  b  e  n  e  n 
(^,23)  und  [A,X)  die  Fläche  berühren. 

Wegen  der  Vereinigung  von  d'  d",  e'  e"  in  2)  fallen  zusam- 
men r,'  r/,  r.^  r/,  q{  q.,',  93'  ?/,  r,"  r^",  rj'  r/',  p/'  q^",  q.,"  q{', 
und    wegen   der   Coincidenz    von   b' b",  c'  c"   in 'die   Gerade   93 

vereinigen  sich  /-/  9.2',  ^2  ?i  >  '':/  94«  ^\  Qs  >  ^i'  ?2  >  ^2'  ?i"« 
r.^'  Q^",  r^'  Q." ;  mithin  fallen,  wenn  beide  Coincidenzen  zu- 
gleich eintreten,  zusammen  die  Paare  von  Geradenpaa- 
ren  r/  Qy',  r/  9./;  r./  q.^ ,  r,'  q^  ;   r{'  9/',  r,^"  p/';  r.j"  p./',  r/'  9/' 

in  die  Geraden  Dcj^',  3tji',  'tRi-^'-i  9^34'  ^^  ^^^^  ^^  ^^^  '^ß'' 
Fläche  3  unäre  Geraden,  A  a  u",  und  6  quaternäre, 
33,2)  und  die  Geraden  9t,  giebt,  im  Ganzen  9  Gerade. 
Die  4  Geraden  der  3  Geradonpaare  («'  «";,  (23  23),  (2)  X),  deren 
Ebenen  durch  A  gehen,  bilden  2  Tripel,  unter  die  wir  wieder 
die  beiden  Geraden  9i  schreiben,  die  mit  A  das  zugeordnete 
Tripel  bilden: 

/  fr 

a  a 

23  33 


^12'  ^^^34'  9^12"  9'^34" 

Daraus  erhellt,  dass  9?i2  ^^34  0^36"  einander  windschief 
sind  und  ebenso  9?j2"  9^34'  •  ^a  in  jeder  der  4  Geraden  dl  sich 
die  4  Geraden  zweier  Geradenpaare  der  allgemeinen  Fläche  ver- 
einigt haben,  deren  Ebenen  durch  a'  oder  a"  gehen,  so  be- 
rühren in  den  Geraden  'St  die  Ebenen,  welche  sie  mit 
a'  oder  «"  bilden,  die  Fläche,  so  dass  jede  der  beiden 
Geraden  a  von  einem  Paare  unärer  Geraden  und  zwei 
Paaren  getroffen  wird,  deren  Gerade  sich  je  in  eine  der 
quate mären  Geraden  vereinigt  haben,   also  die  Geraden 
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a  sich  wie  die  Gerade  Ä  verhalten,  a'  wird  getroffen  von  [a"  A), 
[%.:%•:),  {%(^u),  a"  von  {a  Ä),  [%.{'%."),  (9^1"  9V). 
ehenso  wie  A  von  [a'  a."),  (33  23),  (^  jT)  getroffen  wird. 

Betrachten  wir  die  16  Geradenpaare,  welche  —  abgeseken 
von  denen,  deren  Rhenen  durch  A  gehen  —  auf  der  allgemeinen 
Fläche  an  den  4  Geraden  b'  b",  c'  c"  hängen,  die  auf  der  Grenze 
in  die  eine  Gei'ade  33  sich  vereinigt  haben,  so  ersehen  wir,  dass 
stets  eine  der  Geraden  jedes  Paars  in  ^^i^',  die  andere  in  D?,/', 
oder  eine  in  i)t,,',  die  andere  in  9J.j/'  enthalten  ist.  Daraus  geht 
hervor,  dass  auf  unserer  Fläche  durch  die  Gerade  $B  die  Ebenen 
der  Geradenpaare  9ij.,'  9^i>".  <^^:u'  ^^;u  n^'i*'"-  Aber  auch  T> 
trifft  diese  4  Geraden;  1)  gebt  demnach  durch  die  Mittelpunkte 
der  Geradenpaare,  also  ist  1)  Verbindungsgerade  zweier 
K  noleni)unk  te  A', .„,.,,  Ä'.,.:),.  Ebenso  aber  gehen  diwcli  © 
die  Ebenen  der  Geradenpaare  Jij/  Stj/',  9^34'  9?i>",  deren  Mit- 
telpunkte zwei  neue  auf  23  liegende  Knotenpunkte /i',2,.j4, 
^^34, ,2  sind.  Mithin  verbinden  alle  6  quaternären  Gera- 
den je  zwei  der  4  K  notenpunkte  und  sind  die  6  Kanten 
des  von  ihnen  gebildeten  Tetraeders.  Jede  der  3unä- 
ren  Geraden,  die  ein  Dreieck  bilden,  trifft  je  zwei 
Gegen  kanten  und  bildet  mit  ihnen  zwei  Ebenen,  die 
in  den  Kanten  die  Fläche  berühren.  Jede  der  qua- 
ternären Geraden  wird  ausser  von  diesem  einen  Ge- 
radenpaare, dessen  eine  Gerade  unär  ist  und  dessen 
andere  mit  der  quaternären  Geraden  zusammenfällt, 
von  2  andern  durch  quaternäre  Geraden  gebildeten 
Paaren  getroffen,  deren  Mittelpunkte  die  beiden  nicht 
auf  ihr  liegenden  Knotenpunkte  sind  und  welche  die 
Gerade  selbst  in  d e n  a u f  i h r  1  i e g e n d e n  K n 0 1 e n p u n k t e n 
treffen. 

Eine  Fläche  dieser  Art  ist  die  cubische  Polarfläche  einer 
Ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  3.  Ordnung. 

Ebenso  wird  eine  cubische  Fläche  mit  4  Knotenpunkten 
z.  B.  auf  folgende  Weise  erzeugt: 

Es  seien  a^  a^  Ö3  a^  4  Punkte  derselben  Ebene  Eo',  A^  A^ 
A.^  A^  4  Ebenen,  tta-  sei  die  Projection  des  Punktes  «/-  von  einem 
Punkte  P  auf  A^.  Die  Punkte  P,  für  welche  die  4  Punkte  tt/, 
in  einer  Ebene  liegen,  bilden  eine  cubische  Fläche,  auf  welcher 
die  4  Ecken  des  von  den  Ebene«  A  gebildeten  Tetraeders  Kno- 
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tenpunkte  sind.  Ein  specieller  Fall  hiervon  ist  der,  bei  dem  die 
Fläche  durch  die  Punkte  ycbildot  wird,  für  welche  die  Fuss- 
punkLe  der  von  ihnen  auf  die  4  Ehonen  eines  Tetraeders  ge- 
fällten Perpendikel  in  einer  Ebene  liegen.  Die  Ebene  Eo  ist  dann 
die  unendlich  entfernte. 

124.  Wir  betrachten  nun  die  Uebergangsfläche,  welche  für 
folgende  3  Fälle  gilt: 

u)  Erstens  sind  in  der  einen  Gattung  h'  h" ,  c'  c" 
reell,  in  der  andern  punktirt,  zweitens  d'  d",  e'  c"  in 
der  einen  reell,  in  der  andern  punktirt. 

/3)  Erstens  sind  in  der  einen  Gattung  h'  b" ,  c'  c" 
reell,  in  der  andern  punktirt,  zweitens  d'  e' ,  d"  e"  in 
der  einen  conjugirt  imaginär,  in  der  andern  d'  e", 
d"  e'. 

7)  Erstens  sind  in  der  einen  Gattung  ö' c',  6"  c" 
conjugirt  imaginär,  in  der  andern  h'  c",  h"  c' ,  zweitens 
in  der  einen  d'  e' ,  d"  e"  conjugirt  imaginär,  in  der 
andern  d'  c" ,  d"  e' . 

In  allen  3  Fällen  ist  a'  a"  reell;  ebenso  ist  es  also  auch 
auf  der  Grenzfläche.  Auf  dieser  fallen  h'  h" ,  c'  c"  in  die 
eine  reelle  Gerade  33,  d'  d'\  e'  e"  in  die  eine  reelle  Ge- 
rade 2)  zusammen. 

Die  beiden  Tripel  «'  23  ®  nnd  a"  23  3)  sind  ganz  reell  und 
erzeugen  demnach  reelle  Hyperboloide,  welche  die  Grenzfläche 
ausser  in  der  reellen  Geraden  A  noch  entweder  in  zwei  reellen 
Geraden  JRj.^'  9i}/  resp.  Dt^j"  S^s/'  durchschneiden,  oder  in  zwei 
conjugirten  imaginären.  Die  Realität  von  D^j/  9134'  bewirkt  die 
Realität  der  4  Knotenpunkte,  ihier  Schnittpunkte  mit  den  reel- 
len Geraden  33  und  !JD,  und  diese  die  Realität  der  beiden  andern 
Geraden  'Si^o'  ^^^  ^34 "•  ^^'^^  ^'®  Voraussetzung,  dass  a  a" , 
S3,  3)  reell  sind,  genügt  nicht,  um  die  Natur  der  4  Geraden  9i 
festzusetzen;  diese  können  dann  noch  entweder  alle  4  reell  oder 
9^12'  9^34'  9^12"  9^34"  conjugirt  imaginär  sein.  Wir  kommen  zu 
einer  Fläche,  auf  welcher  «'  a" ,  ^,  ©  reell  sind,  noch  einmal 
in  Nr.  126;  da  wird  sie  als  geeignete  Uebergangsfläche  dienen, 
wenn  auf  ihr  die  4  Geraden  91  und  demnach  auch  die  4  Kno- 
tenpunkte imaginär  sind.  Hier  müssen  wir,  damit  die  üeber- 
gangserscheinungen  den  früheren  analog  seien,  die  4  Geraden 
9t  und  demnach  auch  die  4  Knotenpunkte  reell  annehmen. 
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Dana  haben  wir  folgende  Uebergänge: 

A  a    a"  reell. 
ß]  Gattung  I:    h'  h" ,  c'  c" ,  d'  d" ,  e   c"  reell,  alle  Gera- 
den (r,  q)  ebenfalls ; 

Gattung  III:   b' b",  c'  c" .  d'  d",  c   e"  punktirt,    alle  Ge- 
raden [r,  q)  ebenfalls; 
oder: 

Gattung  II:  //  b",  c'  c"  reell,  d'  d" ,  e'  c"  punktirt;  i\  r/, 

?i'  ?2''  'V  ^\>  H  ?.t';  ^i"  ^i''  ^i"  ?2";  '"3" ''4"'  ^i    ?/'  imaginär. 

Gattung  II:  b'  b'\c'  c"  pnnktirt,  (/'  d" ,  e  c"  reell;  r/  p,', 
r./  ^,';  r.;  9/,  r/  ^3';  r/'  9./',  ?\"  ?i";  r/'  9/',  r/'  p./'  imaginär. 

/3)  Gattung  IV:  b'  b",  c'  c"  reell,  J'  <?',  r/"  c"  imaginär; 
''1'  ^1'  ''2'  ^2'  •'cell;  r.j'  r^',  ^.j'  9/  imaginär;  r^"  ^j",  rj"  ^3"  i'cell; 
r-i"  rl',  q.;'  ,0/'  imaginär; 

Gattung  V:  b'  b" ,  c'  c"  punktirt;  d'  c" ,  d"  c'  imaginär; 
/'/  ^1'.  r.^  ^./  puidvlirt;  /-.,'  9/,  r^  q.{  imaginär;  r/'  ^[",  r^'  Q2' 
punktirt;  r.^"  Q^",  r^"  ^3"  imaginär. 

}')  Gattung  VI:  b'  c-,  b"  c" ,  d'  e',  d"  c"  imaginär;  i\  ^1', 
r./  P2'  i'L'ell;  r.,'  ^3',  r^  q^  puidilirt;  i\'  q.^' >  ''2'  Qi"'>  ^;i"  'V' 
^3"  ^4"  imaginär; 

Gattung  VI:  b'  c" ,  b"  c',  d'  c" ,  d"  e  imaginär;  ?']' 9/, 
''2'  ?•>'  P'inlitirt;  r.^  ^3',  ?'4'  pj'  reell;  rj"  j-^",  p,"  ^.)";  ?'3"  9/', 
r/'  ^3"  imaginär. 

Uebergang:  23,5);  9?,./,  ÜV^  9^12"  9 V  i'eell- 

125.  Es  sei  betrachtet  die  Uebergangsfläche,  wenn  erstens 
in  der  einen  Gattung  d'  d"  reell,  e'  e"  punktirt,  in 
der  andern  d'  d"  punktirt,  e' e"  reell  ist,  und  zweitens 
entweder  a)  b'  b",  c  c"  in  der  einen  Gattung  reell,  in 
der  andern  punktirt,  oder  |3)  b'  c',  b"  c"  in  der  einen 
Gattung  conjugirt  imaginär  sind,  in  der  andern  aber 
b'  c",  b"  c' . 

Das  Geradenpaar  a'  a"  ist  beide  Mal  und  auf  der  Grenze 
punktirt.  Auch  hier  sind  die  Geraden  23  und  3)  reell. 
Da  nun  «'  a"  punktii't  und  sein  Mittelpunkt  kein  Knotenpunkt 
ist,  so  kann  keine  der  4  Geraden  9i  reell  sein.  Aber  auch  keine 
kann  imaginär  sein;  denn  wäre  z.  B.  Sffjo'  reell,  so  könnte  nur 
9I34',  die  einzige  der  4  Geraden  9?,  welche  sie  nicht  schneidet,  zu 
ihr  conjugirt  sein;  aber  das  reelle  Hyperboloid  [9vi2' 9^3/ ^]  ent- 
hielte dann  die  punktirte  Gerade  «'.     Also  sind   alle  4  Gera- 
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den  9f{  punktirt.  Jedoch  eine  punktirte  Gerade  einer  cubi- 
schen  Fläche  kann  nur  dann  2  reelle  Geraden  derselben  (33  und  1)) 
treffen,  wenn  ihr  reeller  Punkt  auf  einer  derselben  liegt  und 
zugleich  Knotenpunkt  ist.  Nehmen  wir  an,  der  reelle  Punkt  auf 
diii  sei  der  Knotenpunkt  /i'i,,:,!  (auf  33),  dann  ist  der  zweite 
Knotenpunkt  auf  3ii/,  der  Knotenpunkt  /ir,2.  lo  (auf  T),  imaginär. 
Durch  ^",.„3,  geht  auch  Dt^/',  die  S)  demnach  in  dem  imaginären 
Knotenpunkte  Ä'o,,;;^  trifft;  die  beiden  andern  durch  A',,,  12  "'"' 
/ir.,4,.{,  gehenden  Geraden  9i]2  "'i'l  «^1:^4  haben  ihren  reellen 
Pu'dit  in  dem  ihnen  gemeinsamen  Knotenpunkte  Ä"^^,  ,0  (auf  23)- 
Wir  haben  so  zwei  reelle  Knotenpunkte  erhalten  auf  33 
und  zwei  conjugirte  imaginären  auf  D.  Warnm  wir  die 
reellen  Knotenpimkte  auf  33  angenommen  liaben,  wird  sich  erst 
nach  Retrachtimg  des  Uebergangs  selbst  ergeben,  denn  auf  der 
Grenzfläche  für  sich  unterscheiden  sich  die  Geraden  33  und  Ti 
nicht;  ihr  Unterschied  wird  erst  durch  die  beiden  Gattungen, 
zwischen  denen  unsere  Mäche  den  U(!bergang  vermittelt,  klar. 
./  reell,  a'  a"  punktirt. 

a)  Gattung  II:  1/  h",  c'  c"  reell,  d'  d"  reell,  e'  e"  pnnk- 
lirt;  r/  r",  r/  r,",  r./  r/'.  r{  r(' ,  q(  ^/',  ^/  ^3"'  ^3'  ^1  ^  ?/  9i' 
imaginär; 

Gattung  III:  h'  h" ,  c'  c."  punktirt,  d'  d"  punktirt,  e'  e" 
reell;  i\  9,",  r/  ^j",  ^./  'V»  ?:?'  r.^' ,  ?/  r^',  q^  r",  r^'  Q.",  r^  Q-," 
punktirt. 

ß)  Gattung  V:  b'  c',  b'  c"  imaginär,  d'  d"  reell,  e'  e" 
pimktirt;  rg'  q^",  r^  q.,",  q^'  r,",   9/  r/'  punktii't;    ?•,'  r^",  r./  ?•.,", 

Q\'  9i"'  Q-2  Qi'  imaginär; 

Gattung  V:  b'  c",  b"  c'  imaginär;  d'  d"  punktirt,  e'  e' 
reell;  r^  r/',  r/  r/',  ^3'  ^/',  ^4'  q-l'  imaginär;  r/  ^,",  r/  ^3",  p/  r/', 
9./  Tg"  punktirt. 

Ueb ergang:  33,  ®  reell;  0^12' Sf^s/'  punktirt  (gemeinschaft- 
licher reelle  Punkt  in  ^"42- 34),  ebenso  9?j2'' ^^34'  (in  ^'34, 12)- 

Die  Art  des  Ueberganges,  welche  wir  bei  den  Flächen  mit 
einem  reellen  und  zwei  conjugirten  imaginären  Knotenpunkten 
vorfanden,  finden  wir  auch  hier:  Die  beiden  Geradenpaare  i\  q(, 
r.{  q.{,  deren  Ebenen  durch  die  punktirte  Gerade  a  gehen,  in 
der  einen  Gattung  imaginär,  fallen  auf  der  Grenze  in  die  punk- 
tirte Gerade  5Rp'  zusammen  und  trennen  sich  in^der  andern 
Gattung  als  2  Paare   von   je   zwei   punklirten  Geraden    mit   nicht 
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gemeinsameil  reellen  Punkte,  und  zugleich  thun  dasselbe  die 
beiden  durch  die  conjugirlen  Geraden  gebildeten  Geradenpaare 
^4 "  94 ".  ^z'  Qi' '  deren  Ebenen  durch  die  punktirte  Gerade  a" 
gehen.  Auf  der  Grenze  fallen  sie  zusammen  in  die  punktirte  Ge- 
rade 9^34",  die  demnach  zu  Sfljj'  conjugirt  sein,  d,  h,  mit  ihr  den 
reellen  Pimkt  gemein  haben  muss.  Aehnliches  gilt  für  die  Ge- 
raden 'iü^^  und  9?i2''  ^"  denen  die  Geradenpaare  r.,'  ^3',  r^  q/ 
und  die  durch  die  conjugirlen  Geraden  gebildeten  r.>"  q.^''  ^1  Q\" 
sich  vereinigt  haben. 

126.  Wir  gehen  von  den  Flächen,  auf  denen  b' b" 
reell,  c'  c"  punktirt,  d'  d"  reell,  c'  e"  punktirt  ist, 
über  zu  denen,  auf  welchen  b'  b"  punktirt,  c'  c"  reell, 
d' d"  punktirt,  e'  c"  reell  ist,  durch  eine  Fläche,  auf 
der  die  Geradenpaare  b'  b" ,  c'  c"  in  die  reelle  Gerade 
33  und  die  Paare  d'  d" ,  e'  e"  in  die  reelle  Gerade  3)  zu- 
sammengefallen sind.  Auf  beiden  Flächen,  sowie  auf  der  Grenz- 
fläche ist«'«"  reell,  so  dass  die  Flächen,  zwischen  denen  der 
Uebergaug  vermittelt  wird,  in  beiden  Formen  der  Gattung  II  an- 
gehören. Hier  müssen  wir  aber  die  4  Geraden  91  und  dem- 
nach auch  die  4  Knotenpunkte  imaginär  nehmen  (man 
sehe  Nr.  124).  Conjugirt  sind  die  üupel  ^y^  %{,  %^^'  %^' , 
gebildet  durch  je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders.  Von  den 
Knotenpunkten  sind  die  beiden  auf  23  nnd  die  beiden  auf  3)  lie- 
genden conjugirt. 

Der  Uebergang  ist  folgender: 

A,  a'  a"  reell. 

Gattung  11:  b'  b"  reell,  c  c"  punktirt,  d'  d"  reell,  e'  e" 
punktirt;  r,'  r.^,  r./  r/,  p,'  ^3',  ^2'  ^4''  ^1"  ^3"'  ^2  ^4"'  ?i"  Ps"» 
P2 "  ?4 "  imaginär. 

Gattung  II:  b'  b"  punktirt,  c'  c"  reell,  d'  d"  punktirt, 
e'  c"  reell;  r,'  ^3',  r./  ^/,  r.^  ^/,  r/  p./,  r/'  ^3",  r.^'  Q^' ,  r/'  9/', 
r^'  Po "  imaginär. 

Uebergang:  ^ß,  ©  reell;  ^ij,' 9^3/,  %2    '^u    i>»agi"är. 

Also  als  neue  Uebergangsform  tritt  auf:  Die  beiden  nicht 
c  0  n  j  u  g  i  r  t  e  n  i  m  a  g  i  n  ä  r  e  n  G  e  r  a  d  e  n  p  a  a  r  e  r/  q{,  r^  q^,  deren 
Ebenen  durch  die  reelle  Gerade  a  gehen,  fallen  auf 
der  Grenze  in  die  imaginäre  Gerade  OfJ) 2'  zusammen 
und  trennen  sich  dann  wieder  als  nicht  conjugirte. 
Die   durch   die   conjugirlen   Geraden    ihrer   4   Geraden 
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gebildeten  Paare  r.^  q,^,  r^  q^  fallen  in  die  Gerade  'Si^^ 
zusammen,  die  zu  D^|.,'  conjugirt  ist.  Jede  der  hierbei 
belli  eiligten  Geraden  hat  nach  dem  Leber  gange  zu 
ihrer  c  o  n  j  u  g  i  r  t  e  n  d  i  e ,  w  e  1  c  h  e  m  i  t  ihrer  f  r  ü  h  e.r  e  n  c  o  n  - 
jugirten  eines  dieser  (ieradenpaare  bildet.  Jedes 
Geraden  paar  also  hat  sein  conjugirtes  behalten.  Aehn- 
liches  gilt  iür  die  Geradenpaare,  deren  Ebenen  durch  a"  gehen. 

Nun  betrachten  wir  eine  Uebergangsfläche,  bei  der  wir  die 
eben  gewonnene  Uebergangsform  auf  die  Geradenpaare  anwen- 
den, deren  Ebenen  durch  A  gehen,  und  die  natürlich  von  der 
soeben  erhaltenen  nicht  verschieden  sein  wird.  Wir  lassen  also 
die  beiden  nicht  con  jugirten  imaginären  Ger  adenpaare 
b'  b' ,  c'  c"  in  d ie  imaginäre  Gerade  23  zusammenfallen  — 
es  leuchtet  unmittelbar  ein,  dass  sie  nicht  in  eine  Gerade  zusammen- 
fallen können,  welche  mit  ^  eine  reelle  Ebene  bildet  — ;  die  zu 
diesen  Geradenpaaren  conjugirlen  Geradenpaare  d'  d", 
e'  e"  (wir  denken  uns  hier  wieder,  wie  in  Nr.  116,  die  Gera- 
den b'  d',b"  d",  c'  e',  c"  c"  conjugirt  imaginär]  müssen 
sich  noth wendig  auch  in  eine  imaginäre  Gerade® 
vereinigen,  welche  zu  23  conjugirt  ist. 

Das  fünfte  Geradenpaar  au"  ist  reell.  Es  ist  schon  klar, 
dass  die  4  Knotenpunkte  imaginär  sind,  da  sie  auf  ima- 
ginären Geraden  33  und  X  liegen.  Das  Hyperboloid  [«'  S  jD] 
ist  reell;  also  sind  9^.,  und  ^{34'  entweder  beide  reell  oder  con- 
jugirt imaginär;  dasselbe  gilt  für  Öt^.,"  9^34  •  I"  jeder  Ebene  des 
Knotenpunktstetraeders  befindet  sich  nun  je  eine  der  beiden  Ge- 
raden 23  und  jD,  je  eine  Gerade  91'  und  eine  Gerade  öt";  da 
niemal?  alle  3  Geraden  eines  auf  einer  cubischen  Fläche  befind- 
lichen Dreiseits  imaginär  sind,  so  muss  nothwendig  eine  der 
beiden  Geraden  9^  reell  sein.  Also  eins  der  beiden  Dupel 
^12' ^34'  ^i2'^34 '  ^'^^  reell,  das  andere  conjugirt  ima- 
ginär; welches,  wird  durch  die  Flächen,  zwischen  denen  die 
Fläche  mit  den  4  Knotenpunkten  den  Uebergang  vermittelt,  be- 
stimmt. Das  reelle  Dupel  enthält  dann  die  Verbindungsgeraden 
der  conjugirten  Knotenpunkte.  Der  Uebergang  gestaltet  sich  in 
folgender  Art: 

A,  a   a"  reell. 

Gattung  V'I:    b'  d' ,  b"  d" ,  c'  e' ,  c"  e"    imaginär;    r.'  o,', 
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rg'  93'  reell,  r^  9,',  r/  9/  punktirt;  r,"  ^3",  r^^'  r/',  9,"  r^' ,  q^"  ^/' 
imaginär; 

Gattung  VI:  b'  d",  b"  d',  c'  e",  c"  e'  imaginär;  r/  9,', 
Tg'  ^3'  punlitirt,  /■./  p.;.  /•/  (j(  reell;  r/'  /■3",  r^'  ^/',  ^,"  ^3",  p„"  r" 
imaginär. 

Uebergang:  33  3)  imaginär;  gt^,'.  9J3/  reell;  9^,,"  9^3/' 
imaginär.  Die  Knotenpunkte  ^12. 12  ^12.34  "0^^34.34  ^34.12  sind 
conjugirt. 

Durch  die  reellen  Geraden  9^12'  9^34'  gehen,  wie  aus  der 
ersteren  —  gewendeten  —  Betrachtung  dieser  Nummer  sich  er- 
warten Hess,  ein  reelles  Geradenpaar  r/  9,'  resp.  r.^  ^3' und  ein  punk- 
lirtes  7\  ^2'  »"esp.  /•/  ^/  hindurch  und  werden  jenes  punktirt,  dieses 
reell.  Durch  die  imaginären  Geraden  9^12 '  ^^34"  gehen  zwei  nicht 
conjugirte  imaginären  Geradenpaare  über  wieder  in  zwei  solche, 
deren  Gerade  andere  conjugirten  bekommen  haben. 


Berichtigungen. 


Seite  VIII  Zeile  1  v.  \\.  1.  fünf  st.  sechs. 

,,  12  Zeile  16  v.  u.  1.  Kegelschnitten  st.  Kegelschnitte. 

„  19      „       15  V.  u.  1.  welche  st.  welches. 

„  32      „       10  V.  u.  1.  Ebene  E  st.  Ebene. 

„  34  „         9  V.  o.  1.  Polcurve  st.  Polarcurve. 

,,  35  „       17  V.  o.  1.  Strahlenbündel  st.   Strahlenbüschel. 

„  44      „         7  V,  o.  1.  Ebene  E  st.  Ebene. 

,,  53  ,,         8  V.  u.  1.  Schneidende  st.  schneidende. 

,,  55      „         9  v'.  u.  1.  jedes  Doppeldrei  st.  jede  D. 

„  59  ,,       14  V.  u.  1.  deren  st.  denen. 

,,  69  ,,       10  V.  u.  setze    hinter    ,, ausschneidet"   ein   Komma   statt 

des  Punktes. 

„  72      ,,       12  V.  0.  1.  einen  st.  einer. 

,,  80  ,,       13  V.  0.  1.  Abarten  st.  Abart. 

,,  107  ,,         7  V.  o.  schalte  hinter  „eine"   die  Worte  „quadratische 

Polarfläche"  ein. 

„  107  ,,         9  V.  o.  1.  Fläche  2.  Ordnung  st,  Fläche. 

„  107  ,,       16  V,  o.  1.  Polarflächen  st.  Polaren. 

„  115  ,,       10  V.  u.  streiche  ,,von". 

„  121  ,,       12  V.  u.  1,  Verbindungsgeraden  st.  Verbindungsgerade. 

,,  137  „         9  V.  u.  streiche  das  Komma. 

„  145  ,,         1  V.  o.  1.  T^  st.  F^. 
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Seite  156  Zeile     7  v,  u.  1.  P^^  Po'^  «*•  f"^  ^'*'- 

,,      188      „       11  V.  o.  1.  dieser  Fläche  st.  derselben. 
„      199      „         2  V.  u.  1.  Ix    st.  F. 

,,  227  ,,  4  und  .3  v.  u.  1.:  auf  einer  nicht  längs  der  Generatrix 
die  Fläche  $  berührenden  (oder  im  Berührungspunkte 
der  Tangente  die  Curve  A  osculirenden)  Ebene. 

„      235      „         7  V.  u.  1.  3.      T_        St.  3.      /[,       . 

,,      249      ,,       18  V.  o.  1.  reellen  Geradenpaare  st.  Geradenpaare. 

„  255  ,,  5  u.  4  V.  u.  1.  3  reelle  Flächen  des  Büschels  mit  reel- 
len Geraden. 

,,      262      ,,         9  V.  o.  streiche  die  Nr.  83. 

„      263      „       10  V.  o.  1.  83  st.  84, 

,,      268      ,,       11  V.  u.  1.  hyperboloidische  st.  hyperbolische. 

„      268      ,,         7  V.  u.  1.  ellipsoidische  st.  elliptische. 

,,  271  ,,  1  v.u.:  Das  mit  dieser  Zeile  beginnende  Theorem  kann 
,so  allgemein,  wie  es  hier  ausgesprochen  ist,  an 
dieser  Stelle  noch  nicht  stehen,  sondern  hier  musste 
noch  die  Bedingung  hinzugefügt  werden,  dass  vier 
der  Schnittpunkte  reell  sind;  erst  später,  nachdem 
in  Nr.  87  der  allgemeine  Satz  bewiesen,  dass  unter 
den  9  Schnittpunkten  zweier  reellen  cubischen  C'ur- 
ven  derselben  Ebene  die  imaginären  .sich  paarweise 
conjugirt  vorfinden,  kann  unser  Theorem  .so  allge- 
mein ausgesprochen  werden;  denn  dann  ist  klar,  dass 
wegen  Nr.  84  nöthigenfalls  zwei  Paare  conjugirter 
der  9  Schnittpunkte  zu  den  Grundpunkten  a,  ß;  y,  ö 
des  reellen  Kegelschnittbüschels  B  {K)  gewählt  wer- 
den können. 

U.    1.    ^'"l,    ^""2     st.    ^"'',    r'-. 

o.  1.  Sx  St.  2?. 

o.  setze  ein  Komma  hinter  Ä'\. 

u.  setze  ein  Komma  hinter  den  Gedankenstrich. 

u.  1.  a,,''  st.  öä'. 

0.  1.  Gi  st.  G,.. 

u.  1.  E^E"^,  £3  St.  £,,  £2,  ^3- 

0.  1.  Gerade  st.  Geraden. 

u.  1.   1,^3  st.  fl%. 

u.  setze  hinter  ,, sechste"  ein  Komma. 

u.  1.  drei  st.  vier. 

o.  1.  der  Knotenpunkt  st.  oder  Kntenpunkt. 

o.  1.  b'  c    st.  b"  c . 
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